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Zur Kondensation von Metalldiimpfen 
an heifen Flachen. 


Von 
W. Opitz *. 
Mit § Figuren im Text. 


(Eingegangen am 10. Januar 1953.) 


Bei einer Anzahl von hochsiedenden Metallen werden fiir einen Dampfstrahl im 

Vakuum die Temperaturen fiir Kondensation an einer heiBen Wolframflache bei 

verschiedenen Dampfstrahldrucken bestimmt. Die so gefundenen Kondensations- 

punkte werden zu Kondensationskurven verbunden und der Verlauf dieser ,,gas- 

kinetischen* Kurven mit dem der ,,thermodynamischen‘‘ Sattigungsdruckkurven 
verglichen. 


1. Problemstellung. Wahl der MeBmethode. 


Der Kondensationsvorgang einer Dampfmenge im _ thermodyna- 
mischen Gleichgewicht ist bestimmt durch die Sattigungsdruckkurve. 
Sie gibt die Temperatur an, auf die die Dampfmenge abgekihlt werden 
mu, damit bei dem vorhandenen Druck Kondensation beginnen kann. 
Trifft statt dessen ein Dampfstrahl mit einem bestimmten Druck gegen 
eine heiBe Flache, so k6nnte man erwarten, daB Kondensation einsetzt, 
sobald die Flache bis auf die Temperatur abgekiihlt wird, die auf Grund 
der Sattigungsdruckkurve diesem Druck entspricht. Bei Metalldampfen 
tritt jedoch haufig die Kondensation erst weit unter dieser Temperatur 
ein. Zur Beschreibung dieser mit einer Unterkihlung vergleichbaren Er- 
scheinung, die schon seit tiber 30 Jahren bekannt ist, fiihrte KNUDSEN! 
den Begriff ,,kritische Temperatur“ ein und definierte COCKCROFT? eine 
dazugehorige ,,kritische Strahldichte”. 

Experimentelle Arbeiten von CHARITON und SEMENOFF? iiber Kon- 
densation von Cadmium und Zink auf Glas, Glimmer, Paraffin und 
Picein, sowie von CocKcRroFrT? mit Cadmium (und Silber) auf Glas, 
Glimmer, Kupfer, Silber bestatigten den Effekt, quantitativ im Einklang 
mit einer von FRENKEL‘ aufgestellten Theorie. Das gleiche gilt fiir eine 
in diesem Institut durchgefiihrte Arbeit® tiber Kondensation von Zink 
auf Glas und Quarz unter Zimmertemperatur. Genauere Untersuchungen 


* Erlanger Diplomarbeit 1952. 
1 KnuDSEN, M.: Ann. Physik 50, 472 (1916). - 
2 Cockcroft, J. D.: Proc. roy. Soc. Lond. 119, 293 (1928). 
_ 3 CHarITON, J., u. N. SEMENOFF: Z. Physik 25, 287 (1924). 
4 FRENKEL, J:: Z. Physik 26, 117 (1924). 
5 Diplomarbeit E. ScHaRowsky, Erlangen 1950 (unveréffentlicht). 
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von GEN, LEBEDINSKyY .und LerpuNsKy! mit Cadmium auf sehr 
sorgfaltig gereinigter Glasunterlage bzw. auf frisch hergestellter Auf- 
dampfschicht von Schwefel oder Naphthalin sowie von STRAUMANIS? 
iiber Keimbildung und Kristallit-Wachstum von Cadmium auf Glas und 
von SAMPSON und ANDERSON ® tiber Kondensation von Silber auf ver- 
schieden gut ausgeheizten Wolframdrahten fiihrten zu der Vermutung, 
daB die ,,kritischen‘’ Erscheinungen allein auf st6renden Adsorptions- 
schichten an der Unterlage beruhten 4. 

Fiir die in diesem Institut durchgefiihrten Untersuchungen am Zink- 
oxyd und anderen Halbleitern wurden meist diinne Aufdampfschichten 
verwendet. In einigen Fallen muBten bei ihrer Herstellung Metall- 
dampfe auf erhitzten Auffangern niedergeschlagen werden. Hierzu 
wurde eine genauere Untersuchung des Kondensationsvorgangs von 
Metalldampfen an heiSen Flachen erforderlich. 

Bei allen genannten Arbeiten erfolgte die Bestimmung des Dampf- 
drucks indirekt (z.B. aus der bei konstanter Temperatur in einer be- 
stimmten Zeit verdampften Substanzmenge oder auf Grund der Satti- 
gungsdruckkurve). Fiir einen Dampfstrahl ist jedoch diese Bestimmung 
nur zuverlassig méglich bei bekannter Dichte- und Richtungsverteilung. 
Daher wurde im vorliegenden Fall eine direkte Messung des Dampf- 
strahldrucks an der Kondensationsflache vorgezogen und dessen Zu- 
sammenhang mit dem einer gleichen Ofentemperatur entsprechenden 
Sattigungsdruck untersucht. Zum Vergleich mit dem Sattigungsdruck 
wurde der Dampfstrahldruck dicht tiber dem Ofen gewahlt, da im vor- 
legenden Fall der Dampfstrahldruck mit wachsendem Abstand vom Ofen 
abnimmt. Die Kondensationspunkt-Bestimmung wurde bei Tempera- 
turen zwischen 700 und 1500°C durchgefiihrt, da sich bei so hohen 
Temperaturen an der ausgeheizten Auffangerflache nicht so schnell neue 
Adsorptionsschichten von Gasen oder Wasserdampf bilden wie bei 
Zimmertemperatur. Daher kamen zur Untersuchung nur Metalle in 
Frage, fiir die bei Dampfstrahldrucken im MeBbereich der Apparatur 
der Kondensationspunkt in diesem Temperaturbereich liegt. AuBerdem 
muBten sich die Metalle gleichmaBig verdampfen lassen. Fiir méglichst 
viele dieser Metalle wurde der Kondensationsvorgang an einer Metall- 
flache untersucht. 

2. MeBapparatur. 

Zur Messung des Dampfstrahldrucks diente eine radiometerartige 
Vorrichtung mit elektrisch geheizter ringférmiger MeBflache (Fig.4) aus 

1 GEN, M., M. LEBEDINSKy u. O. LEIPUNSKY: Phys. Z. Sowjet. 1, 574 (1932). 7 

# STRAUMANIS, M.: Z. phys. Chem. 13, 316 (1931). 

* Sampson, M.B., u. P. A. ANDERSON: Phys. Rev. 50, 385 (1936). 

* Zusammenfassende Behandlung: A. EucKEN, Naturwiss. 25, 209 (1937); 


weitere Literaturangaben: Maver, H.: Physik diinner Schichten. Bd. I, S. 15. 
Stuttgart 1950. 
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diinnem Wolframblech. Die Ringflache und der angrenzende Teil beider 
Schenkelsind mit einem durchlaufenden Profil versehen, das ein Verziehen 
verhindert. Die Verbreiterung der Schenkel und die Warmeableitung 
durch die Halterung verringern die Erwarmung des biegsamen Teils 
der Schenkel. Die Halterung dient zugleich zur Stromzufithrung und 
zur Justierung der Schenkel, die méglichst genau in gleicher Ebene 
legen miissen. Die leichte Kriimmung des biegsamen Teils verhindert 
ein Verklemmen bei nicht genau parallelen Schenkeln. Fig. 2 zeigt die 
verwendete Anordnung, die im Rezipienten einer Hochvakuumapparatur 
angebracht ist. Der Ofen besteht aus einem 
ausgebohrten Molybdanzylinder auf einem 
elektrisch geheizten Molybdanband}!. Diese 
Ausfiithrung hat sich zum Verdampfen 
mit konstanter Dampfstrahldichte fiir viele 
Stoffe bewahrt. Fiir andere Metalle wurden 
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Fig. 1. Radiometer. (Halterung rechts unten Fig. 2. Anordnung fiir die Bestimmung von 
angedeutet.) Kondensationspunkt und Dampfstrahldruck. 


Ofen aus Bogenlampenkohle oder Oxydkeramik verwendet. Der Dampf- 
strahl aus dem Ofen steigt durch eine Blende nach oben; ein Teil des 
Strahls trifft auf die MeBflache und driickt sie aufwarts. Ein rechteckiges 
Rohr schiitzt den kalteren Radiometerteil vor Bedampfung. Ein horizontal 
auf die gliihende MeBflache gerichtetes Fernrohr mit 15- bis 20facher Ver- 
gréBerung und MeBokular dient zum Ablesen des Ausschlags bzw. zur 
Kontrolle des Nullpunkts. Die Glocke des Rezipienten ist hierfiir mit einem 
ebenen Fenster versehen, das durch ein Blendenrohr gegen Bedampfen 
von innen geschiitzt wird. Durch die wassergekiihlte Kompensations- 
spule flieBt ein starker Strom von gleicher Phase und umgekehrter FluB- 
richtung wie der Heizstrom der ringférmigen MeBflache. Die MeBflache 
wird im inhomogenen Feld der Kompensationsspule durch elektro- 
magnetische AbstoBung nach unten gedriickt und so der durch den 
Dampfstrahl verursachte Radiometerausschlag kompensiert. - 
Da die MeBflache so in ihrer Ruhelage gehalten wird, ihr Abstand 
von der Spule also konstant bleibt, ist der hierzu erforderliche ~ 


1 Vgl. Diplomarbeit J. Nizpunr, Erlangen 1950 (unver6ffentlicht). 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. ; 1a 
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Kompensationsstrom proportional dem Dampfstrahldruck an der MeB- 
flache. Hierdurch wird ein moéglicher Linearitatsfehler des Radiometer- 
ausschlags unwirksam und die Messung zu einer genaueren Kompen- 
sationsmethode. Zur absoluten Eichung werden Gewichte von einigen 
Milligramm an die MeBflache gehangt und der hierdurch entstandene 


Ausschlag durch den Spulenstrom — diesmal durch elektromagnetische' 


Anziehung — kompensiert. Bei veraénderlichem Heizstrom der MeBflache 
wird die Kompensationsmessung umstandlicher. Dann kann man statt 
dessen die Spule zur Eichung nicht zu groBer Ausschlage verwenden, 
indem man nachtraglich bei festem 
mm Heizstrom durch die Spule gleiche Aus- 
schlage hervorruft, wie zuvor durch 
den Dampfstrahl. Anderungen des Feld- 
gefalles durch Veranderung des Ab- 
stands im inhomogenen Spulenfeld und 
damit Abweichungen von der Propor- 
tionalitat kénnen im allgemeinen ver- 
nachlassigt werden. 
0 0 sew ah HO Fiir Empfindlichkeit und Druck- 
Lamptstrabldruck an der Mebhiiche meBbereich der Anordnung zeigt Fig.3 
Fig. 3. Beispiel fiir Empfindlichkeit und ein Beispiel. Durch biegsamere Aus- 
DruckmeBbereich der Anordnung. Dem hier be é : : 
angedeuteten Dampfstrahldruck entspricht fihrung des Radiometers heB sich seine 
dicht tiber dem Ofen bei den verwendeten Druckempfindlichkeit steigern, doch 
Abmessungen etwa der 10fache Wert. 4 , ome" “ 
nahm zugleich seine Anfalligkeit gegen 
Erschtitterungen zu und fiithrte leicht zu stérenden Vibrationen. War 
das Radiometer einige Zeitlang iiber die Betriebstemperatur erhitzt 
worden, so blieb der durch seine Ruhestellung bestimmte Nullpunkt 
trotz der starken VergréBerung des Ablesefernrohrs innerhalb weniger 
Skalenteile konstant infolge der hohen Elastizitat des Wolframblechs. 
Dagegen konnte ein allmahliches Verziehen des Radiometers bei 
langerem Gebrauch nicht verhindert werden. Daher war wieder- 
holte Nachjustierung und Nacheichung notwendig. Die Reproduzier- 
barkeit der Druckmessung wurde gepriift, indem bei. gleichem ge- 
messenen Druck nacheinander 6 bis 8 Glasplattchen an derselben Stelle 
liber dem jedesmal neu eingeschalteten Ofen eine gleiche Zeitlang be- 
dampft und die aufgedampften Mengen auf einer Mikrowaage gewogen 


0 


wurden. Die mittleren quadratischen Abweichungen des Schichtgewichts 


vom Mittelwert der jeweiligen MeBreihe lagen zwischen 2,5 und 6%. 
Eine ahnliche Genauigkeit wurde bei der Priifung der Linearitat des 
Ausschlags mit der Dampfstrahldichte erreicht. Dazu wurden jeweils 
6 bis 8 Schichten bei verschiedenen Dampfstrahldrucken so lange be- 
dampft, daB das Produkt Radiometerausschlag x Zeit konstant blieb, 
also gleich schwere Schichten entstehen sollten. 
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3. Durchfiihrung der Messungen. 


Die beschriebene MeBvorrichtung erméglicht eine gleichzeitige direkte 
Ablesung des Dampfstrahldrucks und der Temperatur bei jedem Kon- 
densationspunkt, denn die MeBflache des Radiometers ist zugleich Druck- 
messer und Kondensationsflache. Das zur Messung ihrer Temperatur 
verwendete Pyrometer diente, mit einem MeBokular versehen, gleich- 
zeitig als Ablesefernrohr fiir die Druckmessung. Bei den verwendeten 
Ofentypen blieb der Dampfstrahldruck bei festem Heizstrom nahezu 
konstant. Daher wurde zur Bestimmung des Kondensationspunkts 
ein bestimmter Dampfstrahl- 
druck eingestellt und die zuge- 
hérige (wahre) Kondensations- 
temperatur gemessen. Fiir das 
Einsetzen der Kondensation 
wurden verschiedene Kennzei- 
chen beobachtet: 

1. Plétzlicher Temperatur- 
anstieg der MeBflache durch 
freiwerdende Kondensations- 
warme. 3 4 5 & Amp 

2. Sprunghafter Anstieg Hejestrom des Radiometers 
der schwarzen Temperatur der Fig. 4. Zur Bestimmung des Kondensationspunkts bei 
Kondensationsfliche infolge *Mr, Tmpraturantig der Meflche durch fe 
veranderten Emissionsverm6- Dampfstrahldrucken. 
gens durch das Kondensat. - 

3. Anderung des gemessenen Druckwerts, wenn der Dampf- 
strahl nicht mehr _ ,,reflektiert“’ wird. 

* Von diesen drei Kriterien wurde jeweils das deutlichste verwendet. 
Fiir das erste gibt Fig. 4 ein Beispiel. Bei konstantem Dampfstrahldruck 
wird der Heizstrom durch die MeBflache langsam herabgesetzt und ihre 
Temperatur (an der Oberseite, wo keine Kondensation stattfindet) ge- 
messen. Ist der Kondensationspunkt erreicht, so steigt die Temperatur 
durch die freiwerdende Kondensationswarme um einen Betrag bis zu 
400° an. Der untere Temperaturwert an der Sprungstelle ist die Kon- 
densationstemperatur des betreffenden Metalldampfs auf Wolfram bei 
dem jeweiligen Druck. Ob tatsachlich Kondensation erfolgt war, konnte 
man daran erkennen, daB bei schneller Erhéhung des Heizstroms durch 
den RiickstoB beim Wiederverdampfen des Kondensats der Radiometer- 
ausschlag voriibergehend anstieg. Der Radiometerausschlag wurde auf 
Grund der Absoluteichung durch Gewichte auf ein KraftmaB umge- 
rechnet, und durch Division durch die wirksame MeBflache der zuge-_ 
hérige Dampfstrahldruck bestimmt. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. ; 1b 


Temperatur der Mekhache 


7 =Kondensations temperatur 
aut der Mebflache— 


8 


6 W. OPITZ: 


Fiir einen sinnvollen Vergleich mit dem Sattigungsdruck miiBte der 
Dampfstrahldruck dicht tiber der Oberflache des verdampfenden Metalls 
im Ofen und die Temperatur dieser Oberflache bestimmt werden. Da 
diese Messung jeweils im AnschluB an die Kondensationspunktbestim- 
mung durchgefiihrt werden und nur zur Orientierung dienen sollte, wurde 
auf eine direkte Feststellung dieser Daten verzichtet, die eine wesentliche 
Anderung der Apparatur erfordert hatte. Statt dessen wurde mit un- 
verdnderter Anordnung der Dampfstrahldruck 
an der MeBflache gemessen und daraus auf 
Grund geometrischer Uberlegungen der Druck 
am Ofen bestimmt. Ferner wurde an Stelle 
der Temperatur der Ofenoberflache die AuBen- 
temperatur des Ofens gemessen. Auf Grund 
des kleinen jeweiligen Temperatur- und Druck- 
bereichs darf angenommen werden, daf der 
hierdurch entstehende Fehler innerhalb der 
MeBreihen konstant blieb und nur die Absolut- 
ee Ay tee eeeais aces werte beeinfluBte. Fir die Druckumrechnung 
Ree ee Se ist zu beachten, daB die Dampfstrahldichte mit 

—2recosgcos#=h/y. dem Quadrat des Abstands vom Ofen abnimmt, 

und ihre Winkelverteilung gegen die Ofenachse 

dem Kosinusgesetz gehorcht!. Exakte Rechnung ergab, wenn N, Teilchen 

pro Zeiteinheit den Ofen verlassen, fiir den Anteil N, der auf die MeB- 
flache trifft, (vgl. Fig. 5): 


es Peilt df:cos@-+df’:cos® 
Nese g lear gre 
Bur’ 


(df=ede-dp, df'=rdr-dy, A=xnP?) 


PR 22x 
N=Ny soe | { [- odg:rdr-dy:2n 
0 aP? ; (h? +72 + 9? — 279 cos g)® 
r, 0 


ers [R2 r Vw + P? + R22 — 4 P? R24 


+ (i? + P? + 72)? — 4 P27? |, 


Ferner kann der auf den vorderen Teil der Schenkel auftreffende Anteil 
nadherungsweise beriicksichtigt werden. Multipliziert man die mit dem 
Radiometer gemessene Gesamtkraft mit Nj/N und dividiert durch z P?2, 
die abdampfende Oberflache im Ofen, so erhalt man den Druck dicht 
dariiber. Er betrug hier das 3- bis 10fache des Drucks an der MeBflache, | 
je nach deren Abstand vom Ofen. Da die freie Weglinge bei den ver- 


N= 


1 Vgl. Roun, K.: Z. Physik 126, 20 (1949). 
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wendeten Drucken und einem Restgasdruck unter 10-3 Torr einige 
Zentimeter betragt, kann von thermischen ZusammenstéBen im Raume 
zwischen Ofen und MeBflache abgesehen werden. 


500 X00 1000 7700 1200 1300 moo 900 7000 = 1100 = 1200 =«‘1300 1400 1500 1600°C 


Temperatur Temperatur 
Fig. 6. Fig. 7. 


1000 1100 7200 1300 1100 7200 ©1300 = 
Temperatur 
Fig. 8. 


Fig. 6—8. Graphische Darstellung der MeBergebnisse. (K)-Kurven: Abhangigkeit des Kondensationspunkts 

von Dampfstrahldruck und Temperatur an der MeBflache. (P)-Kurven: Dampfstrahldruck in Abhangigkeit 

von der Ofentemperatur. (p)-Kurven: Sattigungsdruck in Abhangigkeit von der Temperatur fiir eine Dampf- 

menge im thermodynamischen Gleichgewicht (Kurven aus der Literatur). Die Bezeichnungen der Abszisse 
und Ordinate haben also fiir die drei Arten von Kurven verschiedene Bedeutung. 


4. MeBergebmsse. 


Die Ergebnisse der Messungen, d.h. die Mittelwerte aus Je 2 bis 4 MeB- 
reihen, sind in den Kurven von Fig. 6—8 aufgetragen. Zum Vergleich 
sind Sattigungsdruckkurven aus der Literatur hinzugeftigt!,?. Fiir die 
meisten Stoffe 1aBt sich die Sdttigungsdruckkurve fiir Drucke unter ~ 


1 Deseanas S.: Scientific foundations of vacuum technique, S. 746ff. New 


York 1949. . Doe 
2 D’Ans, J., u. E. Lax: Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker 1949. 
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{ Torr in guter Naherung durch eine Gerade im In # (1/7)-Diagramm dar- 
stellen, die der Aucustschen Formel In p= A — = entspricht!. Dabei 


ist B- R = W, die Verdampfungswarme bei der Temperatur T (R = Gas- 
konstante). Ebenso lassen sich die Punkte der Dampfstrahldruck- 
messung und die Kondensationspunkte miteinander durch Gerade ver- 
binden. Die Steigung dieser Geraden ergibt mit R multipliziert die Ver- 
dampfungswarme bzw. die Kondensationswarme fiir Kondensation des 
betreffenden Metalls auf der Wolfram-MeBflache. Dagegen laBt die 
durch A bestimmte Lage der Kurven keine einfache Zuriickfithrung auf 
Materialkonstanten zu. Sie ist aus beiden Messungen auch erst durch 
Umrechnung zu bestimmen, wahrend sich die Steigung in beiden Fallen 
bereits direkt durch logarithmische Auftrag ung des Radiometerausschlags 
iiber der reziproken Temperatur ergibt. Die Absolutwerte des Dampf- 
strahldrucks sind also weit weniger genau bestimmt als die Temperatur- 
werte und die Steigung der Kurven. Der logarithmische DruckmaBstab 
hat eine groBe Streuung der unteren Punkte jeder Kurve zur Folge, 
da fiir sie der relative Fehler der Druckmessung am gréBten ist. Die Ge- 
nauigkeit der pyrometrischen Temperaturmessung nimmt mit der An- 
naherung an den unteren Rand des Temperaturbereichs stark ab. Fiir 
Wismut konnte nur die Dampfstrahldruckkurve bestimmt werden; die 
Kondensationspunkte liegen nicht mehr im Me8bereich der Apparatur. 
Fir Beryllium ergaben zwei MeBreihen zwei verschiedene Kurven, da 
die Wolframflache durch das Kondensat in zunehmendem MaBe ange- 
griffen wurde. (Fiir Silicium konnte aus dem gleichen Grunde die Messung 
gar nicht durchgefiihrt werden.) 


Die Dampfstrahldruckkurven laufen mit den der Literatur ent- 
nommenen Sattigungsdruckkurven annahernd parallel. Jedoch auch die 
einer kritischen Auswahl entnommenen Sattigungsdruckkurven sind 
durchaus nicht zuverlassig; sie weisen bei verschiedenen Autoren auch 
neuerer Arbeiten oft nach Lage und Steigung erhebliche Unterschiede 
auf. Die Kondensationspunktkurven haben teils gleiche oder nahezu 
gleiche Steigung wie die zugehérigen Dampfstrahldruckkurven, teils 
verlaufen sie wesentlich flacher. Einige der flacheren Kurven biegen in 
der Nahe der Dampfstrahldruckkurven deutlich in deren Richtung ein. 
Die Kurve fiir Kupfer hat einen Knick in der Nahe des Schmelzpunkts 
(1084° C); hier andert sich auch die Verdampfungswarme. Langs der 
meisten Kondensationskurven findet Kondensation in die fliissige Phase 
statt; ihr Verlauf 1aBt sich durch thermodynamische Uberlegungen be- 
griinden. Lediglich fiir Mangan, Beryllium und Chrom liegt der gesamte 
Temperaturbereich der Messung unter dem Schmelzpunkt, ist also auch 
die Kristallkeimbildung zu beriicksichtigen. An der Stelle des Knicks 


1 Vgl. DusumaNn: l.c. S. 744. 
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der Mangan-Kurve, bei 1044°C, liegt ein Umwandlungspunkt von «- 
in B-Mangan. Es ist méglich, da8 der Unterschied der Kondensations- 
warme beiderseits des Knicks daher riithrt, daB das Aufwachsen der 
beiden Modifikationen auf Wolfram energetisch verschieden ginstig ist. 
Einen numerischen Vergleich der Steigung der Kondensationskurven 
mit der der Dampfstrahldruck- und Sattigungsdruckkurven gibt Ta- 
belle 1 (die angegebenen Verhiltniszahlen sind ja gleich den Quotienten 
der Steigung der zugehérigen Kurven). Fiir Kurven mit Knick sind je 
zwei Werte angegeben. Die untere Zeile der Tabelle 1 enthalt Vergleichs- 
werte der Steigung der Dampfstrahldruckkurven mit der der Sattigungs- 
druckkurven. Ihr Betrag weicht mit einer Ausnahme um weniger als 
10% von 14 ab. 


Tabelle 1. Verhdlinis der Kondensations- und Verdampfungswdrmen zueinander, 
berechnet aus der Steigung der (Ix)-, (P)- und (p)-Kurven fiir die verschiedenen Metalle 


in Fig. 6—8. 

/ | 
WK) | 0,99 1,08 | 0,54 | 0,75 | 0,75 | 0,64 | 0,61 | 0,57 | 
W(P) | | . 0,71 | 1,26 1,18 | 0,96 | 1,08 
W(K) | 0,92 | 0,98| 1,17/ 0,91 | 1,01 | 0,63 | 0,74 | 0,67 | 0,67/ 0,59] 0,87 | 0,72. 
W(p) | [0.37| | 0,83 1,12| 1,23 | 0,94 | 1,09 | 0,62 
= 2 ~ “ if = bs} | |-- Viz = Woe as == = = 
WEE 0,93 | 0,914 | : 1,17. 0,99} 0,89 | 1,05 0,98 | 0,99 0,93 


5. Diskussion. 


Lage und Steigung der ,,gaskinetischen‘‘ Dampfstrahldruckkurven 
lassen vermuten, daB diese bei genauerer Messung mit den ,,thermodyna- 
mischen“ Sattigungsdruckkurven tibereinstimmen (oder wenigstens mit 
ihnen parallel laufen, was einem Unterschied der Druckwerte um einen 
konstanten Faktor entsprache). Das ist auch aus theoretischen Griinden 
zu erwarten. Hierzu betrachten wir ein System Fliissigkeit—Dampf im 
Gleichgewicht in einem abgeschlossenen Raum und setzen voraus, daB 
alle auf die Phasengrenzflache treffenden Teilchen dort kondensiert 
werden!. Dann fliegt durch eine beliebige Ebene von der GréBe der 
Grenzflache die gleiche Teilchenzahl, die in derselben Zeit von der 
Grenzflache abdampft. Im Fall einer stationaren Verdampfung ist die 
zeitlich abdampfende Teilchenzahl unabhangig vom Druck im Dampf- 
raum, solange dieser kein fremdes Gas enthalt. Daher wird man im 
ersten Fall mit einem Kolben vom Querschnitt der Grenzflache itber 
dem Ber Daria die gleiche Kraft messen, wie bei der verwendeten 


ere hur ’ 3 Fiir Metalldampfe ist keine wesentliche Ausnahme hiervon sicher bekannt _ 
[vgl. G. WessEL, Z. Physik 130, 539 (1954)]}. 
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Anordnung im offenen Raum iiber dem Ofen mit einer horizontalen 
MeBflache, auf die alle Teilchen aus dem Ofen ohne vorherige Zusammen- 
st6Be auftreffen. Voraussetzung ist dabei, daB Dampfraum und Ofen 
gleiche Temperatur haben. 

Der Kondensationsvorgang des Metalldampfs wird eingeleitet durch 
Bildung einer mehr oder weniger liickenhaften Adsorptionsschicht. Sie 
besteht aus Teilchen des Dampfstrahls, die durch Adsorptionskrafte vor- 
iibergehend an der Kondensationsflache festgehalten werden. Mit zu- 
nehmender Bedeckung der Flache geht die Adsorptionsschicht in eine 
normale Kondensationsschicht iiber, denn schon bei einer Schichtdicke 
von wenigen Atomlagen werden die Adsorptionskrafte abgesattigt. Es 
erfolgt dann weiterhin normale Kondensation. Der Beginn des Konden- 
sationsvorgangs wird daher bestimmt durch die Adsorptionswarme des 
Metalldampfs an die Kondensationsflache, der weitere Verlauf dagegen 
durch die normale Verdampfungswarme des Metalls allein, die der Stei- 
gung seiner Sattigungsdruckkurve proportional ist. Die Kondensations- 
warme W,, die man der Steigung der Kondensationskurve entnimmt, 
ist bestimmt durch die Adsorptionswarme W, und die Verdampfungs- 
warme W,; hierfiir sind drei Falle zu unterscheiden: 


1. W,=W,: Der Dampfstrahl kondensiert sich auf der MeBflache 
bei der Temperatur, die die Sattigungsdruckkurve des betreffenden Me- 
talls fiir gleichen Druck angibt. Die gemessene Kondensationswarme W, 
ist gleich der Verdampfungswarme W, desselben Metalls. 


2. W,>W,: Bereits bei héherer Temperatur, als der Sattigungs- 
druckkurve entspricht, bildet sich eine Adsorptionsschicht. Bei abneh- 
mender Temperatur und konstantem Dampfstrahldruck erfolgt schon 
mit dem Niederschlag weniger Atomlagen der Ubergang zur normalen 
Kondensation, so daB bei jeder Temperatur des Ubergangsbereichs der 
Dampfdruck des Kondensats gleich dem Dampfstrahldruck vor der 
Kondensationsflache ist. Da aus den verwendeten Kennzeichen nicht 
das Auftreten der Adsorptionsschicht, sondern erst die Kondensation 
einer groBeren Dampfmenge zu erkennen ist, wird auch hier die der 
Sattigungsdruckkurve entsprechende Kondensationstemperatur und 
-warme gemessen. Durch Messung der Gliihelektronenemission der 
heiBen MeBflache lieBe sich jedoch bereits das Auftreten der Adsorp- 
tionsschicht feststellen. 


3. W.<W,: Erst unter der dem Sattigungsdruck entsprechenden 
Temperatur beginnt die Bildung von Kondensationskeimen auf der MeB- 
flache. Sind diese jedoch in geniigender Zahl entstanden, so kondensiert 
sich darauf der auftreffende Dampfstrahl fast vollstandig, denn bei fest- 
gehaltener Temperatur und konstantem Dampfstrahldruck nimmt beim 
Ubergang zur normalen Kondensation der Dampfdruck des Kondensats 
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schnell ab, wird also weit niedriger als der Dampfstrahldruck. Es liegt 
die eingangs erwahnte ,,Unterkiihlung‘' vor. Die gemessene Konden- 
sationstemperatur liegt unter der Temperatur, die die Sattigungsdruck- 
kurve fiir gleichen Druck angibt. Nur in diesem Falle ist ein so groBer 
Temperaturanstieg bei der Kondensation méglich, wie ihn Fig. 4 zeigt, 
denn die Temperatur kann bis zu dem zum gleichen Druck gehdrigen 
Wert der Sattigungsdruckkurve ansteigen, ohne daB die stationar wieder- 
verdampfende Menge die sich kondensierende iiberwiegt. Nur in diesem 
Fall weicht die Steigung der Kondensationskurven in Fig.6—8 von der 
der Dampfstrahldruckkurven ab und ist bestimmt durch W,. Die 
Kondensationstemperatur kann nicht iiber dem Wert der Dampfstrahl- 
druckkurve fiir gleichen Druck liegen, denn im Fall W,<W, kann 
sich nicht schon bei héherer Temperatur eine Adsorptionsschicht bilden 
oder gar eine gréBere Dampfmenge kondensieren. Daher kénnen die 
Kondensationskurven die Dampfstrahldruckkurven nicht schneiden, 
sondern nur von links her in ihre Richtung einbiegen. Wo sie es dennoch 
tun, ist die Lage der Kurven zueinander nicht richtig bestimmt. Es ist 
anzunehmen, daB die Kondensationskurven, die flacher als die Satti- 
gungsdruckkurven verlaufen und im gemessenen Bereich keinen Knick 
zeigen, bei hdheren Drucken auch in deren Richtung einbiegen. Ferner 
ist méglich, daB die mit jenen parallelen Kondensationskurven bei 
niedrigeren Drucken in einen flacheren Verlauf iibergehen. 


In den meisten eingangs erwahnten Arbeiten konnte der EinfluB 
adsorbierter Gas- und Wasserdampfschichten nicht eliminiert werden. 
Auf Wolfram bilden sich leicht sehr diinne Sauerstoff-Adsorptionsschich- 
ten (bzw. Suboxydschichten), die erst durch Ausheizen tiber 2000° C 
vollig entfernt werden kénnen!. Da die MeBflache nicht so hoch aus- 
geheizt werden konnte, ist diese Fehlerquelle auch hier nicht sicher aus- 
geschaltet. Immerhin stimmt die Kondensationskurve fiir Silber mit © 
dem Ergebnis iiberein, das SAMPSON und ANDERSON? fiir Kondensation 
auf einem sauerstofffreien Wolframdraht fanden, wahrend sie auf einem 
weniger gut ausgeheizten Draht weit unterkiihlen muBten, bis Konden- 
sation eintrat. Vielleicht hat bei den hier beschriebenen Messungen die 
haufige Kondensation und Wiederverdampfung des Metalls zur Beseiti- 
gung der stérenden Schicht beigetragen. Adsorptionsschichten verschie- 
dener Metalle auf Wolfram wurden im Zusammenhang mit der Glih- 
elektronenemission eingehend untersucht *. Man fand, daB Metalle, deren 
Ionisierungsspannung unter dem Elektronen-Austrittspotential des Wolf- 
rams liegt, auf glithenden Wolframflachen ionisierte Adsorptions- 


1 Vgl. pE Borer, J.H.: Elektronenemission und Adsorptionserscheinungen, 
S.45ff. Leipzig 1937. 
2 Sampson u. ANDERSON: l.c. 

3 Zusammenfassende Behandlung: DE Boer, l.c. 
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schichten mit groBer Adsorptionswarme bilden. Dies trifft nur fir einige 
Alkalimetalle zu, doch wird durch eine etwa monomolekulare Sauerstoff- 
schicht des Austrittspotential so erhéht, daB die meisten Metalle ioni- 
siert werden kénnen (experimentell bestatigt fiir die Alkalimetalle, Ba 
und Th!, aber auch fiir Cu, Bi, Ca). Der EinfluB dieses Effekts auf die 
gefundenen Ergebnisse wurde nicht naher untersucht. 


Zusammenfassung. 


Es wird eine Apparatur beschrieben, mit der sich die Kondensation 
des Dampfstrahls eines hochsiedenden Metalls auf einer Wolframflache 
in dem fiir die Herstellung von Aufdampfschichten gebrauchlichen Be- 
reich des Dampfstrahldrucks untersuchen laBt. Das Material der Kon- 
densationsflache laBt sich nicht verandern. Der EinfluB stérender Gas- 
Adsorptionsschichten kann nicht mit Sicherheit ausgeschaltet werden. 
Die fiir verschiedene Dampfstrahldrucke gemessenen Kondensations- 
temperaturen liegen auf Geraden im In #(1/T)-Diagramm. Diese Geraden 
laufen entweder annahernd parallel den Sattigungsdruckkurven der 
gleichen Metalle oder flacher. Ein Teil der flacheren Kurven biegt bei 
hoheren Temperatur- und Druckwerten in die Richtung der Sattigungs- 
druckkurven ein. Der Verlauf dieser Kondensationskurven laBt sich 
durch modellmaBige Betrachtung des Kondensationsvorgangs und durch 
Vergleich mit den Sattigungsdruckkurven verstandlich machen. Hierzu 
werden Adsorptionskrafte zwischen Metalldampf und Kondensations- 
flache angenommen. Der Dampfstrahldruck iiber dem Ofen zeigt den 
gleichen Temperaturverlauf wie der Sattigungsdruck desselben ver- 
dampfenden Metalls. Nach theoretischen Uberlegungen stimmen bei 
gleicher Temperatur beide Drucke tiberein; der Dampfstrahldruck kann 
also der Sattigungsdruckkurve entnommen werden. 


Herrn Professor Dr. E. MoLLwo spreche ich an dieser Stelle meinen 
aufrichtigsten Dank aus fiir die freundliche Anregung zu dieser Arbeit 
und ihre standige Férderung. 


Erlangen, Institut fiir Angewandte Physik. 


1 Zusammenfassende Behandlung: DE Bokr, l. c. 
2 Vgl. Kinacpon, K. H.: Phys. Rev. 23, 774 (1924). 
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Die Ubergangswahrscheinlichkeiten 
einiger CI- und CII-Linien, 
gemessen am alkoholstabilisierten Bogen. 


Von 
H. MAECKER. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 13. Januar 1953.) 


Zur Messung der Ubergangswahrscheinlichkeiten einiger C-Linien wird der vom 
Verf. beschriebene, wasserstabilisierte Bogen mit Alkohol-betrieben. Vom Quer- 
schnitt dieses Alkoholbogens werden in end-on-Richtung Spektralaufnahmen ge- 
macht. Aus der Absolutintensitat des auftretenden Wasserstoffatomkontinuums 
ergibt sich die Achsentemperatur. Die Anzahl der C- und C+-Teilchen als Funktion 
der Temperatur kann aus der chemischen Zusammensetzung des Alkohols in Ver- 
bindung mit den Massenwirkungsgesetzen berechnet werden. Aus der durch An- 
schluB an ein Strahlungsnormal absolut gemessenen Intensitat der einzelnen 
Spektrallinien ergibt sich dann deren Ubergangswahrscheinlichkeit. 


I. Methode. 


Die Wahrscheinlichkeit A” sec fiir den Ubergang eines Atoms von 
einem diskreten Energiezustand in einen anderen ist mitbestimmend 
fiir die Intensitat einer Spektrallinie. Diese ist bei Emission aus optisch 
diinner Schicht gegeben durch 


Em 
o 


28 2g 8 Ts py], (1) 


ge. zs 
da Botch fetta het vs a eh) Z(f) 


Hierin ist ¢, der Emissionskoeffizient bei der Frequenz », gemessen in 
erg/sec - cm? pro Frequenz- und Raumwinkeleinheit. Ferner ist 2, die 
entsprechende Intensitat, »(T) die Anzahl der Teilchen im cm*, g,, das 
statistische Gewicht des oberen Zustandes, Z(T) die Zustandssumme 
dieser Teilchen, JT die absolute Temperatur, E,, die Anregungsenergie 
des oberen Zustandes, / die Lange der leuchtenden Schicht, k und h die 
BoLtTzMANNsche und Prancksche Konstante. Will man nun aus Gl. (1) 
die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir eine Linie bestimmen, dann muB 
ein homogen leuchtendes Gasvolumen zur Verfiigung stehen, in dem vor 
allem die Temperatur genau gemessen werden kann, und ferner die Teil- 
‘chenzahl n(T) und die Lange / bekannt ist. Daritber hinaus muB 7, und 
damit J, absolut durch Anschlu8 an ein Strahlungsnormal der Inten- 
‘sitit B' gemessen werden. Fiir diesen Zweck eignet sich im Prinzip 
der vom Verfasser! angegebene, wasserstabilisierte Lichtbogen. Dieser 


| 1 Magcxer,.H.: Z. Physik 129, 108 (1951). 
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brennt in einem Rohr, dessen Innenwandung durch einen Wasserwirbel 
gekiihlt ist. Durch die Zentrifugalkrafte wird der Bogen genau in der 
Achse des Rohres gehalten. Beobachtet man das Leuchten durch eine 
Bohrung in einer Elektrode end on, dann stellt die Bogenachse eine lange, 
in Achsenrichtung vollig homogen leuchtende Schicht dar. Die kleinen 
Inhomogenitaten am Anfang und Ende des Bogens kénnen bei genuigend 
langen Bégen vernachlassigt werden. Das Leuchten dieses Bogens riihrt 
nur von Wasserstoff- und Sauerstoffatomen her, die dem von der Innen- 

seite des Rohres verdampf- 


Drucklutt an ten Wassers entstammen. 
Spektr Sollen nun Linien emittiert 
au werden, die einem ande- 


ren Element angehéren, so 
kommt es darauf an, dieses 
Element in quantitativer 
Menge in den Bogen einzu- 
fiihren. Dieses kann dann 
sehr leicht geschehen, wenn 
an Stelle von Wasser eine 
Fliissigkeit benutzt wird, 
die dieses zu untersuchende 
Element in chemischer Bin- 
dung enthalt. Fiir die Un- 
tersuchung von Kohlelinien 
eignet sich besonders Athyl- 
Fig. 1. Experimentelle. Anordnung zum Betrieb eines alkohol, der auBer einem 
wasserstabilisierten Bogens mit Alkohol, Anteil Sauerstoff sechs An- 
teile Wasserstoff und zwei 
Anteile Kohlenstoff enthalt. Die Teilchenzahl »(T) fiir C I bzw. C II 
resultiert dann aus der chemischen Formel fiir Alkohol C,H;OH in Ver- 
bindung mit den Massenwirkungsgesetzen. Die Temperatur kann aus 
dem Spektrum des Wasserstoffs nach einer der von G. JiiRGENs! unter- 
suchten Methode gemessen werden. 


AbtluB 


II. Experimentelles. 


Der Aufbau des Bogens ahnelt dem schon frither beschriebenen. 
Trotzdem sei die Wirkungsweise nochmals kurz an Hand der Fig.1 er- 
lautert. Die Fliissigkeit wird durch eine tangentiale Zufiihrung in die 
Kammer K mit hoher Geschwindigkeit eingefiihrt, wird dort in Rotation — 
versetzt und erreicht radial die Innenwande der Bohrung von 8mm 
Durchmesser in den beiden konzentrisch anschlieBenden Plexiglasringen. 
Hier bespiilt sie die Innenwande der Bohrungen auf spiraligen Bahnen, 


1 Jorcens, G.: Z. Physik 134, 24 (1952). 
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erreicht dann die Auffinger A und kann aus den AbfluBstutzen S ab- 
flieBen. Die Auffanger sind gleichzeitig als Halter fiir die durchbohrten 
Elektroden ausgebildet. Der Durchmesser der Kohlen betragt 14 mm, 
der der Bohrungen an der Spitze 4 mm und an den auBeren Enden 6mm. 
Der Bogen wird zunichst bei Betrieb mit Wasser geziindet, indem ein 
Kohlestab von 4mm Durchmesser durch die eine Elektrode bis zur 
anderen durchgeschoben und wieder zuriickgezogen wird. Danach wird 
mit Hilfe der Umleitungsanordnung auf Alkoholbetrieb umgeschaltet. 
Das von der Bogenachse emittierte Licht fallt durch die Bohrung in der 
einen Elektrode auf einen Quarz-FluBspat-Achromaten und wird von 
diesem auf den Spalt eines Quarzspektrographen mit einem Prisma 


(Steinheil GH) fokussiert. Um eine Absorption im Strahlengang zu ver- 
meiden, ist der Raum zwischen Elektrode und Objektiv abgekapselt 
und wird durch einen schwachen Luftstrom von absorbierenden Gasen 
freigehalten. Die Lange des Bogens betragt etwa 6 cm. Der Offnungs- 
winkel der Optik muB so klein gehalten sein, daB auch die Randstrahlen 
nicht mehr Gebiete verschiedener Temperatur im Bogen durchsetzen. 
Ein Offnungswinkel von 1:70 war dieser Forderung angemessen. Bei 
der benutzten Stromstarke von 50 Amp war der Spannungsabfall beim 
Betrieb mit Wasser 110 V und stieg bei Betrieb mit Alkohol auf 160 V. 
Eine mit dieser Anordnung bei Wasser- und Alkoholbetrieb gemachte 
Spektralaufnahme zeigt Fig. 2. Hieran fallen eine Reihe von Unter- 
schieden zwischen dem Wasserbogen und dem Alkoholbogen auf. Mit 
der Erhéhung der Spannung am Alkoholbogen gegeniiber dem Wasser- 
bogen geht eine Kontraktion des Bogens einher, die an der Verktirzung 
der Linie H, zu erkennen ist. Die Elektronendichte im Alkoholbogen 
ist gréBer als im Wasserbogen, was sich in der gréBeren STARK-Effekt- 
verbreiterung der BALMER-Linien und in dem starkeren Ubergreifen des 
Grenzkontinuums nach Rot hin auBert. AuBerdem ist die Aufspaltung 
von H p> die bekanntlich durch die Nichtexistenz einer unverschobenen 
Komponente im StTarK-Effekt hervorgerufen wird, beim Alkoholbogen_ 
gréBer als beim Wasserbogen. Die Ursache fiir die hohe Elektronendichte 
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im Alkoholbogen liegt natiirlich in der niedrigeren lonisierungsspannung 
von C mit 11,26 eV gegeniiber 13,6 eV des Wasserstoffs und Sauerstoffs. 
DaB auBerdem die Kohlenstofflinien auftreten, dafiir aber die Sauerstoff- 
linien zuriicktreten, ist selbstverstindlich. Die beiden hellen Rander des 
Alkoholspektrums im sichtbaren Spektralbereich oben und unten rithren 
von der Stirnfliche der Gegenelektrode her, vor deren Loch der Bogen 
und damit das Bogenspektrum zu schweben scheint. 

Fiir quantitative Intensitaétsmessungen ist auf der Platte mit dem 
Bogenspektrum auch noch das eines Strahlungsnormals aufzunehmen. 


: : ae 
Dy g ~ S SA ~ Rg N 
NS BB a SS 5 el NAVSes 
a 
VRQ v Sy SS 8 8 SVRSage 
NON NON NAN 
2S 8 Sos S S Ssssss 
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Fig. 3. Zur Auswertung bestimmte Aufnahme mit den Spektren des Alkoholbogens 
und des Strahlungsnormals. 


Hier hat sich die von J. EULER! neu durchgemessene Strahlung der 
Homogen-Kohlebogenanode (RinGsporFr-Kohle-Spektral II 5mm @) 
bestens bewahrt. Sie hat eine wahre Temperatur von 3995°-+ 20° K 
und ein Absorptionsvermégen von 0,74 bei 4250 A bis 0,77 bei 8500 A. 


Auf einer zur Auswertung bestimmten Platte wurden vier Alkohol- 
bogenaufnahmen, die durch einen rotierenden Sektor mit verschiedenen 
Winkeln abgeschwacht wurden, gemacht. Der Sektor konnte nach jeder 
Belichtung durch einen Handgriff auf einen anderen Winkel umgestellt 
werden. Fiir die vier Belichtungen brannte der Bogen etwa 20 sec mit 
Alkohol. In dieser Zeit flossen 2 Liter Alkohol durch die Apparatur 
nach auSen und brannten in der Umgebung, was aber die Aufnahmen 
nicht beeintrachtigt hat. An die Stelle des Alkoholbogens trat danach 
das Strahlungsnormal, so daB dessen Licht den gleichen Strahlengang 
durchlaufen muBte, wie das des Alkoholbogens. Sechs solcher Normal- 


1 Evurer, J.: Ann. Physik (6) 11, 203 (1953). 
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spektren mit verschiedenen Abschwiachungssektoren kamen auf jede 
Platte. Die Belichtungszeit bei simtlichen Einzelaufnahmen betrug 
1 sec. Die Kontaktkopie eines so gewonnenen Negativs zeigt Fig.3. Zur 
Auswertung wurden die Aufnahmen des Strahlungsnormals der Linge 
mach photometriert, so daB fiir jede gewiinschte Frequenz die zugehdérige 
‘Schwarzungskurve gezeichnet werden konnte. Die Ordinaten dieser 
‘Kurven wurden dann mit dem berechneten Zahlenwert der Intensitat 
des Strahlungsnormals BY auf absolute Intensitat geeicht. Mit diesen 
‘Schwarzungskurven zeichnet man die Photometerkurve der zu unter- 
suchenden Linien und erhalt nach Normierung der Abszisse mit der Di- 
‘spersion auf richtige Frequenzeinheiten die absoluten Intensitaten inner- 
jhalb der Linie iiber der Frequenz y. Die Flache unter dieser Kurve ist 
dann das Integral f 7, dr. 
L 


III. Theoretisches. 


Die Teilchenzahl (7) laBt sich aus folgenden Gleichungen berech- 
nen, in denen davon Gebrauch gemacht ist, daB die relative Zusammen- 
setzung der Atome der Formel fiir Alkohol C,H,;OH entspricht, ferner, 
daB der Druck 1 Atm = 10° CGS betragt, und schlieBlich, daB sich fiir 
jede Temperatur ein durch die SanAsche Gleichung gegebenes Teilchen- 
verhaltnis zwischen den geladenen und ungeladenen Teilchen einstellt 
(f = Partialdruck, P = Gesamtdruck = 108 CGS): 


P= + fu: +c + pct +f0+f0:+2,, (2) 
be = bur + bor + Per, | () 
Py + Put Po + c+ u 
~~ arp =~ ea ; ate eee: ie Aut 
Po + Por Po + Por ( } 
Pc+ Pe Por Pe 5 Py Pe 
ai 4 = S,(T : ao = Sir 6, If, 8 
a Sc(T); - o(T) = mil). ) 
mit 
Zz ( sj EV —AE, 
Put Pe 224+ (2am)? Ch kee a 
Sena Cable; uma Ze de mmieM wemict ive (9) 


Hinzu kommt, daB die Ionisierungsenergie £7 um einen Betrag 
Aig== F107" y/n,eV-cmt (10) 


zu erniedrigen ist. Dieses Gleichungssystem kann durch Iteration auf- 


gelést werden und liefert die Anzahl jeder Teilchenart als Funktion der 


Temperatur. Das Ergebnis dieser Berechnungen ist in Fig. 4 graphisch 


_ + Unséxp, A.: Z. Astrophysik 24, 355 (1948). 
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dargestellt. Unter anderem erkennt man daraus, daf der Kohlenstoff 
der Hauptlieferant von Elektronen ist. 
Die Temperaturmessung wird man zweckmaBig durch Absolut- 
messung entweder der Gesamtintensitat von H, oder der Intensitat des | 
H-Kontinuums- einschlieBlich — 
cas des BaLMER-Grenzkontinuums 
an einer bestimmten Stelle vor- 
nehmen. Wahrend bei H, der 
verhaltnismaBig groBe Inten- 
sitatsunterschied zwischen Li- 
nienspitze und dem Untergrund 
und ferner die Schwierigkeit in 
der Festlegung des Untergrun- 
des unter dem breiten FuB die- 
ser Linie Nachteile dieser Me- 
thode darstellen, ist bei der 
Messung am H-Kontinuum die 
Festlegung des von C und O 
herriihrenden Untergrundes an 
dieser Stelle eine Schwierigkeit. 
Wir haben der letzteren Me- 
10" 3000 9000 70000 moo0 °K 7000 thode den Vorzug gegeben. Da- 
Fig. 4. Zahl der Teilchen ce eaee der Tem- Hel We eet peat ss ont 
peratur fiir die ai sauecubaeme Alkohol C,H;OH bei dem BALMER-Kontinuum durch » 
P=1 Atm, Extrapolation des Kontinuums 
zwischen den BALMER-Linien 
bis zum BALMER-Kontinuum hin gefunden. Die so gewonnene absolute 
Intensitat des reinen H-Kontinuums 7, ist mit der Temperatur ver- 
kntpft durch die Beziehung! 
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Fig.5 gibt den nach Gl. (11) berechneten Verlauf des Emissionskoeffi- 
zienten bei 3900 A wieder. Die auBerordentliche Steilheit dieser Kurve 
gewahrleistet auch bei einer etwas fehlerhaften Messung der Kontinuums- 
intensitat eine sehr genaue Temperaturfestlegung. 


1 UnsoLp, A.: Physik der Sternatmospharen, S. 119. Berlin: Springer 1938. 
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Die Genauigkeit des ganzen Verfahrens zur Bestimmung der Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten kann man iibersehen, wenn man die Gl. (1) 
nach A?” auflést: 

Em 
m __ Ty Z (7) é Re (1 2) 
ey n(T)g,hv-l - + 


o 
om 


Zunachst kénnte die e-Funktion den Eindruck erwecken, als ob die 
Genauigkeit von A”” unter dem empfindlichen Einflu8 von 7 sehr zu 
leiden hatte. Andererseits wird aber die Temperatur nach Gl. (11) durch 
eine ahnliche Exponentialfunktion aus der Kontinuumsintensitiat be- 
stimmt, so da ein etwa linearer Zusammenhang zwischen A” und i, 
die e-Funktion in Gl. (12) er- 
setzt. Bei der folgenden Fehler- 
abschatzung kénnen wir den 
Gang der Zustandssumme und #7” 
der Teilchenzahlen gegeniiber 
dem Gang der e-Funktionen mit = 3.4g- 
der Temperatur vernachlassi- { 
gen. Dann gilt fiir die Tempe- & 
taturmessung nach Gl. (11), 
wenn wir in der Summe nur 
das BatMer-Kontinuum mit +0 
n =2 als die Hauptkomponente 
von 1,, beriicksichtigen : 


5-107 
C.GS. 


enone 


0 
ii EH AT 70000 70500 17000 11500 °K 12000 
Se ee Temperatur 
lH kT T (4 3) Fig. 5. Emissionskoeffizient des Wasserstoffkontinuums 


mit 
EH—E,+hy—Rhc/4. 


als Funktion der Temperatur im tibergreifenden Teil 
des Batmer-Kontinuums bei 3900 A. 


E# ist die Energie des Ausgangszustandes fiir die Emission des Licht- 
quants iy im BALMER-Grenzkontinuum. 

Mit E# — 13,3 eV im iibergreifenden Teil des BALMER-Grenzkonti- 
nuums bei 3900 A und T = 11500° wird E#/kT = 13, so daB ein Fehler 
von 10% in 7, bei der Temperatur nur einen solchen von 0,7% oder 80° 
bewirkt. Fiir den Fehler von A*’ gilt unter den gleichen Voraussetzungen 


Bae AT Pear 


ge sR easter wer id) 
und mit Gl. (43) 
AAT Aly, Be 
= - ; 4r5 
Ae Ty ee 1H ( “bs 


Man sieht also, da8 fiir E,, ~ Ez der Fehler des Kontinuums linear in 
den Fehler der Ubergangswahrscheinlichkeit eingeht. Fir Linien mit 
Be 


i 
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kleinerer Anregungsenergie liegen die Verhaltnisse noch giinstiger, fur 
hoch angeregte, wie z.B. fiir die C Il-Linien dagegen ungiinstiger. Setzt 
man fiir Ai,,/7, einen Fehler von 10% an — auf jeder Platte war nur 
ein Spektrum fiir diese Auswertung geeignet —, fiir J/,/I, dagegen 5%, 
da die Linienintensitaten oft auf zwei Spektren einer Platte ausgemessen 
werden konnten, dann kann man aus Gl. (15) zusammen mit den An- 
regungsenergien E,, einen theoretischen Fehler berechnen, der in Ta- 
belle 2 der Ergebnisse eingetragen ist. 


IV. Ergebnisse. 


Von der beschriebenen Art wurden eine Reihe von Aufnahmen ge- 
macht, von denen die drei besten zur Auswertung gelangten. In Ta- 
belle 1 sind die fiir diese Aufnahmen geltenden Daten zusammengestellt. 
Zur Ermittlung der Ubergangswahrscheinlichkeiten wurden die Linien- 
intensitaten und die Temperaturen nach Vorschrift der Gl. (4) ver- 
arbeitet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 niedergelegt. Die Wellen- 
langen sind den Tabellen von G. R. HARRISON! entnommen, die Terme 
stammen aus dem Werk von Cu. E. Moore?. Aus den A?’-Werten sind 
auch die Absorptions-Oszillatorenstarken /,,,, gemaB der Beziehung 


MC? oy 


lan = At (16) 


‘Sater g, 
errechnet. Die in der Rubrik Streufehler angegebenen Zahlen sind aus 
der Mittelung der Ubergangswahrscheinlichkeiten aus den verschiedenen 
Aufnahmen berechnet worden. Er stimmt gréBenordnungsmaéBig mit 
dem theoretischen Fehler iiberein. Die sehr starke Linie 2479 A ist 
nicht ausgemessen worden, weil die Méglichkeit der Selbstabsorption 
nicht ausgeschlossen ist. Die tibrigen Linien sind davon sicher frei, weil 
nach Messungen von G. JURGENS (1. c.) sogar die intensive H, nicht durch 
Absorption geschwacht wird. Die von G. SHENSTONE? entdeckten 
Resonanzlinien, die Interkombination 2s? 2f?°P, ,— 2s 2p35S® bei 
A= 2967 —5 A sind zwar einwandfrei zu erkennen, waren aber zur Aus- 
wertung zu schwach. 


Zusammenfassung. 


Der schon friiher beschriebene wasserstabilisierte Bogen eignet sich 
im Prinzip zur Messung von Ubergangswahrscheinlichkeiten, da er bei 
end-on-Beobachtungen in Achsenrichtung eine vollig homogen leuchtende 
Schicht bietet. Es ist nur erforderlich, das zu untersuchende Element 


1 Harrison, G. R.: Wavelength Tables. New York: John Wiley & Sons. 


2 Moore, Cu. E.: Atomic Energy Levels, Circular of National Bureau of — 
Standards 467. 1949. 


3 SHENSTONE, G.: Phys. Rev. 72, 411 (1947). 
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in quantitativer Menge in den Bogen einzufiihren. Am besten gelingt 
dies dadurch, daB an Stelle des Wassers eine Fliissigkeit verwendet wird, 
die das Zusatzelement in chemischer Bindung enthalt. Im Fall des 
Kohlenstoffs ist Alkohol sehr geeignet. Zur Bestimmung der Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten von Kohlenstofflinien werden die Intensitaten 
durch AnschluB an ein Strahlungsnormal ihrem Absolutbetrage nach 
gemessen, die Temperatur in der Bogenachse durch Absolutmessung 
der Intensitat des Wasserstoffkontinuums ermittelt und die Teilchen- 
zahlen aus der chemischen Zusammensetzung des Alkohols und den 
Massenwirkungsgesetzen berechnet. Nach der Gleichung fir Linien- 
intensitaten ergeben sich dann die Ubergangswahrscheinlichkeiten. 
Wenn auch die Genauigkeit noch keinen sehr hohen Grad erreicht hat, 
so werden die Ergebnisse doch fiir viele Zwecke, insbesondere fiir Tem- 
peraturmessungen an anderen Lichtquellen brauchbar sein. 


Den Siemens-Reiniger-Werken in Erlangen, insbesondere Herrn 
Dr. ZiMMER, bin ich fiir die Erlaubnis zur Benutzung des Registrier- 
photometers zu groBem Dank verpflichtet. 


Erlangen, Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckert-Werke. 
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Versetzungen in anisotropem Material. 
Von 
G. LEIBFRIED. 
Mit 9 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 20. Januar 1953.) 


Das elastische Verschiebungsfeld einer beliebigen Versetzungslinie 1aBt sich auch 
‘in anisotropen Medien, genau wie im isotropen Fall, durch ein Linienintegral oder 
‘durch ein Flachenintegral darstellen. Zur bequemeren Behandlung eines nicht- 
‘isotropen Materials wird eine Naherung benutzt, welche noch die Abweichungen 
-erster Ordnung vom isotropen Verhalten umfaBt. Diese Naherung liefert elementare 
Funktionen fiir die Beitrage eines Linienelements der Versetzungslinie zu den 
Verschiebungen. Zur Illustration werden Schraubenversetzungen und Stufen- 
versetzungen, sowie deren Wechselwirkungen, in hexagonalen und kubischen 
Kristallen behandelt. 


1. Einleitung. 


In den meisten Fallen ist bisher in der Theorie der plastischen Ver- 
formung von Einkristallen angenommen worden, daB man das Material 
in guter Naherung als elastisch isotrop behandeln kann. Tatsachlich 
aber zeigen die meisten Metalle starke Anisotropie. Die Vermutung 
liegt nahe, daB die anisotropen Effekte einen Einflu8 auf die plastische 
Verformung haben miissen. Die plastische Deformation wird durch eine 
Bewegung von Versetzungen in dem verformten Material beschrieben. 
Eine zentrale Rolle spielt dabei die gegenseitige Wechselwirkung der 
Versetzungen. Die charakteristischen Eigenschaften der Versetzungen 
wie Gleitebene und Gleitrichtung werden im wesentlichen durch die 
atomistische Struktur des Materials bestimmt. Die Wechselwirkung 
wird durch das elastische Verhalten des Kristalls vermittelt. Auch bei 
Kristallen gleicher atomistischer Struktur wird man daher feinere Unter- 
schiede bemerken, die durch die Abweichungen vom isotropen Verhalten | 
bedingt werden. EsHELBy! hat die exakte Lésung fiir eine Stufen- 
versetzung in einem Material beliebiger Symmetrie gegeben. BURGERS? 
hat fiir kubische Symmetrie Naherungslésungen diskutiert. Bisher fehlen 
weitere Ansdtze, um andere Versetzungstypen oder gar beliebige Ver- 
setzungslinien fiir beliebige Symmetrie zu beschreiben. Schon in dem 


1 Esuersy, I. D.: Phil. Mag. 40, 903 (1949). 
2 Burcers, J.M.: Proc. Acad. Amsterdam 42, 378 (1939). 
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einfachen Fall der Stufenversetzung laBt sich zwar die Versetzungs- 
struktur durch elementare Funktionen darstellen, die Lésung jedoch ist 
ziemlich kompliziert und nicht einfach zu diskutieren. Zudem ist das 
EsHELBysche Verfahren auf den Spezialfall einer geradlinigen Stufen- 
versetzung, das BurcERssche auf kubische Symmetrie zugeschnitten. 
Fiir eine Ubersicht iiber die anisotropen Effekte wird es zunachst ge- 
niigen, die Abweichungen vom isotropen Verhalten nur in erster Nahe- 
rung zu erfassen. Wenn der EinfluB der Anisotropie nicht zu stark ist, 
so wird man mit dieser Naherung jedenfalls einen Uberblick auf die zu 
erwartenden Effekte und deren GroéBenordnung bekommen. 


Es ist daher zweckmaBig, zunachst in geeigneter Weise mittlere (iso- 
trope) elastische Konstanten fiir anisotrope Kristalle zu definieren. Die 
Abweichungen von den mittleren Konstanten werden als klein behandelt, 
d.h. quadratische Glieder in den Abweichungen werden vernachlassigt. 
In Abschn. 2 werden die benétigten Grundlagen der elastischen Theorie 
fiir anisotrope Medien zusammengestellt, ferner wird dort die Mittelwert- 
bildung der elastischen GréBen behandelt. Im 3. Abschnitt findet sich 
die allgemeine Darstellung einer Versetzung durch Flachen- oder Linien- 
integrale fiir den anisotropen Fall. Die obige Naherung gestattet, die 
Anteile eines Linienelements einer Versetzungslinie an den Verschie- 
bungen oder Spannungen durch elementare Funktionen auszudriicken. 
Speziell diskutiert werden aber nur Stufen- und Schraubenversetzungen 
und deren Wechselwirkungen fiir kubische und hexagonale Kristalle 
(Abschn. 4 und 5), die sich weitgehend gemeinsam behandeln lassen. 
Der Burcers-Vektor liegt dabei immer in Richtung der dichtest be- 
setzten Gittergeraden. In diesem Fall werden die Darstellungen beson- 
ders einfach. Die Wechselwirkung zwischen Stufenversetzungen zeigt 
bei kubischer Symmetrie in den behandelten Fallen (Cu, Ag, Au, Al, 
Pb, Ge) nur wenig Abweichung vom isotropen Verhalten; in hexagonalen 
Kristallen (Zn, Cd) wird die Wechselwirkung in der Gleitebene nur wenig 
bertihrt, die anziehenden Krafte, die bei der Bildung von Korngrenzen 
oder Deformationsbindern entscheidend sind, werden dagegen stark 
reduziert (Abschn. 5). Bei Schraubenversetzungen (Abschn. 4) wirkt die — 
Anisotropie in dem Sinne, daB neben den im isotropen Fall allein vor- 
handenen Radialkraften (in Richtung der Verbindungslinie) zwischen 
zwei parallelen Schraubenversetzungen auch merkliche Tangentialkrafte 
auftreten k6énnen. 


Die hier behandelten einfachen Fille lassen noch nicht erkennen, 
in welcher Weise die Anisotropie die plastische Verformung grundsatzlich 
beeinfluBt. Jedoch wird man die anisotropen Effekte in jedem detail- 
lierten Modell der plascischen Deformation mit der hier vorgeschlagenen 
Naherung in relativ einfacher Weise abschitzen kénnen. 


. 
f 


a 


ee err 
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2. Zusammenstellung der benétigten Grundlagen der Elastizitdtstheorie. 

Die grundlegenden GréBen zur Beschreibung des elastischen Ver- 
haltens eines Kristalls sind?: 

Die Komponenten s,, des Vektors der elastischen Verschiebung, die 
Komponenten des Verzerrungstensors «,,, und die des Spannungs- 
tensors o;,. Alle drei Gré8en sind Funktionen der rechtwinkligen 
Koordinaten x;. Der Verzerrungstensor ist durch die Gleichung 


bo 


7 ae eS ~ ’ 
Enm— 3 Wn m + Sin'\nJ 


mit den Verschiebungen verkniipft. 


Die Materialeigenschaften des Kristalls werden durch einen 4-stufigen 
elastischen Tensor T;'*, beschrieben. Dieser ist durch den Zusammenhang 
zwischen Spannungen und Ver- 


zerrungen definiert. Tabelle. 1. 
Ss a aah it l Lae 5 . 
Oi, = Y Aon: ee hey 11 22 IS | 23 | 13 | 12 
oder auch (1) 
cae tk 
Onn = t Pade Shim - 


Spannungen und Verzerrungen sind 
symmetrische Tensoren, die Kom- 
ponenten des elastischen Tensors 
andern sich nicht,’ wenn man die 
oberen, bzw. unteren Indizes unter 
sich und wenn man das obere 
Indexpaar mit dem unteren Paar 
vertauscht. 

Die einzelnen Komponenten von 
T sind mit den elastischen Kon- 
stanten Cg = Cg, (%,f =1,...,6) in der Vorctschen Schreibweise iden- 
tisch. Der Zusammenhang ist in der Tabelle 1 zusammengefaBt. Es 
ist speziell im hexagonalen Fall 


. . ——- . _ eS) . . = 
Cy = Coo; C33 5 C4 => C555 Ces =< (cy ar Cie) , Cio; C13 ae Cog , (2a) 


im kubischen Fall 


. 
Cy = Cop = Cag3 Cag = C55 = C66; 12 = Cra = Co3- (2b) 


Alle anderen Elemente verschwinden. Fiir den isotropen Koérper gilt 
neben den kubischen Relationen noch die Beziehung: 


Cay = $ (Cy — C42) - (2e) 


1 Die lateinischen Indizes durchlaufen die Zahlen 1, 2, 3. Uber einen zweifach 
vorkommenden Index ist zu summieren. Fiir eine Ableitung nach den Koordinaten 
z.B. Os,/Ox,, benutzen wir die Abkiirzung sy) ,,. 
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Die Beziehungen (2a, b). gelten nur fiir ein ausgezeichnetes Bezugs- 
system. Im kubischen Fall miissen die Achsen des Bezugssystems 
parallel zu den Kanten der kubischen Elementarzelle legen, im hexa- 
gonalen Fall ist die x,-Richtung die der 6-zahligen Symmetrieachse. 
Bei Wahl eines anderen, gegen das kristallographisch definierte Achsen- 
kreuz gedrehten Bezugssystems transformieren sich die TX gemaB den 
Vorschriften der Transformation von Tensoren bei Drehungen. 

Man kann den elastischen Tensor in einen isotropen (T) und einen 
anisotropen Anteil (67) zerlegen. Der isotrope Anteil wird dadurch 
definiert, daB T bei festem Bezugssystem tiber alle méglichen Kristall- 
orientierungen gemittelt wird, d.h. die Mittelung erfolgt tiber alle T, 
die aus einem gegebenen T durch eine beliebige Drehung hervorgehen?. 
Das Ergebnis mu8 ein Tensor mit isotropen Eigenschaften sein. Da in 
die Mittelwertbildung die Koeffizienten von T linear eingehen, so muB 
sich T durch die linearen Invarianten von T ausdriicken lassen. T be- 
sitzt auf Grund seiner Symmetrieeigenschaften zwei unabhangige lineare 
Invarianten J, und J,, die durch 


i Wee > Cua 2 » Cor | Y 
Lis cid +528: 


gegeben sind. Die Gln. (3) miissen auch fiir die gemittelten, d.h. iso- 
tropen, elastischen Konstanten? ¢,, gelten, also 


Ji = 30 + 6 Cy, 
F Ja = 30 + 60,4. 
Mit Hilfe von (4) und (2c) folgt dann: 


(4) 


il 


(2h +43 | 
Cig = ry {4 J, —2 J} | (5) 
Cu = a8 a= A}: | 


1 Die gleiche Art der Mittelung ist von W. Vorcr [Wiedemanns Ann. 38, 573 
(1889)] seinerzeit. dazu benutzt worden, um die elastischen Konstanten éines 
isotropen Kristallgemenges zu definieren. Die Mittelwertbildung ist dort explizit 
ausgefiihrt. Die Art der Mittelwertbildung ist nicht eindeutig festgelegt. Man kann 
andere Mittelwertbildungen definieren. Es ist auch méglich, von vorneherein ge- 
eignet erscheinende mittlere Konstante festzulegen, ohne sich auf einen mathe- 
matisch definierten MittelungsprozeB einzulassen. Ein Fall, wo die hier vorge- 
schlagene Mittelung offenbar nicht besonders vorteilhaft ist, ist Mg (vgl. Anhang,. 
Tabelle 9, sowie die FuBnote 1, S. 39). Die obige Mittelwertbildung zeichnet sich 
dadurch aus, daB oTj*. o7* minimal ist. : 


Oi 


* Aus der Invarianz von T gegen infinitesimale Drehungen lassen sich auch 
die Beziehungen (2b) und (2c) leicht erkennen. 
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Mit ¢,, bezeichnen wir im folgenden die gemittelten elastischen Kon- 
stanten, mit 0¢,3=¢,,;—C,, die Abweichungen vom Mittelwert. 
Die elastischen Gleichungen lauten fiir den statischen Fall 


Oi, tx, =0 (6a) 


oder auch 

aS Simp (0) ak x; (vr) =e (Ob) 

falls zu den Spannungen noch Volumenkrafte mit der Dichte x; hinzu- 
kommen. [r= (%,, %), ¥5) ist der Ortsvektor. ] 

Spezialisiert man die Kraftdichte in Gl. (6b), da® sie eine Einzelkraft 


beschreibt, welche im Nullpunkt des Koordinatensystems in Richtung 
der /-Achse angreift, so hat man fiir die Kraftdichte 


x; (t) = 6;;° 6(r) (7) 
anzusetzen. [0;, ist das KRONECKERsche Symbol, 6 (r) = 6 (x) 6 (%») 6 (x3) 


ist die DirAcsche 6-Funktion.] Die Verschiebungen S,;, welche durch 
diese Einzelkraft erzeugt werden!, geniigen dann der Gleichung 


Ine ‘ Sxl mk (t) a2 051 : 0(r) = 0. (8) 
Fiir die durch 
1 Te cS ( 
Sault) =-gisg fatett S5(0 (9) 
definierten FourtER-Transformierten Se (f) von S,,;(v) gilt dann? 
fips ea. (10) 
Mit der Bezeichnung? 
bin (E) = Tym ms Be (11) 
wird 
tin Sut = Opn (12) 


S, ; sind also die Komponenten der zur Matrix ¢,,; reziproken Matrix ¢,, i 
Su = tt (13) 


Mit ¢,,, sind auch ¢,/, Ss. ; sowie S,,, symmetrisch in n, l. 


1 Die Funktionen Sn bilden ein System von GREENschen Funktionen fiir die 
elastischen Gleichungen im unendlichen Raum. 
2 Fiir 6(r) ist die Fourrer-Entwicklung 


b(t) = : fate (£= (hy, Ry, hg); fv = hy xj; dE = dhy dh hy) . 


(2)8 

3 Die Matrix ¢;, bestimmt auch den Zusammenhang zwischen den Frequenzen, 
bzw. Dolateadibesrithtenger und Ausbreitungsvektor f ebener elastischer Wellen. 
Macht man fiir eine ebene Welle den Ansatz s, (rt) = a, e'(§t—4, so liefert die 
Sakulargleichung ¢;, a, = ow a; die Eigenfrequenzen w und die Meenas 
Polarisationsvektoren a;. (@ ist ‘die Dichte.) 
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Im isotropen Fall ist 


ti n = ©ga° k?- Ont (Cy ca C44) ky k, (14) 
— und 

21 get bees 1 kikn : aye eed 

lin ine Cia R2 in I c Rt mit as Cag — Cry e (15) 


Sf ,=4,} enthalt im Nenner die Determinante von ¢,,, eine homogene 
Funktion 6. Grades in den Komponenten von f, deren Koeffizienten 
durch die clastischen Konstanten bestimmt sind. Eine direkte Inte- 
gration von (9) ist daher schwierig und fiihrt zudem auf nichtelementare 
Funktionen. Fiir den Fall nicht zu groBer Abweichungen vom isotropen 
Verhalten 14Bt sich eine Naherung angeben, bei der die f-Integration 
elementar ausfiihrbar ist. Zerlegt man namlich mit T auch ¢ in einen 
isotropen und einen anisotropen Anteil 


Testes dé Ty t=t+ dt, (16a) 
bi TP igh i 5 Ol Ole kek (16b) 


so ist bei kleiner Anisotropie eine erste Naherung? fiir die Reziproke 
von ft: 

| pt ppg | 
oder ausgeschrieben , iy. (17) 


Die ¢,,, und ¢,} haben die in den Gln. (14), (15) angegebene Form, wenn 
man dort die gemittelten elastischen Konstanten einsetzt. Daher ent- 
hilt nun ¢1 im Nenner nur noch Potenzen von k? und die eres 
ies ones in (9) kénnen elementar ausgefithrt werden?. | 


_1 Die allgemeine Say ao Reon dine Ph Disie.. 16% 


igs Sphere tae 
f jah sels Pag 


= 


ms. 


Ye ee ae 


* 
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3. Versetzungen im anisotropen Material. 

Eine Versetzung ist definiert! durch ihre Versetzungslinie (Fig. 4, 
Linie C) mit Umlaufssinn und durch ihren BurGERs-Vektor b = (b,, by, bs). 
Ein voller Umlauf um die Versetzungslinie (Rechtsschraube zusammen 
mit dem Umlaufssinn von C) ergibt eine Verschiebungsdifferenz von —b. 
Man kann sich diese Versetzung elastisch so erzeugt denken, da man 
einen Spalt langs einer durch C berandeten Flache F in das Material 
schneidet (Fig.1). (C und die Normalenrichtung der Flache bilden eine 
Rechtsschraube.) Die in Normalenrichtung liegende Flache des Spaltes 
wird um b verschoben, wahrend die andere Spaltfliche fest bleibt 
(Fig. 2). Das die Aufweitung des Spaltes hindernde Material muB vor 


as 
F 
b 
b 
c ¢c 
Fig. 1. Zur Definition einer Versetzung. Fig. 2. Elastische Erzeugung einer Versetzung. 


der Verschiebung entfernt werden, fehlendes Material wird nach der 
Aufweitung erginzt. Danach denke man sich das Material langs der 
beiden Spaltflachen verlétet.. Das resultierende Verschiebungs- und 
Spannungsfeld definiert die durch C und b gegebene Versetzung. Es 
hangt von der speziellen Lage der Flache F nicht mehr ab und ist singular 
in der Versetzungslinie. 

Mit Hilfe der in Abschn.2 definierten Verschiebungen S,,,(r) einer 
Einzelkraft laBt sich das Verschiebungsfeld einer beliebigen Versetzung 
in einfacher Weise durch ein Oberflachenintegral tiber die Flache F 
darstellen?: 


s(t) = f dB,-b; Tin * Spitz (¢ —7) (1) 
F 


[Integrationsvariable ist T=(x;), |m ist eine Abkiirzung fiir 0/07%,,| 
oder mit der Abkiirzung Gi(r —t) =); Tit S, ig (t —t) 


sy (t) = [ dF, - Gi (e—7). (1a) 


Legt man eine andere Oberflache F’ durch C und bezeichnet man die 
Verschiebungen mit s¥ bzw. sk’, so wird die Differenz sj —sj ein Ober- 
flachenintegral iiber die durch F und F’ gebildete geschlossene Ober- 

1 VoLTERRA, V.: Ann. Ec. Norm. Suppl. 24, 400 (1907). — BuRGERs, JM: 


Proc. Acad. Amsterdam 42, 293, 378 (1939). — Die VoLtTERRasche und die Bur- 
GERssche Darstellung gilt auch fiir den anisotropen Fall. 
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flache mit nach auBen zeigender Normalenrichtung (Fig. 3). Dieses 
Integral kann man mit Hilfe des Gaussschen Satzes in ein Volumen- 
integral tiber das von F, F’’ eingeschlossene Volumen V umwandeln 


ssh = f Gp dt, (2) 
? 
Nun ist aber nach (2,8) 
ThE = b; TEAS Sain SS OT). (3) 
Somit gilt: 
‘i b, wenn r in V | 


sk —sF = —b,- [ d(t—t)-dt = 2a 
: ie . J ae | 0 wenn r auBerhalbV. J she 
Da die Singularitaten von s*’ bzw. s* in den Flachen F’ bzw. F liegen, 
so bedeutet (2a), daB die durch si’ gegebenen Verschiebungen um b 
springen, wenn die Flache F’ in Richtung der 

*’ Normalen durchschritten wird. Dasselbe gilt 


dann auch fiir s*. Das entspricht genau der 
V 


rc oben erwahnten elastischen Erzeugung der 
Versetzung. (1) erfiillt also die Forderungen, 

3 die beziiglich der Verschiebungen gestellt wer- 

c den miissen. Man erkennt ferner aus (2a), daB 
Fig. 3. Verschiebung der das Verschiebungsfeld abgesehen von einer 


sppliiicne: konstanten Verschiebung von der Lage der 


Flache unabhangig ist. 
An die Versetzungslésung (1) ist die weitere Forderung zu stellen, 
daB die gesamte Kraft sowie das gesamte Moment verschwinden. Bildet 
man mit (4) die Kraftdichte nach (2, 6b) 


— Xp (t) = dis Sn lis — aa b; ate ie . Snilmse(t = 0) , (4) 


so kann man wieder die Gl. (2,8) ausnutzen und erhalt: 
=, (t as 90 Af, ne Oba (Coot he (4a) 


Es resultiert demnach eine Verteilung von Kraftepaaren iiber der 
Flache F’. Die Cesamtkraft verschwindet, weil es sich um Kraftepaare 
(Ableitung der 6-Funktion) handelt, das resultierende Moment ver- 
schwindet wegen der Symmetrie des Ausdrucks in p, m. Die Lésung (1) 
befriedigt demnach alle an eine Versetzung zu stellenden Forderungen. 

Da die Lésung unabhangig von der Lage der Flache F sein muB, 
so mu8 man sie durch ein Linienintegral iiber die Versetzungslini> dar- 
stellen kénnen. Den Ubergang zu dieser Darstellung erkennt man am 
besten in der FourtER-Zerlegung der Lésung. 


t) = [ak Gt (fe tt (5) 
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Dabei ist die Fourter-Transformierte Gt nach (1a) und (2,13) durch! 


Gr a b; fee } tet at Rm (6) 
gegeben. Man zerlegt nun cs in 
ae * k k 
=a Bt Ge ae £ Sch ¢oeane (6a) 


€spq ist der total antisymmetrische Tensor dritter Stufe. «, pq ist nur von Null 
verschieden, wenn alle Indizes ungleich sind. Es ist ¢,),—= 1, bei einer Vertauschung 
zweier Indizes multipliziert sich der Wert von Espa jeweils mit —1. Fat man 


Gt beziiglich des Index & als Vektor auf: @" = (Gt); so ist die Zerlegung (6a) eine 
Zerfallung in Komponenten parallel und senkrecht zu f: G = (G t) oe i +o “TEE Ot |: 


Die e-Symbole dienen dazu, die Komponenten der darter ais et 
So gilt z.B. fiir die Komponenten eines Vektorprodukts: 


[ablg= 45 bp es pq 
fiir die Rotation eines Vektors q 


ee 
(rot a)y = “Ap Espq: 
Der Stoxkessche Satz 
JdRX-rota=¢dr-a 
F Cc 


lautet in dieser Schreibweise: 


; é 
ize Dx eed Fanti Paes" Gre 


Setzt man (6a) wieder in OR ein, so kann man degwcitan hott: (32) 
sofort i in ein :idieibicakcaile umformen ees wird dabei geichs hogs jones 


bt cau ; (7) 
E a r A * 


ce f: 


gra dy” b That -1, nt 


12) atch rider: ae onl 
upon kode 
Eats WaT: ek 
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fiir den ersten Anteil. Dabei ist 2 der Raumwinkel, unter dem die 
Flache F, bzw. die Linie C vom Punkte r aus erscheint’ (Fig. 4). Das 
ist der Anteil, der fiir den Sprung der Verschiebungen in /’ verantwort- 
lich ist. Der zweite Anteil lefert 


1 


sit (eg) = (an) 


pf atDax, et-9.b, Titer o,,5. (7a) 
C 

Im isotropen Fall (TiS =cyo* 6;5° Spm + Caa(Ss1 Sim + Osm* 9¢3)) be- 
reitet die Ausfiihrung der f-Integration keine Schwierigkeiten. Man 
erhalt mit (2,15) sofort die iibliche Darstellung?. Im anisotropen Fall 
ist die Integration iiber f nicht allgemein ausfihrbar. 

Fiir gerade Versetzungslinien vereinfacht sich die Darstellung. Liegt 
die Versetzungslinie in der x,-Achse (—co<%,< + 00, %,.=%3;=0; nur 

dx,=+-0), so liefert das Linienintegral tiber C 
© den Faktor 27 6(R,) und es wird (x, = %, *%,=¥, 


Uy x= z) 
1 2 GR s) 
s(t) = Gage’ | dt: 6 (hy) athe tihe x 

ieee (9) 

b. Tis. ¢2 Rim kp 

XO; Lom * lin ye flsp? 
Fig. 4. Raumwinkel 2, unter wahrend 

dem die Randkurve C yom ‘3 2, 1D, t uy 

Aufpunkt r aus erscheint. Sin (r) a 27 arc tg fy, (9 a) 


wird. 
Unter Umstanden ist es von Vorteil auch die Darstellung durch ein 
Flachenintegral zu benutzen. Wahlt man die Halbebene z=0 y>0 
als Integrationsflache, so wird 


1 


+00 es ‘ ht oe, > : i zt Bre 
S(t) = f ae} dy etka J—thy® , ame” bl is eta ke ertt F (9c) 


Die Integration tiber % liefert wieder 27 6(k,), die Integration iiber ¥ 
lefert einen Faktor a wenn man die ,-Integration anschlieBend 
2 

im Komplexen so ausfiihrt, da8 Imaginarteil von k, negativ ist. Der 
Einfachheit halber werden wir bei der Diskussion zunichst von den 
Fourter-Transformierten 

~ 1 Spee 

Sy = — 200 0 (hy) 5B: Tin bin Rm (10) 
und 

SIL — a O(B,) + be Tis fed. hme 

Sy = 270 0(R,) + 3; Im tin Tap nee (11) 
ausgehen. 


* Auch der Raumwinkel selbst kann durch ein Linienintegral iiber C rgestellt 
werden. Pracu, M., u. I. S. KozHier: Phys. Rev. 80, 436 (1950). 
* Burcers, J. M.: l.c. — Pracu, M., u. I. S. Kokuter: l.c. 
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Will man die Naherung fiir ¢* benutzen, um diese Formeln fiir den 
anisotropen Fall auszuwerten, so mu8 man den Ausdruck TG it 
Integranden wie folgt zerlegen: 


Tin tnt = Tim * tig: + OTiin + tig: + Tim Ot + OTS 3t;4. (12) 
Der letzte Summand ist bereits von zweiter Ordnung in den Abwei- 
chungen vom isotropen Verhalten und muB daher in erster Naherung 
gestrichen werden. Danach erhalt man zuniichst die Versetzungslésung 
des isotropen Falls mit den gemittelten elastischen Konstanten und zwei. 
Zusatzterme durch 67-é und 
T-dt+, welche die Abweichungen Pabelle 2. 
durch die Anisotropie in erster 11 | 22-7733 | 23 | 13 | 12 
Naherung beschreiben. Man er- 
kennt, daB bei Einfiithrung der 
Naherung die f-Integration in (7a) 
elementar ausfiihrbar wird und 
man daher auch den Beitrag eines 
Linienelements einer Versetzung 
zu Verschiebungen und Spannung 
allgemein angeben kann. Wir wer- 
den im folgenden aber der Einfach- 
heit halber nur reine Stufen- 
und Schraubenversetzungen dis- 
kutieren. t Cgp 4 (Cy — O49)" 


4. Schraubenversetzung. 


Fiir die Darstellung der Schraubenversetzung benutzen wir Gl. (3,11). 
Die Verwendung von (3,11) bietet den Vorteil, daB mit der Nahe- 
rung (3,12) der Term T 6¢7 keinen Beitrag liefert!. Das Schema 
der elastischen Konstanten ist in Tabelle 2 dargestellt. Dieses Schema 
bezieht sich auf den kubischen Kristall. Die x-Achse (Versetzungslinie) _ 
liegt in 110- die y-Achse in 112- und die z-Achse in 111-Richtung. Die 
Versetzungslinie sowie der BurcERs-Vektor liegen dann in der experi- 
mentell beobachteten Gleitrichtung. Fiir hexagonales Material sind in 
Tabelle 2 die c,,-Koeffizienten zu streichen. Die z-Achse fallt hier mit 
der hexagonalen Achse zusammen, die x- und y-Achse kénnen beliebig 
in der Basisebene liegen, da die elastischen Konstanten invariant gegen 
eine Drehung um die hexagonale Achse sind. Struktur und Spannungen 
sind dann unabhangig von der Lage der Versetzungslinie in der Basis- 
ebene (z=const). Im kubischen Kristall ist das nicht der Fall. Mit dem 


1 Dies gilt fiir beliebige Orientierung und beliebige elastische Konstanten. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. é 3 


: 
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BurceErs-Vektor 6 = (b, 0, 0) wird dann aus (3,11) 
Rmk 
See = 2b 6 (Ay Ne fh a al pe E1sp- (1) 


Fiihrt man die Summationen aus!, so wird 


kik ce pe pe 
She 2a b.0 (Ai) x {(Coo— eas) tipe aaaF 1 Gg tp Re | . (2) 


Ceg —C4q UN C4 Sind bereits GréBen, die Abweichungen von der Isotropie 
in erster Naherung beschreiben und deren Mittelwerte demnach ver- 
schwinden. Daher geniigt es fiir die erste oar sae 


SHI = 270 b 6(hy) ° { (Con —Cas) “35? ey 2 Bote E (2a) 


zu setzen. Setzt man nun ¢~! nach (2,15) mit den gemittelten elastischen 
Konstanten ein, so liefert nur der erste Term in (2,15) einen Beitrag mit 
dem Faktor 6,,. Es ist also, wie im isotropen Fall, nur s,; von Null ver- 
schieden®. Aus (2a) wird dann endgiiltig 


3 = 27d 6(k,)- {2 ae kg spell Rs Se \. (2b) 


Die Umkehrung der Fourter-Transformation ist nun leicht ausfiihrbar. 


tk, ytik,z 
Man erhdlt mit der Abkirzung B, = f Bs EOS, dk, dk, (s. An- 
hang) (A3+ k3) 


b Ce Cc : 
Um die Verschiebung s,(r) zu bekommen, hat man noch den isotropen 
Anteil (3, 9a) hinzuzufigen. Mit der im Anhang gegebenen Funktion B, 
wird dann schlieBlich (mit 7? = y? + 2?) 


b b — Zz ee 
s(t) = sare tg -{ s00- Cua 7 4 Cua ay (3) 


4% Can ie Cage te 


Bei der Berechnung der Spannungen muB man in den Spannungs- 
Dehnungsgleichungen (2,1) den elastischen Tensor und die Verzerrungs- 
komponenten in isotropen und anisotropen Anteil zerlegen und darf 
nur die linearen Glieder in den Abweichungen vom isotropen Fall be- 
Tiicksichtigen. Das bedeutet, daB die Spannungen aus dem anisotropen 


? Es ist zu beachten, daB wegen des Faktors 6(k,), alle mit k, behafteten Terme 
verschwinden. 

» Man kann natiirlich auch unter Verwendung von (2) die exakte Lésung be- 
kommen. Dazu benétigt man dann die Nullstellen der Determinante von ¢ in der 
komplexen Ebene. Die exakte Lésung hat dann den gleichen Charakter wie die 
von EsHELBy (I.c.) angegebenen Lésungen fiir Stufenversetzungen. 

3 Fiir andere Orientierungen der Versetzungslinie in der 111-Ebene erhalt man 
im kubischen Fall auch Verschiebungen senkrecht zur Versetzungslinie. 
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Anteil (2c) nur mit dem gemittelten elastischen Tensor zu bilden sind, 
wahrend die Spannungen des isotropen Anteils von s, mit den wirklichen 
anisotropen elastischen Konstanten gebildet werden miissen. Die Span- 
nungen ergeben sich dann zu: 


(et — 94) ] 
‘ Pasa (4) 


en. Z 


Fig. 5. Aquipotentialflache der Kraftezwischen zwei _‘ Fig. 6. Aquipotentialflache der Krafte zwischen zwei 
Schraubenversetzungen im hexagonalen Kristall. Schraubenversetzungen im kubischen Kristall. 


Daraus kann man etwa entnehmen, in welcher Weise die Anisotropie 
die Krafte (pro Langeneinheit), welche zwei gleiche parallele Schrauben- 
versetzungen aufeinander ausiiben, beeinfluBt. Der erste Summand in 
den Gln. (4) liefert wie im isotropen Fall eine reine Radialkraft K, 


aes b2 ; Cog + Can 1 (5a) 


es Bie 2 v 
die beiden letzten Summanden ergeben reine Tangentialkrafte K, 


2 aa i) 
Kyg= : “4 (Coo &4s) Se 7 + 2¢ Bees =} (5b) 


2 


zwischen den beiden Schraubenversetzungen. Das Potential® dieser 
Krafte enthalt den iiblichen Inv-Term und dazu ein reines Winkel- 
potential der anisotropen Glieder 


(7,0) =5—-4— Son F fe -Inr+-% $4 00528 +o,-sin 20h. (5c) 


Im hexagonalen Fall ist nur das mit (C™gg —C¢,4) behaftete Anisotropie- 

glied von Null verschieden, das Verhaltnis Cgg —C44/Cgg + C44 liegt bei Zn 

und Cd bei etwa 0,4. Im kubischen Kristall liefert das letzte Glied den 
3* 
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iiberwiegenden Anisotropiebeitrag, da c,, wesentlich gréBer als Ceg —C4q 
ist. Am deutlichsten zeigt sich der Unterschied zwischen hexagonalem 
und kubischen Kristallen in den Fig. 5 und 6, wo die Aquipotentialflachen 
fiir die beiden Falle qualita- 
tiv dargestellt sind. Nimmt 
Cu man an, daB die Schrauben- 
AGN versetzungen aus Halbver- 
{= setzungen bestehen, so kann 
sich auch die Schrauben- 
versetzung nur in der Gleit- 
ebene z=const bewegen. 
Die Kraft K, auf eine 
Fig. 7. Verlauf von o,z in einer zur Gleitebene parallelen Schraubenversetzung in der 
a ebene 2a Ebene z= durch eine 
Schraubenversetzung im 
Ursprung werden durch die Spannungskomponente o,, vermittelt. Im 
isotropen und im hexagonalen Fall ist die Kraft eine in y antisymme- 
trische Funktion, im kubischen Fall wird dieses Verhalten stark gestort. 
In Fig. 7 ist dieser Sachverhalt 

Tabelle 3. dargestellt. 


4Oxz (y,o) 


5. Stufenversetzung. 


Zur Berechnung der Verschie- 
bungen einer Stufenversetzung be- 
dient man sich am besten der 
Gl. (3,10), einfach deshalb, weil 
man hier weniger Terme als in 
(3,11) zu beriicksichtigen hat. Die 
Versetzungslinie liege wieder in der 
x-Achse (412), der BurRGERs-Vek- 
tor b =(0, 6,0) zeige in y-Richtung 
(110), die z-Achse sei (111). Das 

t Cos = 4 (Gr — C12)- Koeffizientenschema fiir diesen Fall 
zeigt Tabelle 3. Fiir hexagonale 

Materialien sind die c,,-Glieder zu streichen. Die z-Achse fallt hier mit 
der hexagonalen Achse zusammen, wahrend x- und y-Achse eine be- 
liebige Orientierung in der Basisebene einnehmen kénnen. Kubische 
und hexagonale Kristalle lassen sich wieder gemeinsam behandeln?. Bei 
kubischer Symmetrie besitzt die Versetzung einen Verschiebungsanteil s, 
in Richtung der Versetzungslinie, s, und s, sind fiir hexagonale und 

1 Das gilt nur fiir den hier behandelten Spezialfall; hat die Stufenversetzung 


eine andere Lage in der 111-Ebene, so sind im allgemeinen s, und sg fiir kubische 
und hexagonale Materialien verschieden. 
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kubische Struktur identisch. Die Ausfiihrung der Summati in (3,10) 
ergibt: 


: (Con *h2 | Coy 6+ BRE 
Sy = 2b 5(k,) {BS + eS (1) 
S3 = 275 6(k,) X 
, k QT Reka hy k hy RS hy k® (1b) 
Mg ee te hat + MY, 
~ 1 26, 
Sy = 270 b 3(hy) -|— Ga — mae 4B, 8 + 8, #3 4 By at. (1c) 


Die ersten beiden Glieder in $, und 3, geben den isotropen Anteil, alle 
anderen Terme sind anisotrope Anteile erster Naherung. Die Konstan- 
ten « und f sind 


— Oy +453) , 9(3¢,+43) | 204 OC, 
Bbareteg gre iting grt richtig 
% (2a) 
p _ O(€yg +3) , J(Gy+3Cyg + 4C44) 1 264 06 
By = rm r t I e2 , 
44 
a. 6 (C33 — 36, + 2043 + 444) 4 G44 0 (Cyg + 2044 — C1) 
25 = et 
zy (2b) 
__ 6 (3lg3 — Cy — 2043 — 4 C44) 4644 6 (C3 + 244 — C4) 
B2= = | 2 , 
ot, = Bs = 2Cyy | Saas ea (2c) 


Die Werte fiir die «, 6-Koeffizienten sind fiir einige Materialien in Ta- 
belle 4 zusammengefaBt. 

Mit den im Anhang (D) definierten Funktionen B,,(y, z) werden dann 
die Verschiebungen + 


b 6 
Sy (y, 2) eas (22)2 - Ss Boz a Baya, (3 a) 


Se(¥, 2) ==. fu a 4 Fa" ae 
(3b) 
af oni {04 Bays + oy Bgly s — Os Baly 5}, 
b ej E22)" 
53(¥, 2) =5-{(1 + <#)In7+ = \4 
= Ga ; i By Bg aly Be Bg — Bs By}. 


Die hier benétigten Ableitungen der B,-Funktionen sind ebenfalls im 
Anhang angegeben. 


(3) 


1 
2(1—p) 
die bekannte Form. Die Poissonsche Zahly ist fiir den isotropen Fall durch 


p= bath definiert. 
1 


plete . Vth: 
1 Die isotropen Anteile sind direkt ausintegriert und ergeben mit 7 = 
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Zur Diskussion des Ergebnisses wollen wir ebenfalls nur wieder die 
Krafte betrachten, welche diese Stufenversetzungen im anisotropen 
Material aufeinander ausiiben. Diese Krafte werden durch die Schub- 
spannung o,, vermittelt. Diese ist fiir hexagonale und kubische Kri- 
stalle gleich, da die mit c,; behafteten Glieder nur Beitraége 2. Ordnung 
liefern. 

Die Schubspannung ist damit durch 


= boy y (v2 — 2°) ~ b 
Oy; = (Cag + OC44) r =e yt + Cag (270)? x (4) 


x {= (% + Bi) Baly 22 + (a) + Be) Bay 4 ata Bs) Bal .s} 


gegeben. Um einen Uberblick zu bekommen, in welcher Weise die 
Anisotropie die Krafte zwischen Stufenversetzungen beeinfluBt, wollen 
wir die obige Schubspannung an drei Stellen diskutieren. a) In der 
Gleitebene selbst (z=0); b) in der Nahe der Geraden y =z, die im iso- 
tropen Fall Anziehungs- und AbstoBungsbereich voneinander trennt; 
c) fiir y<z, wobei die Schubspannung nun ein MaB fiir die Starke der 
Anziehung, also auch fiir die Stabilitat von Deformationsbandern oder 
Korngrenzen ist, die aus solchen Stufenversetzungen aufgebaut werden 
kénnen. Fir a) und c) ist die Spannung 


bois 
Oy, (¥, 2 = 0) = TM (1+) 
nit (5a) 
5 ay 
A ASS Oi {+ + (a + Be) +2 (as + By}. 
boi 
Cys (VK Z, 2) a —- (1 1G) 
mit ’ x (5c) 
C= Sit fg +B ++ (oa + Ba) +4 (0a + Ba} 


wahrend die Gerade y=z iibergeht in! 
y=2(1+B) mit B=——— {og +e +o +As}- (5b) 


Die Werte von A, B und C sind ebenfalls in Tabelle 4 aufgefiihrt. 
Sie geben die Abweichung von der Spannung an, welche durch eine 
Versetzung im isotropen Material (mit den gemittelten Konstanten) er- 
zeugt wird. Im kubischen Fall sind diese Abweichungen nach Ausweis 
der Tabelle sehr klein. Im hexagonalen Kristall bleibt die’ Spannung 
in der Gleitebene praktisch unverdndert, wahrend die anziehenden 

1 (5b) ist definiert durch das Verschwinden von o,,- Bei der Herleitung von 


(5b) ist der anisotrope Anteil als klein behandelt worden, d.h.in der Nahe von y =z 
ist im anisotropen Beitrag von (4) v=< gesetzt. 
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Tabelle 4. 


28 By | % Bs | ts = fs | OCqa/ Cay | A B C 


0,645 |— 0,046 | 


|— 0,604 |— 0,139] 0,001 


2,08 


0,004 0,18 


—0,915|—4,18 | 2,42 |—0,253/—0,005 | —0,0215 


= | 
1— 0,99 |— 4,21 | : F — 0,003 | — 0,019 


|—1,29 |—4,81 | 2,97 0,001 | — 0,012 


0,342 | — 0,204 |— 0,893 | 0,004 | — 0,003 


6,015 | 


= 0,01'3 


Krafte in der Nahe der z-Achse stark vermindert werden. Der Anzie- 
hungsbereich selbst wird ebenfalls vermindert; die Trennungslinie o, , = 0 
zwischen Anziehung und AbstoBung 
bewegt sich auf die z-Achse zu. Die 
Verhiltnisse sind in Fig. 8 fiir Cu und 
Cd schematisch dargestellt. 

Bei den kubischen Kristallen sind 
die Abweichungen trotz der groBen An- 
isotropie (Cu, Ag, Au) erstaunlich klein. 
Bei der hier behandelten Fragestellung 
liegt das daran, da die Anisotropie- 
effekte, die durch die «, /-Koeffizienten 
gegeben sind, sich gerade gegenseitig 
kompensieren?. In anderen Fallen kann 
man sehr viel gréBere Abweichungen _ ; 

Fig. 8. Zur Veranschaulichung der Krafte 


erhalten. Speziell trifft dies auf die zwischen zwei Stufenversetzungen. Die Pfeile 
eben die Krafte an, welche durch die im 
Oza oxy -Komponenten der SP apnuns, a befindliche Versetzung auf eine 
zu. Diese verschwinden fiir Isotropie, _ gleichartige Versetzung in der Gleitebene und 
in der Nahe der z-Achse ausgetibt werden. 
Fiir Cd ist noch die Gerade oy z=0 
eingezeichnet. 


1 Mg ist fast isotrop (Anhang, Tabelle 9), 
zeigt aber trotzdem verhialtnismaBig groBe 
-Abweichungen (A, C).. Diese Abweichungen 
sind allerdings gleichsinnig, so da8 fiir Stufenversetzungen ebenfalls isotropes 
Verhalten gew4hrleistet ist. In diesem Fall sind die nach dem Verfahren des 
Abschn. 2 ermittelten mittleren Konstanten offenbar keine besonders gute Nahe- 
rung. Man erkennt diesen Sachverhalt bereits aus einer Gegeniiberstellung der 
gemittelten und wahren elastischen Konstanten (Tabelle 9). So wiirde man etwa 
erwarten, daB Z,, zwischen den verhiltnismaBig nahe benachbarten Werten von oy, 
und cg, liegt. Das ist aber nicht der Fall. Das gleiche gilt fiir Cyg, Cgg und C44. 
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sind aber bei den stark anisotropen kubischen Kristallen vergleichs- 
weise groB. Diese Spannungen liefern K1afte zwischen parallelen Stufen 
und Schraubenversetzungen (oder entsprechenden Schraubenversetzungs- 
anteilen), die bei Isotropie verschwinden. Diese Spannungskomponenten 
sind durch 


b 2 Pin ah pes Ozeyen 

Or, = C95" 27 | yt a (25 ds jin - , (6a) 
Boole het 9) a glans Yay me 

EE home 2 oa 2r4 Lie ( rr es he om 


gegeben. Betrachten wir etwa (6b) in der Gleitebene. o,, liefert dann 
die z-Komponente der Kraft auf eine in der Gleitebene liegende Schrau- 
benversetzung. Fiir Cu wird z.B. 

3b 


Oxy (y, z= 0) a aS atin 


(6c) 
und da fiir dieses Material cy, ~ 0,5 f4, ist, so ist diese Spannung schon 
von der GréBenordnung der o,,-Komponente, die im isotropen Fall 
allein vorhanden ist. Man wird die Naherung qualitativ fiir einen Uber- 
blick auf die GréBenordnung der zu erwartenden Effekte in der Wechsel- 
wirkung zwischen Stufen- und Schraubenversetzungen verwenden kénnen. 


Anhang. 


A. Elastische Koeffizienten kubischer Kristalle. 
Fiir ein Achsenkreuz parallel zu den kubischen Achsen hat das Koeffizienten- 
schema die in Tabelle 5 dargestellte Form}. Bezieht man sich auf ein Koordinaten- 
system, wie es in Fig.9 gezeigt ist, so transformiert sich das Koeffizientenschema 


Tabelle 5. Tabelle 6. 


1 — 2 


+ pace 
T se 2 


1 Alle aufgefiihrten Metalle zeigen experimentell die Gleitrichtung (110). 
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in das der Tabelle 6. Wenn man den elastischen Tensor in der Form 
TP = Cg Oag Oy 5 + Cas (Oxy Op + 5x6 py) + (Cu — Cre — 2Caa) Sap 98.8 95 y 


schreibt, so laBt sich die Transformation auf ein anderes Bezugssystem leicht 
ausfiihren. Die ersten beiden Terme Aandern sich nicht, der letzte Term, der 
zudem totalsymmetrisch ist, laBt sich leicht transformieren. In Tabelle 7 wird 
der Zusammenhang zwischen den _ transformierten 
GréBen gegeben. Die GréBe d=C,,—Cyg—2C gy ist 
ein MaB fiir die Anisotropie. In Tabelle 8 sind die 
numerischen Werte fiir einige Metalle mit kubischer 
Symmetrie zusammengestellt 1. 


B. Elastische Koeffizienten fiir hexagonale Kristalle. 
Das Koeffizientenschema ist das der Tabelle 6, 
wenn die ¢c,,- und ¢,,-Glieder gestrichen werden. Nu- 
merische Angaben fiir einige Metalle finden sich in 


Fig. 9. Lage des Bezugssystems 
zu den Achsen eines kubischen Labelle.9. 
Kristalls. Fiirdiein 4 behandelte : 


Schraubenversetzung ist p= C. Die t-Matrix. 
— > fiir die in 5 behandelte Die zur Durchfiihrung der numerischen Rechnung 
Stufenversetzung ist p=0. bendtigten Koeffizienten ¢,,,; zeigt Tabelle 10. Ent erhalt 


man durch Ersetzen der Koeffizienten c, g durch ihre 
Mittelwerte ¢,g, 6¢,; durch Ersatz von cy, durch 6¢yg=Cyg—Cag- Fiir die be- 
handelten geradlinigen Versetzungen ist k, = 


D. Die Funktionen B,,(y, z)- 


ef (Ra y+; 2) 
ay 
Offensichtlich ist immer 1B, =— B,_,, wenn A der zweidimensionale LaPLacE- 
sche Operator ist. B,=-— 2zInyr entspricht der zweidimensionalen GREENschen 
Funktion. Von B, ausgehend kann man nun leicht die B, rekursiv aufbauen. 
Streng genommen existieren diese Integrale alle nicht. Sie werden aber_etwa bei 
Ermittlung der Spannungen nur zur Berechnung existierender Ableitungen be- 
notigt. Man kann sich auch durch Einfiihrung konvergenzerzeugender Faktoren 
davon tiberzeugen, da8 man wirklich mit der nachstehenden Darstellung der B, 
rechnen kann. Ferner sind auch die im Text benétigten Ableitungen zusammen- 
gestellt. 


+0 
Die Gré8en B,, sind durch die Gleichung B, = f if dk, dk, definiert. 
—oco 


Pm i (ks y+ Ky?) 
Br Gi { {are dkodk, mit ~ rss y2-+ 22 und | R® = ke Re. 
—oo 


B, = — 2alnr 


2 
By = + (tiny — 9%} 


1 Alle elastischen Konstanten sind angegeben in 104 dynjcm?. 
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B= gage {tine =i 
B= wo {— iny + Hel, 
Biya Bye fine += -s} eee Fe 2s) 
Bsiy2 = 2 {- st +33}: By) 3= 2 {-2inr 7 a es +2} 
By w= a-{— ae “at 
Byyaa-{ Oe ek ae | , 
Bys=a- {3 Iny+ fej ste = 2h; 
a mayen 31598 an ay 


Den Herren W. Brenic und P. HaaseN danke ich fiir ihre freund- 
is Unterstiitzung bei der miihsamen numerischen Auswertung. 


Eexleniiingen, Institut MBE, Theoretische - Physik. 
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Bemerkungen zur optischen Dickenmessung 
mit Dreistrahlinterferenzen. 
Von 
KARL STROHMAIER. 
Mit 3 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 1. Februar 1953.) 


In der Fortsetzung einer Arbeit [7], bei der die Beugungserschei- 
nungen an Phasenkanten untersucht wurden, benutzten wir zur Messung 
des Wegunterschieds des Lichts ein Verfahren, das von ZERNIKE [2] 
zu diesem Zweck angegeben, aber schon von VAISALA [3] zu ahnlichen 


Ol 


; | 
gil epee 


Fig. 1. Strahlengang bei der Dreispaltmethode. 


Fragestellungen benutzt worden war. Dabei wurden wir auf eine Fehler- 
quelle aufmerksam, die bei Nichtkenntnis leicht zu einer Verfalschung 
der Ergebnisse fiithren kann. 

ZERNIKE benutzte folgende Anordnung (Fig. 1): 

In parallel gerichtetes Licht wird ein Dreifachspalt gebracht und 
hinter einer Objektivlinse O/ das Beugungsbild mit einer Lupe beobachtet 
oder photographiert. ZERNIKE ging bei der Berechnung von der Tat- 
sache aus, daB im Brennpunkt der Objektivlinse die optischen Wege 
der drei Strahlen gleich sind, jedoch bei einem gréBeren bzw. kleineren 
Abstand v von der Linse der Weg des Mittelstrahles um 


Ai=+-(4+—+) (1) 


langer bzw. kiirzer als der der beiden Randstrahlen ist (f = Brennweite 
der Linse; d = Spaltabstand). Zur Messung werden die Punkte be- 
nutzt, an denen 


— A — 
Al=+m--- i (2) 


ist, denn dort verdoppelt sich in charakteristischer Weise die periodische 
Struktur des Beugungsbildes. 
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Zur Priifung der Formel (1) beobachteten wir die Punkte, an denen 
in Gl. (2) m=+5,3,4 betrug. Der verwendete Dreifachspalt! hatte 
eine Stegbreite von 1,0 mm und drei gleich breite Spaltéffnungen von 
je 60u. Die Objektivlinse war eine Steinheil-Spektrographenlinse von 
650 mm Brennweite. Beobachtet wurde bei der Wellenlange A= 5461 A. 
In Tabelle 1 sind die gefundenen Werte eingetragen. 


Lést man Gl. (4) nach den 


konstanten Faktoren auf, Tabelle 1. 
d2 1 2 3 4 
2a" m7 iti 
} : 7 —- _ bas sid (3) a tm tm—f rs Ym 
. a | am a pxere 


und setzt die gemessenen Werte 


in die rechte Seite der GI.(3)  _3 ics Voaer | ora 
ein, so erhalt man die Werte der 1 50 | — 9,4 5,92 
Spalte 4, Tabelle 1. Wurde der Pansle acer Weasheciaer, 
Spaltabstand d mit dem Kompa- 5 202 137 7,36 


rator gemessen, und dieser Wert 

mit f und / in die linke Seite eingesetzt, so ergab sich der Wert 6,33. — 
Die Veranderlichkeit der Daten der Spalte 4, die eigentlich konstant 
bleiben miBten, kann natiirlich zu einer Falschung der MeBergebnisse 
fiihren. Sie riihrt daher, daB der Dreifachspalt nicht parallel auf die 
Hauptebene der Objektivlinse projiziert wird, wenn auBerhalb des 
Brennpunktes beobachtet wird. 


Beobachten wir in einem Abstand 7 >/+, dann laufen dort konphas 
Strahlen zusammen, die wir uns von einem Punkt G ausgegangen denken 
k6nnen, der nach der Linsenformel um g= i vor der Linse lhegt. 
Das Licht muB jedoch durch den Dreifachspalt gegangen sein, der sich 
im Abstand # vor der Linse befinden mége (Fig. 1). Da der optische 
Weg aller Strahlen vom Gegenstandspunkt G zum Beobachtungspunkt R 
gleich groB ist, auf den Dreifachspalt aber tatsachlich ebene Wellen auf- 
fallen, findet man die Differenz der optischen Wege des Strahles durch 
den AuBenspalt D gegeniiber dem Strahl durch den Mittelspalt M als 


Al=s—q, 
wobei 


und 
s=GD= |? + d? 


“1 Der Werkstatt unseres Instituts unter Leitung von Herrn Obermeister SPEIDEL 


danke ich sehr fiir den angefertigten Dreifachspalt. : 
+ Fir rv </f verlauft die Rechnung mit einer virtuellen Gegenstandsebene hinter 


der Linse genau so. 
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ist. Den Fall g/d <1 k6nnen wir ausschlieBen, denn dies ist die Be- 
dingung fiir die Abbildung einer d-Umgebung um den Spalt. Hier ver- 
sagt die Methode. Im allgemeinen wird gd sein. Dann wird 


d2 
s=q- 3 
und 
a y—f J 
ae Masi 4) 


Arbeiten wir mit endlichem Abstand 6 des Beleuchtungsspaltes B vom 
Dreifachspalt, dann ist der Wegunterschied 
Al = (GD — GM) — (BD — BM) 
a go it ( y—f jah (5) 
ied Nr e-Pe — Ady aha 
Wir kénnen nun verschiedene Falle unterscheiden. Zunachst gehen wir 
von Gl. (4) aus, also von parallel einfallenden Strahlen. 
Fall ts p= 0: 
Wenn der Dreifachspalt sich in der Hauptebene der Linse befindet, 


was jedoch meist experimentell nicht moglich sein wird, erhalten wir 
die Formel von ZERNIKE 


Sie ist also in der oben abgeleiteten Gl. (4) als Grenzfall mit enthalten. 

Fall ll: p=f. 

Befindet sich der Dreifachspalt im vorderen Brennpunkt der Objektiv- 
linse, so wird 

Canine, 
Al= = -(4—1). (6) 

Es wird also die gesuchte GréBe Al direkt proportional der MeBgrdéBe 7. 
Dies ist experimentell sehr giinstig, denn es kann die Verschiebungs- 
skala linear in der Wegdifferenz Al geeicht werden. 


Im Zwischengebiet mu8 nach Gl. (4) gerechnet, also der Abstand 
des Spaltes von der Objektivlinse mit beriicksichtigt werden, auBer man 
beobachtet nur in der unmittelbaren Umgebung vom Brennpunkt F 
der Objektivlinse, wie es ZERNIKE beim Vermessen von Phasenblattchen 
fiir das Phasenkontrastmikroskop tun konnte. Dort berithren sich alle 
Kurven nach den Gln. (1), (4) und (6). 


Mit der schon oben erwahnten Anordnung priiften wir die Gl. (4) 
nach. In Fig. 2 wurden die Werte mit den nach Gl. (4) berechneten 
Kurven eingetragen. Die Me8punkte liegen jetzt im gesamten Gebiet 
auf den berechneten Kurven. Sie zeigen aber auch, da8, wenn man 
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nicht nur Wegunterschiede von A/4 messen will, schon bei einem 
geringen Abstand des Dreifachspaltes von der Objektivlinse ein Nicht- 


Fig. 2. Vergleich der Formel (4) mit dem Experiment. Ausgezogene Kurve nach Gl. (4) berechnet. 
Eingetragene MeBpunkte experimentell gemessen. 4 = 546myu; f = 650mm; d = 1,06 mm. 


beriicksichtigen dieses Abstandes zu Fehlern fiihren kann, die bei der 
hohen Empfindlichkeit der Methode durchaus spiirbar sind. 

Fall III. 

Arbeiten wir bei endlichem Lichtspaltabstand b vom Dreifachspalt 
nach Gl. (5) und setzen wieder #=/, dann wird 


Es bleibt also auch in diesem 
Strahlengang die Proportionalitat 
zwischen 7 und A/ erhalten. Der Fig. 3. Strahlengang ohne Objektivlinse. 
Proportionalitatsfaktor d@?/2fkann 

bei allen Anwendungsmethoden durch Ausmessen verschiedener //4- 
Punkte (mit oder ohne Priifschicht vor dem Dreifachspalt) gemessen 
werden. 

SchlieBlich hat sich bei uns noch eine Anordnung bewahrt (Fig. 3), 
bei der ganz auf die Objektivlinse verzichtet wird, an deren Gtite doch 
einige Anforderungen gestellt werden, weil sie im Interferenzstrahlen- 
gang liegt. In dieser Form wurde die Methode von E. MENZEL [4] auch 
auf das Mikroskop iibertragen. Der Abstand,y wird hier vom Dreifach- 
spalt aus gerechnet. 
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Wie man leicht sieht, gilt fiir diesen Fall die Gleichung 


daa 
Al= pines: (8) 
solange tatsiachlich ebene Wellen auf den Dreifachspalt fallen. Ist diese 
Voraussetzung nicht mehr gegeben, so kommt einfach ein fir jeden 
Kritmmungsradius der ankommenden Kugelwellen konstantes additives 
Glied entsprechend Gl. (5) dazu, das sich leicht experimentell bestimmen 
1aBt. 

In Tabelle 2 sind Werte zusammengestellt, die bei der Erprobung 
dieses Verfahrens gewonnen wurden. Die Anzahl m der Vielfachen von 
4/4, bei denen beobachtet wurde, ist in Spalte 1 eingetragen. 


Tabelle 2. 
1 2 3 4 5 | 6 
cm | A A 00 A 
5 82,28 6819 6 826 3,1 | 21 
i 58,66 9564 9556 2,6 25 
9 45,65 12290 12287 $12 38 
11 BSG MTS eh ESOT, 2,8 | 42 


Auch hier konnte aus zwei aufeinanderfolgenden 4/4-Punkten nach 
der Gleichung 
A ef 1 
-(m—n) = ( — + 


PN ue Ta 


die GréBe d?/2 gefunden werden. Sie betrug in guter Ubereinstimmung 
mit Komparatormessungen 0,561 mm?. Die7,,-Werte sind Mittelwerte aus 
je 10 Messungen. Der daraus bestimmte mittlere Fehler fiihrt zu den 
relativen Fehlern 67/r und zu den mittleren Fehlern 6(A4/), wie sie in 
Spalte 5 bzw. 6 aufgezeichnet sind. Obwohl es zunachst beim Experimen- 
tieren als giinstig erscheinen mag, die hohen absoluten Einstellscharfen 
bei groBem m zu benutzen, so sieht man doch, daB m nicht zu groB 
werden darf. Der Vergleich der Spalten 3 und 4 zeigt jedoch, da8 man 
durchaus die Genauigkeit von 20 A erreicht. 


Die hier beschriebenen Messungen wurden alle bei gleicher Spalt- 
éffnung und ohne Intensitatsausgleich ausgefiihrt, denn die uns inter- 
essierenden Phasenobjekte waren klar durchsichtig (freitragende Alu- 
miniumoxydhaéute nach dem von uns beschriebenen Verfahren [5}). 
Fir absorbierende Objekte ist ein Intensitatsausgleich, wie ihn FLEISCH- 
MANN und ScHOPPER [6] fiir das Verfahren vorgeschlagen hat, zu emp- 
fehlen. 
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Die Methode, auf die mich Herr Dr. habil. E. MenzeL aufmerksam 
machte, wurde im Rahmen einer Arbeit erprobt, die unter Herrn Prof. 
Dr. W. KossEL ausgefiihrt wurde. Ihnen bin ich fiir das mir entgegen- 
gebrachte Interesse zu Dank verpflichtet. 
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Begriindung einer Algebra 
physikalisch beobachtbarer Funktionen 
mittels Faltungsoperationen. 


J. Prazisionen, Funktionenkomplex, Punktfunktionen, 
Fourier-Transformation eines Komplexes, Integro-Differentialoperator. 


Von 
R. HOSEMANN und S.N. BAGCcHI*. 


(Eingegangen am 5. Februar 1953.) 


I. Einleitung. 


Die Bedeutung der FourreR-Transformation fiir viele Zweige der 
reinen und angewandten Physik ist bekannt. In zahlreichen in den 
letzten Jahren erschienenen Monographien iiber diesen Gegenstand wird 
immer wieder betont, daB sie nicht zuletzt aus diesem praktischen Grunde 
geschrieben wurden. Sobald man aber etwas tiefer geht und nach An- 
leitungen sucht, um spezielle Transformationsprobleme zu ldsen, erlebt 
man oftmals Enttauschungen. Trotz der fast erdriickenden Zahl von 
Konvergenzkriterien, Theoremen, Lemmas, Satzen und Hilfssatzen ist 
es oft nicht mdéglich, Auskun{ft tiber gewisse Funktionen zu erhalten, die 
zumindest idealisiert in Form von Beugungsbildern, Réntgendiagrammen 
oder Spektren vorlegen. : 

Dieser MiBstand ist allgemein bekannt. Um ihn abzustellen, kann 
man beispielsweise den RrEMANNschen Integralbegriff durch denjenigen 
von LEBESGUE erweitern oder den CAucHyschen Hauptwert von un- 
eigentlichen Integralen definieren. Auch wurden von PLANCHEREL 
weniger scharfe Konvergenzanforderungen ersonnen oder man erzwang 
diese Konvergenz dadurch, daB man sich auf die Berechnung kom- 
plexer Frequenzen und Streuwinkel beschrinkte. Gegen dieses in 
der Theorie der LApLace-Transformation allgemein iibliche Verfahren 
ist solange nichts einzuwenden, als man das LapLAce-Integral nach 
Durchfithrung gewisser Operationen wieder in den physikalischen Raum 
zuriicktransformiert, wie dieses zuerst von HEAVISIDE gemacht wurde. 
Gerade fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen sind da- 
durch, wie bekannt, groBe Fortschritte erzielt worden. Doch ist es ge- 
fahrlich, wenn man die LAPLACE-Transformierte etwa mit dem Beugungs- 
bild oder einem Frequenzspektrum gleichsetzt, solange es nicht gelingt, 


ihre Konvergenz auch fiir reelle Frequenzen und Streuwinkel zu er- 
reichen. 


* University College of Science, Calcutta, Indien. 
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tionen. J. 


a Dieses gelang in vielen praktisch interessanten Fallen erst durch 
Einfiihren der Diracschen 6-Funktion. Die Bedeutung dieser Erweite- 
rung fiir die theoretische Physik ist vor allem darin begriindet, daB der 
FourIER-Transformierten im Gegensatz zu der meist nur auBerhalb der 
reellen Achse definierten LApLAcE-Transformierten eine hohe physi- 
kalische Realitat zukommt. ScHwartz hat die 6-Funktion einer ein- 
gehenden Kritik unterzogen und sie, um Worte von DoETSCH zu ge- 
brauchen, erstmalig in die Analysis ,,legitim eingebirgert‘’. Hand in 
Hand damit erweiterte er damit den klassischen Begriff der Funktionen 
durch die ,,Distribution‘‘, welches ein lineares Funktional darstellt, in 
das die urspriingliche Funktion eingebettet ist. 

Die vorliegende Untersuchung geht von einer héchst einfachen Grund- 
betrachtung tiber die experimentelle Beobachtbarkeit einer Funktion 
aus. Die Fruchtbarkeit dieses Gedankens wurde wohl zuerst von WIENER 
erkannt*. Ein Leitprinzip jeglicher physikalischer Forschung ist es ja, 
tunlichst nur tiber solche Parameter Aussagen zu machen, die auBerhalb 
der MeB- und Beobachtungsfehler und innerhalb des MeBbereiches 
eines Beobachtungsgerates liegen. Nur so wird man vor reiner Speku- 
lation bewahrt. Beispielsweise wird man bei Benutzung eines Licht- 
mikroskopes keine Aussagen tiber Form und GréBe von Partikelchen 
machen wollen und diirfen, deren Linearausdehnung unterhalb 1000 A 
hegt. Sie alle sind in bezug auf das benutzte Beobachtungsgerat , punkt- 
formig’*. Der Begriff des Punktes ist, was sich als wesentlich heraus- 
stellt, ein héchst relativer. Dennoch kann man von ihm gewisse Integral- 
eigenschaften, beispielsweise seine Lage in Raum und Zeit und sein 
Gewicht eindeutig feststellen, dieses nattirlich aber auch nur innerhalb 
der gegebenen MeBgenauigkeit. Es ist weiterhin zu bemerken, daB diese 
Ungenauigkeiten nicht mit denen der HEISENBERGSchen Unbestimmt- 
heitsrelation verwechselt werden diirfen, da sie selbst bei gegen Null 
konvergierendem Wirkungsquantum infolge der Mangelhaftigkeit irdi- 
scher Versuchsanordnung stets bestehen. Alle im Verlaufe seines Ex- 
perimentes gemachten Beobachtungen versucht der Beobachter durch 
Einfiihrung algebraischer Gleichungen quantitativ zu beschreiben, doch 
stellt das Gleichheitszeichen dann eine Identitaét wieder nur innerhalb 
der MeBfehler dar. Durch Einfiihren des Faltungsproduktes 14Bt sich 
dieser zunichst vielleicht etwas vage anmutende Sachverhalt sehr genau 
prazisieren. Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, daB man bei 
jedem einzelnen der nun vorzunehmenden Schritte in der mathemati- 
schen Beschreibung Stichproben in allen Richtungen machen kann und 
nicht gezwungen ist, schon vorzeitig ,,Operatoren‘‘ einzufiihren, durch 
die allzu oft unkontrollierbare Fehlerquellen eingeschleppt wurden. in 


1 Aber auch bei SOMMERFELD (1947) findet man bemerkenswerte Ansatze 


= 4 te 
zu diesem Gedanken, beispielsweise den ,, Konvergenzfaktor™. 
4* 


a se 
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jeder Phase der mathematischen Entwicklung laBt sich durch den Grenz- 
itbergang nach verschwindenden MeBfehlern und unbegrenzt groBem 
MeBbereich der Anschlu8 an die gewohnte mathematische Darstellung 
gewinnen, dieses aber nur im Limes! 

Statt der Distribution erscheint im folgenden zwanglos der Begriff 
des Funktionenkomplexes, das ist die Mannigfaltigkeit aller der mathe- 
matischen Funktionen, die innerhalb der MeBungenauigkeit den ex- 
perimentell gefundenen Tatbestand erklaren kénnen. Fiir den Limes 
verschwindenden MeBfehlers entartet dieser Komplex in Funktionen, 
die bis auf Punktfunktionen sowie gewisse andere Faltungsprodukte 
aus der mathematischen Literatur bekannt sind. Sie unterscheiden sich 
nur auf Nullmengen und einer unauflésbaren Fluktuation. An diesem 
Punkte scheidet sich streng die mathematische Problemstellung ab, die 
sich etwa unter Zuhilfenahme des LEBEsGuEschen Integralbegriffes mit 
derartigen Komplexen beschaftigen mag. Vom physikalischen Stand- 
punkt aus interessiert meist nur jeweils eine Funktion dieses Komplexes. 
Sie kann z.B. (braucht es aber durchaus nicht) in ihrer Fluktuation 
normiert und von verschwindender Nullmenge sein und entspricht bei 
endlichem MeBfehler mit symmetrischem / den physikalisch beobacht- 
baren Funktionen?. 

Die vorliegende Untersuchung weist bisweilen auf eine Fortsetzung 
hin, die demnachst erscheinen wird. 


II. Die Prazision einer Messung. 
Beobachtbare Funktionen und Funktionenkomplexe. 

Um irgendeinen zeitlichen Vorgang zu studieren, benétigt man neben 
der Angabe des Wertes der zu studierenden physikalischen GréBe g auch 
diejenige des Zeitpunktes ¢, fiir die dieser Wert gilt. Zu messen sei z. B. 
die Zeitdauer ¢), die eine immer unter denselben Bedingungen abge- 
worfene Kugel benétigt, um ihr Ziel zu erreichen. Selbst wenn diese 
Zeitdauer ty bei jedem neuen Versuch genau die gleiche sein sollte, so 
ist die Wahrscheinlichkeit dW, mit einem vorgegebenen ZeitmeBinstru- 
ment die Zeitdauer¢ im Intervall dt zu messen, gegeben durch 


aW (t) = h(dt,t —t) dt, (1) 
wobei bei der (an sich nicht notwendigen) Annahme des Gaussschen 
Fehlergesetzes gilt: 

h(ot,t) = a e-(tt® (2) 


Ot 


1/0? ist der Prazisionsfaktor des Instrumentes (vgl. SOMMERFELD 1947). 
Die MeBgréBenverteilung (1) beobachtet man, wie aus der Wahrschein- 


1 Vorteilhafterweise wird man sich von einem gegebenen Funktionenkomplex 


eine Funktion aussuchen, die besonders gut zu handhaben ist, doch braucht man 


dies nicht zu tun. 


2 eoTI} + Ay > -_ reqle- cf . 4 
Begriindung einer Algebra physikalisch beobachtbarer Funktionen. T. 53 


lichkeitsberechnung bekannt ist, bei einer endlichen Zahl von Einzel- 
messungen nur innerhalb der statistischen Schwankungen genau. Um 
die Statistik h also geniigend genau messend zu erforschen, mu8B man 
den MeBvorgang unzihlige Male wiederholen, wobei die Kugel auch 
wirklich jedesmal dieselbe Zeit 4) bendtigt. Bei unendlich hoher Pra- 
zision, also gegen Null gehendem MeBfehler wird jeder MeBvorgang zu 
der einen MeBzeit f, fiihren. Nur hier geniigt eine einzige Messung. Die 
Wahrscheinlichkeit dW ist dann also fiir t-++¢, verschwindend klein, 
wobei definitionsgemaB gelten muB 


"dw : 
| di= | hdt=1. G3) 
Eine derartige 4-Funktion nennt Dirac fiir f,=0 ,,6-Funktion“. 
Bape oo Pare 52! Poy get: (4) 


Dieser so definierten 6-Funktion begegnet man vielerorts mit bemerkens- 
wertem MiBtrauen und dieses offensichtlich nicht ganz unberechtigt, 
da Funktionen nach Gl. (2) mit abnehmendem MeBfehler nicht gleich- 
maBig gegen die 6-Funktion konvergieren. [Vgl. dazu aber die EwALp- 
sche Definitionsgleichung (39). | 

Betrachtet werde als nachstes ein Zeitvorgang g(t), der in einem 
ganzen Zeitintervall von Null verschiedene Werte hat. Die Wahrschein- 
lichkeit, die zur Zeit t= vorhandene GroBe g (w) irrtiimlicherweise dem 
Zeitpunkte ¢ zuzuordnen ist nach (1) zweifellos gegeben durch 


h(t — u) at. (5) 


Selbst wenn die Prazision der g-Messung beliebig groB ist, so ordnet der 
mit dem durch (1) definierten MeBinstrument ausgertistete Beobachter 
dem Zeitpunkt ¢ daher in Verkennung der wahren Sachlage den folgenden 
Funktionswert k(t) zu}. 


+00 
k(t)= f g(u)h(t—u) du. (6) 
—co 
pls UnmiBverstandlicher schreibt man statt (6) besser 
1/ov 
k= ff gluh(t—u) du, 
—1/dv 


wobei + 1/dv die Grenzen des MeBbereiches fiir ¢ sind [Definition hierzu s. GL (24)]. 
Erst mit zunehmender Prazision 1/6? wachsen die Grenzen ins Unendliche, wobei 
k dann nach dem Caucuyschen Konvergenzkriterium als uneigentliches Integral (6) 
konvergieren kann. Gelegentlich wird dieser Sachverhalt auch in der Form aus- 


gedriickt: ; 
+> oo 
R(t) = f g(u)ht—u)du, 
—>— 00 


wobei die Konvergenz erhalten bleiben mu8, wenn die Grenziibergange auf beiden 
Seiten unabhangig voneinander erfolgen. 


—e 
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Natiirlich gilt auch diese Gleichung nur, wenn der MeBvorgang un- 
zahlige Male wiederholt wird. Andernfalls aber und beim Vorliegen 
eines MeBfehlers in der g-Messung selbst, gilt das Gleichheitszeichen in 
(6) nicht mathematisch streng. Wir sagen vielmehr, das wirklich be- 
obachtete & ist innerhalb der MeBfehler (also statistische Schwankungen 
dh plus MeBfehler 6g) durch das Integral (6) gegeben. Integrale der 
Form (6) sind aus der Theorie der LapLace-Transformation schon lange 
bekannt (vgl. z.B. DoETscH 1950). Wir sagen, k entsteht aus g und /, 
indem man g mit / faltet (oder umgekehrt) und fiihren dafiir mit EWALD 
(1940) das Symbol ein!: 

k(t) =gh. (7) 


Getreu unserem Vorsatz, nur physikalisch beobachtbare GréBen mit- 
einander in Zusammenhang zu bringen, werden wir uns in Zukunft nun 
mit Gleichungen zwischen k-Funktionen zu beschaftigen haben?. Es 
sel z.B. ein g in folgender Weise gegeben: 


el) = - fir t<oly | (8) 


ag.sfir net > ty. 


Bezeichnet ferner 
t 


fh(u)du=h-V(t) 


das ,,Fehlerintegral‘, so folgt aus (7) nach einfacher Umformung: 
R(t) = ah (tf) — t) + ag h(t — t). (9) 


Offensichtlich dominiert fiir t< t)—6¢ der linke, fir ¢ >f+6¢ der 
rechte Summand, wahrend an der Stelle t=t) +c 6¢ mit |c|S1 je nach 
der individuellen Beschaffenheit der Fehlerstatistik h das arithmetische 
Mittel beider Funktionswerte erreicht wird: 


ay fir , 7<t,— Ot 
R(t) =j4(q +a) fir t=f+cdt; |cl|s1 (10) 
ay for oS 7 or 


Hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir c=0 ist es, daB h 
um ¢=0 symmetrisch ist. Die g-Funktion wird also durch den Faltungs- 
prozeB (6) und (7) zu einer beobachtbaren GréBe & ,,geglattet‘‘ (smoothe- 
ned, vgl. auch WIENER 1951), wobei der Verlauf von g und seinen Ab- 
leitungen allgemein in der 56t-Umgebung von Spriingen entsprechend (7) 
zu k(t) verschmiert wird, das beobachtbare k umgekehrt also in diesen 


1 Oft wird hierzu auch das Symbol g * h verwandt. 

* Ahnliche Gedanken iiber beobachtbare und rein mathematische Funktionen 
findet man auch bei WreNER (1951). Statt der Faltungsoperation verwendet er 
ein Fehlerquadratintegral. a 
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6t-Bereichen durch die Charakteristik von h wesentlich beeinfluBt, also 
gegentuber g verfalscht wird. Es hat darum auch gar keinen Sinn, etwa 
eine Sprungstelle, wie die in (8) und (10) beschriebene innerhalb ihrer 
dt-Umgebung genauer untersuchen zu wollen, denn man findet doch 
immer wieder Zusammenhinge, die ganz wesentlich durch h beeinfluBt 
werden. Man sagt: die Fehlerstatistik h verbietet es, Feinheiten von k 
innerhalb von 6t-Umgebungen auflésen zu wollen. Erst wenn h , punkt- 
formig’* genug ist gegeniiber den ,,Feinheiten‘’ von g, entartet & fiir 
¢=0O zu: 
lim k = lim gh = Prcenis (11) 
ot+0 dt+0 
Zum Beispiel entsteht auf diese Weise aus (8) fiir symmetrisches 


h(t) =h(—t): 


ay fOr det, 
£norm == 4 (a, a Ag) fiir t => to (12) 
ba Mr Si: 


Diese Funktion ist, wie man sagt, in bezug auf ihre Fluktuation nor- 
miert. Fiir unsymmetrische /-Statistiken unterscheidet sie sich aber in 
einer Nullmenge von g,.;,, indem g(é)) von # abhangig ist. Man itiber- 
zeugt sich leicht durch Entwicklung von g in eine TAayLorsche Reihe, 
das auch alle Ableitungen g”) von g fiir symmetrisches / normiert werden. 
Es gilt dann also fiir jede Stelle f, des MeBbereiches: 

Lnorm (49) = 4] lim g(t) + lim g™()]. (13) 

t+>t—0 t>t,+0 

Dabei bedeutet der linksstehende Limes wie tiblich die Annaherung an fy 
von links, der rechtsstehende die Annaherung von rechts. Derartige 
normierte Funktionen spielen in der Theorie der FouRIER-Transforma- 
tion eine groBe Rolle, indem nur fiir sie eine Eineindeutigkeit auch in 
bezug auf Nullmengen erwartet werden kann+. Da wir unsere Betrach- 
tungen aber auf physikalisch beobachtbare Funktionen beschranken 
wollen und den Einflu8 der h-Statistik auch im Grenzfall verschwinden- 
der MeBfehler auf die Punktmenge erkannt haben, so fassen wir alle aut 


1 Unter ,,Eineindeutigkeit“ einer Funktion g wird verstanden, daB sie in dem 
Fourter-Raum transformiert und von dort wieder zuriicktransformiert, wieder 
auf dieselbe g-Funktion fiihrt. Man sagt, fiir derartige g-Funktionen habe das 
Integraltheorem der Fourter-Transformation Giiltigkeit. Bei verschwindenden 
MeBfehler gilt es sicher also nur fiir Funktionen g,,,,, wenn man streng mathe- 
matisch vorgehen will. Fiir die obenbegriindete physikalische Problemstellung 
reicht es jedoch stets véllig aus, wenn man alle g-Funktionen eines Funktionen- 
komplexes hierbei als eineindeutig transformierbar zulaBt, die das eine gnorm mit- 
enthalten, denn sie alle unterscheiden sich nur ,auf Nullmengen‘ und dieses be- , 
deutet, wie wir sahen, den ResteinfluB der Fehlerstatistik h fiir Ot > O, der mit den 
eigentlichen Funktionen selbst also nichts zu tun haben kann. 
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Nullmengen verschiedenen Funktionen zu einem , Funktionenkomplex”™ 
zusammen, von dem insbesondere die durch (12) und (13) definierte 
Funktion der beobachtbaren GréBe bei symmetrischer Fehlerstatistik 
und Abstraktion auf MeBfehler Null entsprechen wiirde’. Weit inter- 
essanter wird die Frage in bezug auf den Funktionenkomplex, wenn man 
k-Funktionen bei endlichem MeBfehler studiert. Beobachtet sei z.B. 
innerhalb der MeBfehler und des MeBbereiches: 


Rie tae en. (14) 


In GI. (7) kann man nun zur Befriedigung von (14) eine ganze Reihe 
héchst verschiedener g-Funktionen einsetzen, z. B: 


sin 22 Avt 


g() = 2a Av | 
_ GinaznAvt | 
RO aa (15) 
tg 2a Avt 
ot) aia aS 
wobei stets 
02 Aye tie. 


Alle diese Funktionen und unzahlige andere samt allen nur in Null- 
mengen von ihnen verschiedenen Funktionen gehéren zum Funktionen- 
komplex (14). DaB sie sich auBerhalb des MeBbereiches ¢,, zum Teil 
ganz wesentlich unterscheiden, kann unser Beobachter a priori nicht 
erkennen. Fiir die spatere Fragestellung ist das Verhalten der Funk- 
tionen auBerhalb des MeBbereiches auch ganz gleichgiiltig, wie wir noch 
sehen werden. 


Der Funktionenkomplex (15) la8t sich weiterhin noch in auBerordent- 
lichem MaBe durch Addition von Fluktuationen erweitern, die nach 
Faltung mit / nur auf Nullwerte fiihren, experimentell also nicht be- 
obachtbar sind. Diese Frage gewinnt in der Theorie der FourRIER- 
Transformation eine hohe Bedeutung. Beispielsweise kann man zu (15) 
die folgenden g-Funktionen addieren, deren k(t) =0 innerhalb der Meb- 
fehler?. 

i" sin t/At n>0 


k(t) =0 — fiir sin™t/At m->0O und ungerade (16) 


gel kta lated 40 be nit) ph lta 
m+1m—1 a Bile 
wobei stets 


O= At Or. 
1 Die Theorie des LeBEsGuEschen Mages und Integrals (CARATHEODORY 1918) 


beschaftigt sich mit dieser Art von Funktionenkomplexen und ihren Integralen, 
2 Beweis s. Anhang I. Der Fall »=—4 wird spater behandelt (GI. (96)]. 
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Wir fassen dieses wichtige Ergebnis wie folgt zusammen: 

Steht fiir den ¢/Raum ein MeBinstrument mit der Fehlertoleranz df 
und als Beobachtungsintervall die Zeit |¢]<¢,, zur Verfiigung und ist 
die GroBe At geniigend klein gegen dt und 1/A » geniigend groB gegen ¢,,,, 
so kann man innerhalb der Beobachtungsfehler experimentell nicht 
zwischen den Funktionen g eines Funktionenkomplexes unterscheiden, 
die sowohl in bezug auf ihre Nullmengen {allgemeiner gesagt: in bezug 
auf ihr Verhalten in 6¢-Umgebungen von Feinheiten von k(t)| als auch 
in bezug auf ihr Verhalten auBerhalb des MeBbereiches, als auch in bezug 
auf eine schnell genug erfolgende Fluktuation untereinander differieren. 
Selbst bei beliebig hoher MeBgenauigkeit d¢+0 bleibt diese dreifache 
Mannigfaltigkeit bestehen. Welche der Funktionen dieses Komplexes 
der Beobachter zur quantitativen Ausgestaltung einer Theorie seiner 
Beobachtungsgr6Ben auch wahlen mag, das Ergebnis muB mit allen 
seinen Folgerungen stets dasselbe sein. 

Die reine Mathematik beschaftigt sich im Gegensatz dazu nicht mit 
den Limes gegen Null konvergierender Ungenauigkeit, sondern setzt 
von vornherein voraus, die Ungenauigkeit der Beobachtungen sei iden- 
tisch null. Die dadurch entstehenden, allgemein bekannten und mannig- 
faltigen Schwierigkeiten lassen sich in einfacher Weise durch die oftmals 
ungleichmaBige Konvergenz des folgenden Limes erklaren: 

lim k (6#, t) == k(0, #). (17) 

6t+0 
Der rechtsstehende Ausdruck stellt die Funktion als solche, nicht aber 
die Funktion, soweit sie nur beobachtbar ist, dar. Die mit dem Studium 
der Funktionen als solcher zusammenhangenden Fragen sind rein mathe- 
matischer Natur und haben beim Vorliegen einer ungleichmaBigen Kon- 
vergenz fiir die Physik und ihre Anwendungen kaum noch eine Bedeu- 
tung. 


III. Die Prazision der FOURIER-Transformierten und ihre Berechnung. 

Der Begriff des Unendlichen bei physikalisch beobachtbaren Funktionen. 
- Statt mittels eines Chronometers kann man einen Zeitvorgang k(t) 
auch dadurch studieren, da man sein Frequenzspektrum miBt!. Dieses 
laBt sich bekanntlich wie folgt berechnen: 


+tm . 
Ko(v) = J Bian Ae Ad ts (18) 
Dieses Integral einer beobachtbaren GréBe & im endlichen Zeitintervail 2/,, 
ist natiirlich stets konvergent. Die v-Messung ist nattirlich auch mit 
1 Akustik: Tonfrequenzspektrometer; Optik: Spektrograph ; Schwingungs- 
forschung: Resonatoren. Elektrotechnik: Schwingkreise, Siebketten; Kristallo- 
graphie: Amplitude der Kristallreflexe usf. 
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ainem Fehler 6y und einer’ Fehlerverteilung H (dv, v) behaftet, die im 
speziellen Fall einer Gaussschen Verteilung gegeben ist durch: 


H (d v, v) —_ e— (v0 ae (19) 


\nd y 
wobei der MeBbereich des Instrumentes beschrankt ist durch |v|<»,,. 
Das experimentell festgestellte Frequenzspektrum ist analog (7) gegeben 
durch: 


_—~ 


K(v) =KyH. (20) 


Die Prazision 1/6f des als Chronometer benutzten Spektrographen laBt 
sich wie folgt berechnen: 

Nach dem Shifttheorem der FourRIER-Transformation erzeugt ein 
gegen k(t) um ¢, verzégerter Funktionsablauf statt (18) innerhalb der 
MeBfehler das Spektrum 


aos : 
(bib (teat) eo At dt Ken a (21) 
Se. 
Vereinfachend ist dabei vorausgesetzt, daB k=O fiir |¢|>t,,—|4|. 
Gemessen wird jedoch nur entsprechend (20) 


ane eee 


K'(v) = (e7277°4 K,) H. (22) 


Am Ende des FrequenzmeBbereiches, wo man also die starksten Unter- 
schiede zwischen (20) und (22) feststellen kann, unterscheiden sie sich 
nur, wenn »,,¢, nicht klein ist gegen 1. Somit hegt ¢, dann und dann 
nur beobachtbar auBerhalb der MeBfehler, wenn dieses Produkt gréBen- 
ordnungsmaBig den Wert 1 erreicht oder tibertrifft. Der MeBfehler dt 
selbst ist darum bis auf einen Faktor der GréBenordnung 40° gegeben 
durch 

dt ~ Ar. (23) 


Benutzt man umgekehrt den Chronometer zur Frequenzmessung, so hat 
er groBenordnungsmaBig hierfiir eine Prazision 


dv ~1/t,,- (24) 


Die Gln. (23) und (24) gelten universell fiir beliebige Beobachtungs- 
mittel. Sie kénnen auch als Definitionsgleichung der MeBfehler in einem 
Raum durch die GréBe des MeBbereiches im anderen Raum aufgefaBt 
werden oder umgekehrt. 


' Im Fourter-Raum wird ein Faltungsprodukt in gleicher Weise wie durch 
(7) und (6) im physikalischen Raum definiert. (20) lautet z.B. ausgeschrieben 


Ky H=J Ky(u) H(v—w).du. 


2 = 1] 4} => = « reqle- 7c Phe by ras 
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_ Man gewinnt nun auch eine interessante Aussage dartiber, welche 
Anderungen K erleidet, wenn sich etwa k auBerhalb seines MeBbereiches, 
wo es also nach Definition nicht beobachtbar ist, andert: 

Es werde etwa k an der Stelle ¢,, um einen Betrag Dk (t,,) verandert. 
Hierdurch entsteht in A der zusatzliche FourtrER-Summand 


DEKy = Dk ({t,,) e —27t Ven 


Erst nach Faltung mit H erhalt man hieraus die beobachtbare Ver- 
anderung. Wie ein Vergleich mit den Gln. (16) zeigt, ist dieser Zuschlag 
immer dann nicht mehr beobachtbar, wenn die Ungleichung erfiillt ist: 


|tn| >] 


ale 


Je gréBer ¢,, ist gegeniiber der Bereichsgrenze ¢,,, um so gréBer darf 
auch Dk(?,,) sein, ohne daB diese zusatzliche Fluktuation einen bemerk- 
baren MeBeffekt hervorruft. Dies ist gleichbedeutend damit, daB man 
bei der Auswahl irgendeiner Funktion g zur Erklarung einer beobacht- 
baren GrdBe k so zu verfahren hat, daB sich diese g-Funktion innerhalb 
des MeBbereiches von & nur sehr wenig unterscheidet, mit wachsender 
Entfernung auBerhalb der MeBbereichsgrenzen aber schlieBlich einen 
beliebig anderen Verlauf nehmen darf. Dieses ihr Verhalten auSerhalb 
des MeBbereiches kann.man auch als ihr Verhalten ,,im. Unendlichen“‘ 
bezeichnen, wobei man meBtechnisch aber im Gegensatz zur mathe- 
matischen Definition alle die ¢-Werte als im Unendlichen legend be- 
zeichnet, die sich nur gentigend weit entfernt von den MeBgrenzen t,, 
befinden. Die Transformierte des Funktionenkomplexes g, der zur be- 
obachteten GréBe k gehort, ist dann stets innerhalb der MeBfehler der 
Frequenzmessung auch identisch mit dem gemessenen K. Als Beispiel 
hierfiir betrachten wir etwa den Funktionenkomplex der Gl. (15), der 
sich gewiBlich in geniigender Entfernung von der MeBbereichsgrenze 1,, 
(ungenau gesagt: ,,im Unendlichen‘‘) sehr stark untereinander unter- 
scheidet. Dennoch liefern die dort angegebenen sin- und Gin-Funk- 
tionen, in den FourrER-Raum transformiert, innerhalb der dor- 
tigen durch (24) definierten MeBfehler genau die gleiche beobachtbare 
GroBe [vgl. Anhang VII und das zu Gl. (64) Gesagte]. Auch hier ist 
es wieder ohne weiteres méglich, die MeBfehlergréBen im Grenzwert 
gegen Null gehen zu lassen, wobei die MeBbereichsgrenzen dann gegen oo 
konvergieren. Man erhalt vdllig analog zu (17) fiir die K-Funktion dann 
im Grenzwert eine mathematisch genau definierte GréBe, die sich aber 
in sehr vielen Fallen, nimlich iiberall dort wieder, wo eine gleichmaBige 
Konvergenz fehlt, véllig unterscheidet von der auf dem klassischen 
Wege 6y=0 berechneten FourtEer-Transformierten von k: 

lim K (6, v) + K (0, »). (25) 


Ov>0 
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Mathematisch laBt sich der Sachverhalt folgenderweise prazisieren: 

Es seien bei gegebener MeBfehlergréBe 5t, dv und dadurch durch 
(23) und (24) bedingten MeBbereichsgroBe zwei Hilfsgr6Ben Av, At, 
wie folgt definiert: 


Oa At<.ot; 0<Av<or. (26) 


In den MeBbereichen seien mit der gegebenen Ungenauigkeit beobachtet 
die Funktionen & (dt, ) und K (dy, v). Man sucht dann fiir beide inner- 
halb ihrer MeBbereiche irgendwelche mathematischen Naherungen g (t) 
und G(v), die sich mittels der Parameter Ay und A? in jedem Falle finden 
lassen [vgl. Gl. (15) und (16)] und auBerhalb der MeBbereiche beliebig 
verlaufen kénnen. Dann liefern alle gual 


1/Av 
K (by) =} Paine nan y H(6y, ») 
ain (27) 


ReneS f K(v) 2itay| (64, 0) 

—4At J 
innerhalb der MeBfehler wieder jeweils einen Funktionenkomplex. Bildet 
man nun durch sukzessive Verkleinerung der MeBfehlergréBen dv, dt 
den Limes beider Integrale (27), so sagt man, K sei die FouRIER-Trans- 
formierte von k und & sei die Invers-FourtER-Transformierte von K, 
wenn die folgenden Relationen erfiillt sind: 


lim h (6d, t) = k(t) | 


dt>0 


lim K (6y,») =K()._| 


Ov—>0 


(28) 


Welche der g- bzw. G-Funktionen der jeweiligen Funktionenkomplexe 
man zur Berechnung dieser Grenzwerte (28) benutzt hat, ist auf das 
Resultat ohne EinfluB. Zur Vereinfachung des Formalismus kann man 
auch den ,,Operator“’ der FourteR-Transformation § und denjenigen 
der Inverstransformation %} + einfiihren und sagt dann im Falle der 
Giiltigkeit von (28), G sei die FourtER-Transformierte von g und g 
sei die Inverstransformierte von G: 


Co) = 8) = fe etrnai 
L3 (29) 
g(t) = 1G) = f G(r) 2 *"dy. 


Dabei umfassen die Funktionen g und G jeweils wieder einen Funk- 
tionenkomplex, dessen Einzelfunktionen sich voneinander aber nur in 
bezug auf Nullmengen und unauflésbare Fluktuationen unterscheiden 


2 an SES areA ieee te < rajlz 1 . i 
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kénnen. Die vor der Vornahme des Limes (28) bestehenden Freiheiten 
dieser Funktionen auBerhalb der jeweiligen MeBbereiche sind nun wirk- 
lich auch mathematisch ,,ins Unendliche‘' geruckt und darum auch in 
den Endformeln meistens nicht mehr erkennbar. 

Nimmt man statt der Zeit ¢ den Ortsvektor x im physikalischen 
Raum, statt » den ,,reziproken‘‘ Ortsvektor 6 im entsprechenden Fou- 
RIER-Raum, ist ferner (bx) das skalare Produkt beider Vektoren, dv, ein 
Volumelement im physikalischen Raum und dv, ein solches im FourIER- 
Raum, so lassen sich in gleicher Weise durch einen (28) volhig entspre- 
chenden Grenziibergang die folgenden Fourter-Transformationen an- 
schreiben: 


Gb) = Fle) =f elax)e27%dv,, (30) 
g(x) =F 2G) = [ G(s) 20M day. (31) 


Fur die Beobachtungsfehler und MeBbereichsgrenzen gilt in gleicher 
Weise die in (23) und (24) 


6 |b] ~4/|%n| , (3.2) 
‘ 6 |x| ~1/|b,, |. (33) 
Setzt man insbesondere 
2sin } 
jap 22, (34) 


wobei 2% der Beugungswinkel eines Wellenzuges gegentiber seiner Ein- 
fallsrichtung und A seine Wellenlange ist, so finden diese Gln. (30) bis (33) 
bekanntlich einen breiten Anwendungsbereich in groBen Teilen der 
Physik. Fiir optisches Licht und ein abbildendes Linsensystem ent- 
spricht g z.B. der Transparenz einer als Objekt aufgestellten von hinten 
gleichmaBig belichteten Platte und G der Verteilung der Lichterregung 
in der bildseitigen Brennebene des Systems. Durch die Inverstransfor- 
mation (31) entsteht aus dieser nach dem KrrcHHorFschen Gesetz 
oder, wie es ABBE in seiner Linsentheorie darlegte, wieder in der 
Bildebene das entsprechend vergréBerte oder verkleinerte Bild g. Zur 
Erhohung der Genauigkeit 6x beim Fehlen von Linsenfehlern usf. muB 


nach (33) in 6x~ a5. die rechtsstehende GréBe, bekannt als 


in # 
Linsenapertur, vergréBert werden (#,, Offnungswinkel der Austritts- 
pupille). Ahnliches gilt fiir Elektronenmikroskope. Oder ist g die Elek- 
tronendichteverteilung in einem Praparat, so ist G die Streuamplitude 
langs der Oberflache der Ewatpschen Ausbreitungskugel bei Benutzung 
einer Réntgenstrahlung (Elektronenstrahlung) der Langenwelle A. 20 wird 
in diesem Falle meist ,,Streuwinkel‘‘ genannt. Selbst wenn die benutzte 
Streukammer Streuwinkel bis 180° miterfaBt, ist hier also stets 


2 
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Alle Reflexe mit gréBerem b erscheinen auf dem Réntgendiagramm nicht 
mehr. Die bei der Riickrechnung (31) daher erhaltene, durch (33) ge- 
gebene FehlergréBe 6x liegt selbst bei Benutzung von Mo-K-Rontgen- 
strahlung in gewissen Partien des nun durch ,,FouRIER-Synthese™ er- 
rechneten g(x)-Diagramms in der GroBe von 0,3 A. Sie auBert sich 
meist in einer Welligkeit der Niveaulinien gleicher Elektronendichte, 
die vor allem in den duBersten Elektronenschalen sehr merklich sein 
kann (genannt ,,Abbrucheffekt", vgl. HoSEMANN, BAGCHI 1953a). 


Umgekehrt ist es bei einem nur auf + 6x genau definierten Praparat 
unsinnig, Aussagen tiber G auBerhalb des Bereiches 6 ~ 1/6x machen 
zu wollen. In Antennensystem zu Peilzwecken ist die Genauigkeit 00 
des Peilwinkels, gegeben durch (32), (34), nur zu erhéhen durch Ver- 
groBerung der Basis x,, der Antenne oder durch Verkleinerung der Wel- 
lenlange (Radar!). Ahnliches gilt auch fiir optisches Licht beugende 
,,Gitter. Bei konstantem Strichabstand wird das Auflésungsvermégen 
dieser Gitter nur durch VergréBerung der Strichzahl erhoéht. Richtig 
gesagt kommt es auch hier wieder nur auf die Linearausdehnung ~,, des 
Gitters an. Dies gilt in gleicher Weise fiir die Peilprazision elektro- 
akustischer Strahler usf. 


IV. Definition und Eigenschaften der Punktfunktionen. 


Fir die Durchfiihrung des Grenziiberganges (28) ist in vielen Fallen, 
die von der Analysis bis heute nicht beherrscht werden kénnen, die 
Benutzung der Punktfunktion unbedingte Voraussetzung. Die Wichtig- 
keit dieses Verfahrens hat wohl zuerst DirAc auf dem Gebiete der Quan- 
tenmechanik gezeigt. Sie besteht aber ganz allgemein. Da die Punkt- 
funktion zudem in besonders schéner Weise als Beispiel eines Funk- 
tionenkomplexes anzufihren ist, soll sie im folgenden eingehender be- 
trachtet werden, dies um so mehr, als dabei gleichzeitig eine Reihe ganz 
neuer Eigenschaften von ihr entdeckt werden kénnen: 


Wie es schon der Sprachgebrauch lehrt, ist ein Punkt ein Gebilde, 
das punktférmig, also klein ist gegeniiber irgend etwas anderem. Am 
ReiBbrett beispielsweise wird man diejenigen Punkte und Striche wirk- 
lich als punktformig bezeichnen, die schmal sind gegentiber der Genauig- 
keit, mit der der Zeichner etwa durch Anlegen eines MaBstabes ihre 
gegenseitigen Abstande mi®t. Wenn von dem Konstrukteur eine héhere 
Genauigkeit verlangt wird, so lohnt es sich fiir ihn in diesem Falle nicht, 
seine ReiBfeder scharfer einzustellen. Damit ist auch schon die Defi- 
nitionsgleichung fiir eine Punktfunktion gefunden: 


Ist h(x) ganz entsprechend (2) die Fehlerstatistik eines MeBvorganges, 
so definiert man als Punktfunktionen alle diejenigen Funktionen P, die 
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gefaltet mit #, innerhalb der MeBfehler wieder auf h fiihren: 

Ph=h; [PW adt=1. (36) 
Wie man sofort aus (6) erkennt, ist die rechtsstehende , Normierungs- 
gleichung* fiir den ,,Inhalt'‘ der Punktfunktion eine notwendige Vor- 
aussetzung dafiir, daB die linksstehende Gleichung innerhalb der MeB- 
fehler erfiillbar ist. Multipliziert man P mit dem Faktor a, so hat diese 
neue Punktfunktion nicht wie (36) ,,das Gewicht‘ 1, sondern das Ge- 
wicht a. Offensichtlich geniigt jede Funktion P, die schmal genug ist 
gegeniiber /, der Definitionsgleichung (36). Insbesondere kommen wir 
dann zu der folgenden neuen Definition [vgl. dazu (26)]: 


P(t)=limhA(6t,t) mit |At}<ot. (37) 


Wieviel kleiner dabei A¢ sein muB als der MeBfehler 6¢, hangt von der 
speziellen Form von h und der Prazision der g-Messung ab. [Vgl. dazu 
das zu Gl. (6) Gesagte.} Fiir eine Gausssche Fehlerverteilung (2) ist 
z.B. (vgl. Anhang IT) 


0" Ta [aor (oo 
Dieses Faltungsprodukt unterscheidet sich schon fiir At/6¢=10~ kaum 
mehr um 0,01 % von der h- Funktion. Sicher ist also fiir beliebig hohe 
Prazisionen 


e 
OIG es) 


—(¢/4t)? 
er ne é P Gh dei By (9) 
eine Punktfunktion, wie sie schon von Ewatp (1940) zur Berechnung 

von Kristallstrukturen eingefiihrt und in treffender Weise im Gegensatz 
zur I Drracschen 6-Funktion mit ,,peak‘‘-Funktion benannt wurde. Wei- 
tere ae von Punktfunktionen, die sich in bese Weise ver- 


IRN ih ( 
ivi sri bates ap arty 
ars ae ay 
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Aber auch eine Linearkombination derartiger Punktfunktionen JP, (é) 
ist wieder eine Punktfunktion: 


K 
P (t) ae > Be Pelt — Ad); > Ps = : (45) 
R=1 


Hierbei sind alle Parameter c, von der GréBenordnung 1 und es be- 
deutet hier und im folgenden P (t—¢,) eine um den Betrag 4, gegentiber 
P(t—0) verschobene Punktfunktion. Eine sehr allgemeine Definition 
der Punktfunktionen 14Bt sich schlieBlich noch in der Form finden: 


Yee hth 2) Laas (46) 


wobei das Integral von g endlich sein soll. Fiir den unermeBlich groBen 
Komplex all dieser Punktfunktionen ist dennoch stets (36) erfiillt, falls 
man nur den Parameter A? gentigend klein wahlt. Dagegen ist eine 
Definition At=0 mit manchen Mangeln behaftet wegen der ungleich- 
maBigen Konvergenz aller Ansatze (37) bis (45). 


Die oben gegebenen Beispiele sind insofern noch harmlos, als bei 
ihnen die ungleichmabige Konvergenz mit 6¢—>0 meist an der Stelle t= 0 
erfolgt. Dagegen ist die Punktfunktion |[DoETSCH (1950), S. 432] 


° firsiwt <a 

aes a 47 

) lS 2 ‘e-4tat fir = £0 de 
27 a 3 


stets an der Stelle £=0 selbst identisch 01. Fiir die FourtER-Trans- 
formierten der oben betrachteten Punktfunktionen findet man in 
elementarer Rechnung?, wobei Gl. (41a) z.B. die Transformierte von 
Gl. (41) darstellt: 


1 Doch mu man sich vor dem SchluB hiiten, da 


evhacy/ Be aches 
lim \/7 ay ce 
At>o 2 mf 


sei fiir alle ¢, was offensichtlich nicht stimmt, da diese Punktfunktion stets an der 


6 1 


te Pe ‘i : 
Stelle ¢= a ein Maximum vom Werte (=) = hat, das haBlicherweise 
2)/x At 


e 
also auch fiir A¢— 0 stets dicht neben ¢=0 liegt. 


* Wie man im praktischen Fall diese Fourter-Integrale zu berechnen hat 
mittels des Grenztiberganges (28), ist Gegenstand einer spateren Untersuchung. 


Begriindung einer Algebra physikalisch beobachtbarer Funktionen. I. 65 


% (P) — g—(xvd4t)* 


’ (39a) 
| Petar ry p41 171 8 | 
O(P)=De(v)=+4 fiir |»|=1/At (40a)! 
is fir —fy|>4/At, | 
Ren \ eee I 
o(P) = 14 (da®’ (41 a) 
wu (P) = (D1)™, (42a) 
= _ snavAt 
ra) (P) 3% avAt . (43 a) 
, =5 {jsinayvAt\2 ; 
o(P) = Pere ] , (44a) 
& (P) — e- \2xivAt i (47a) 


Bedenken wir nun, da8 durch Gl. (23) der Beobachtungsbereich y,, im 
y-Raum bei endlicher Prazision 1/6/ begrenzt ist und die immer giiltige 
Definitionsgleichung (37) fiir die Punktfunktion vorsah, das ganz ent- 
sprechend (26) |4¢|<d¢ sein muB, so sieht man sofort, daB die FourtER- 
Transformierten der Gln. (39a) bis (47a) innerhalb des FrequenzmeB- 
bereiches und innerhalb des dortigen Beobachtungsfehlers immer ge- 
geben sind durch 
Se )Stititicl sperlssr,: (48) 
Nach der Drracschen Auffassung ist im Gegensatz dazu 
(0) =1 fir alle y. (49) 


Dies racht sich sofort, wenn man hiervon die Inverstransformierte be- 
rechnen will: 


F441) =f ezirtdy— 4(0). (50) 


Man ist dann, um Worte von SNEDDON (1951) zu gebrauchen, zur Durch- 
fiihrung ,,rein formaler‘’ Rechenoperationen gezwungen, die begreif- 
licherweise bei allen denjenigen Widerspriiche hervorrufen, die sich mit 
reinen Formalismen nicht begniigen wollen, da sie die Gefahren der 
dadurch entstehenden Unsicherheiten allzu gut kennen. Im Gegensatz 
dazu kann man die Gln. (39a) bis (47a) elementar und eindeutig wieder 
durch Inverstransformation in ihre Ausgangsfunktionen (39) bis (47) 
zuriickfiihren, wobei man sich stets nach Belieben den MeBfehler d¢ so 
klein wie gewiinscht, nie aber ganz genau = 0 vorzustellen hat®. Auch 
hier bewdhrt sich genau so wie bei der oben bewiesenen Eindeutigkeit 
der FourtER-Transformation, da8 man im Gegensatz zu der landlaufigen 


1 Bekannt als DrricHLETsche Sprungfunktionen. 

2 Wie man die Umkehrintegrale in einfacher Weise zu berechnen hat, wird an 
anderer Stelle gezeigt werden. ; 
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Meinung nicht von vornherein Funktionen mit verschwindendem Meb- 
fehler zu betrachten begann. Durch Anwendung von Gl. (6) auf zwei 
Punktfunktionen erkennt man sofort die wichtige Relation: 


P(t—4) P(t) =P¢—4,—4). (51) 
Allerdings ist die rechtsstehende Punktfunktion meist etwas verschmier- 
ter, als die beiden linksstehenden (vgl. Anhang II). Doch sind sie alle 
immer noch Punktfunktionen, da es eben nicht die, sondern sehr viele 
derartige Punktfunktionen, namlich beliebig viele gibt. Mittels dieser 
Gl. (51) gelingt eine auBerordentlich einfache Darstellung der PATTERSON- 
schen vector-sets (PATTERSON 1944) und eine Aufklarung gewisser homo- 
metrischer Punktstrukturen (HOSEMANN-BAGCHI 1953b). Nach dem 
shift-Theorem [Gl. (21) ] folgt weiterhin fiir alle Punktfunktionen inner- 
halb des MeBbereichs und des Beobachtungsfehlers: 


(Pb ty) ae teh (52) 
Natiirlich gilt auch fiir jede durch (7) definierte beobachtbare Funktion k 
k(P(é—t)) =k(f—4). edly 


Diese Gleichung, die das Pendant zum shift-Theorem im anderen Raume 
darstellt, hat sich, wie zuerst EWALD (1940) zeigte, auBerordentlich 
fruchtbar erwiesen zur Beschreibung von Kristallstrukturen (vgl. auch 
HOsSEMANN 1950). Mit abnehmendem MeBfehler darf man statt ihrer 
auch schreiben: 


gP(t—t) =g(t—4), (54)2 


wobei sich je nach der Feinstruktur der Punktfunktion die rechts- 
stehende Seite nur in bezug auf Nullmengen von der linksstehenden 
unterscheidet [vgl. das zu Gl. (10) und (11) Gesagte]. Natiirlich gilt 
weiterhin in Ubereinstimmung mit (33) stets auch fiir nicht zu kleines a: 


P(at)=— Pi); a>o. (55)8 


1 Es sei hier nur am Rande vermerkt, da (40) zu einer Gruppe von Punkt- 
funktionen gehdrt, die beliebig oft mit sich gefaltet immer wieder exakt die gleiche 
Punktfunktion ergeben, ohne dabei also breiter zu werden oder sich sonst irgendwie 
zu verandern. Sie entsprechen im anderen Raume Funktionen, die entweder nur 
den Wert 1 oder 0 haben, also beliebig oft mit sich multipliziert immer sich selbst 
gleich bleiben. 

*» Diese Gleichung lautet fiir 4, =0 ausgeschrieben: 


Sk(u) P(t—u) du= k(t). 


In dieser Form findet man sie bei Dirac (1951) und SNEDDON (1951). 
8 Gleichfalls zu finden bei Dirac und SNEDDON. 
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Falls k bei /=0 in eine Potenzreihe entwickelbar ist, so ergibt sich als 
Spezialfall von (53) fiir 4; —0 an der Stelle :—0 


— oO 
(RP)(0) =a, mit k(t)= Ya,t", 
n=0 
woraus folgt, 


(56)? 


aah SS. 


aes I fiir —Q 
f @Pdt= mats | 
Op Sire fe 1.2,3,;.-| 


Gleichungen der Art (55) sind ziemlich gefahrlich, denn nach 
Definition (36) ist es miiBig, sich iiber die Feinstruktur einer Punkt- 
funktion tiefere Gedanken zu machen, da beobachtbar doch nur gewisse 
Integralwerte sind. Die Gln. (48), (54), (52), (53), (54), (56) dagegen 
als Integralgleichungen sind giiltig fiir den ganzen Komplex der 
Punktfunktionen?. 


V. Verifizierung des Faltungs- und Integraltheorems 
der FOURIER-Transformation. 


Unter Benutzung der Gl. (27) bietet es keine Schwierigkeit, irgend- 
eine beobachtbare Fiinktion aus dem einen Raum in den anderen und 
wieder zuriick zu transformieren und durch den Grenzitibergang (28) zu 
abstrahieren auf den Fall verschwindender MeBfehler. Im Gegensatz 
dazu betrachtet man in der klassischen Transformationstheorie den Pro- 
zeB stets an der Stelle dt =6x=dv=6b=0 selbst. Dann entstehen 
zahlreiche Schwierigkeiten: 


Es seien g, (¢) und g,(t) zwei Funktionen von ¢ und G,(y) und G,(v) 
ihre Fourter-Transformierten. Dann gelten unter gewissen Voraus- 
setzungen in der klassischen Theorie die folgenden Beziehungen: 


Das FourteR-Integral [vgl. dazu (29)]: 


a= Gy; @ &o = Go. (57) 


1 Fiir »—1 findet man diese Gleichung gleichfalls bei Dirac und SNEDDON. 

2 Offensichtlich gehért zu solchen gefahrlichen, wenn nicht sogar per defini- 
tionem sinnlosen Gleichungen die bei Drrac und SNEDDON S. 60 bzw. S. 34 an- 
gegebene: 


6(— x) = 6(4); 2a: d(#2— a?) = 6(4—a)+0(¥+ a), 


wobei a>0. Wenn man sie schon anschreiben will, so schlieBt man damit die 
groBe Gruppe von Punktfunktionen ohne Symmetriezentrum bei ¥=0 aus (vgl. 
Anhang III). Besser liest man die Gleichung 6(*) =0(—-) aber nicht als 
mathematische Identitat, sondern als eine Gleichsetzung der verschiedenen 
Funktionen 6 (x), 6(— ), die beide zum Komplex der Punktfunktionen geh6ren. 


5* 
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Das Umkehrintegral [vgl. Gl. (29)]: 
Oo GQ =&,; | Go = 82. (58) 


Das Faltungstheorem: 


5&1 8 = G,G3; & (81 82) Beis (59) 
& 1G,G, = & Be; & 1(G, Ge) = & Be. 
Das Integraltheorem: 
8 1G, =G,; oa =&1- (60) 


Eine umfangreiche Literatur gibt zahlreiche Theoreme, Lemmas, Satze 
und Hilfssaitze an, die hinreichende, aber nicht notwendige Kriterien 
enthalten, wann die Gln. (57) bis (60) mit Sicherheit Giiltigkeit haben. 
Fiir (57) wird z.B. stets einfache Konvergenz verlangt: 


feadt<M< oo. (61) 


DaB diese Bedingung sicher bei idealperiodischen Funktionen (z. B. auch 
unendlich ausgedehnten Kristallen) nicht erfiillt ist, steht fest!. Und 
dennoch berechnet man in praxi ihre Transformierten und arbeitet mit 
ihnen. In der PLANCHERELschen Theorie wird statt (61) nur quadratische 
Mittelkonvergenz verlangt: 


S (q@)2dt<N<oo. (61a) 


Damit ist fiir g(t) =(1-+ #)” die Konvergenz fiir 1 < — 4 erreicht, dic 
nach (61) nur fiir ~<— 3 erfiillt war. Man kann aber zeigen, daB die 
FourteR-Transformierte auch fiir beliebiges anderes n (selbst positives 1) 
von groBer Bedeutung ist [vgl. (67)]. Auf dem klassischen Wege ver- 
schwindenden MeBfehlers ist jedenfalls hier also nicht viel zu erwarten. 
Noch schlimmer sieht es nach diesen Vorstellungen aus, wenn der Pro- 
zeB (58) eindeutige Riickschliisse auf die g, zulassen soll, wenn man also 
bei gegebenen G, die Sicherheit haben soll, durch (58) die einzig mégliche 
. Lésung g, errechnen zu kénnen. Die heutigen Theorien fordern in Er- 
mangelung eines notwendigen und hinreichenden Kriteriums fiir die 
allgemein giiltige Eineindeutigkeit die absolute Konvergenz fiir die 
Ausgangsfunktion g: 

S\gldtsM<om. (62) 


Ein Beispiel hierfiir bietet die schon in (40) und (43) behandelte Funk- 


tion g(t) = on art Es besteht kein Zweifel, daB ihre Transformierte 


die Stufenfunktion (43) bzw. (40a) ist (DIRICHLETsche Sprungfunktion) 


1 Vgl. dazu auch WIENER (1951), der auf S.37ff. eine Erweiterung der Bedin- 
gung (61) fiir idealperiodische Funktionen definiert, 


Begriindung einer Algebra physikalisch beobachtbarer Funktionen. I. 69 


und daB eine derartige Sprungfunktion eindeutig wieder nach g von ¢ zu- 
rickfiihren muB, Das Kriterium (62) versagt in diesem Falle ally Aussage !, 
Etwas giinstiger sehen die Bedingungen fiir die Giltigkeit von (59) 
aus. DoETSCH verlangt z.B. lediglich, daB § &2., % g, und % gy fiir ein 
beliebiges, im Bedarfsfall komplexes 1) einfach konvergieren. Dann ist 


OHS =— OHS fir Rery>Rein. (63) 


Leider steht rechts nicht das Gleichheitszeichen, so daB man selbst fiir 
reelles vg aus dieser Bedingung noch nicht allzu viel ablesen kann. 
Vollig anders sehen dagegen die Verhaltnisse aus, wenn man nach 
Einfihrung eines MeB- und Beobachtungsfehlers, wodurch sich not- 
wendig auch gema8 (23) und (24) ein endlicher MeBbereich ergibt, von 
Gleichungen der Form (27) ausgeht. Die in diesen auftretenden be- 
obachtbaren Funktionen k und K erfiillen sicher die scharfe Bedingung 
(62) absoluter Konvergenz. Durch den Grenziibergang (28) gelangt man 
dann im Limes zum Fall verschwindend kleinen MeBfehlers und unbe- 
grenzt groBen MeBbereiches, wobei, wie schon in Abschnitt III gezeigt, 
eine Giiltigkeit der Gln. (57) bis (60) in jedem Falle zu erwarten ist, es 
sei denn, es traten bei diesem Grenziibergang Funktionen mit unendlich 
groBen Integralwerten auf (also keine Punktfunktionen mit endlichem 
Gewicht!), so daB das Anschreiben der betreffenden Gleichungen so- 
wieso keinen Sinn mehr hat. Wie man bei Durchfihrung des Grenz- 
iiberganges (28) dann zu rechnen hat, wird in einer spateren Untersuchung 
gezeigt. Im nachsten Abschnitt sollen nur noch einige wichtige Trans- 
formationsformeln der Punktfunktionen behandelt werden. 


VI. Der Integro-Differentialoperator. 


DaB8 ,,Operatoren‘‘ nichts unsicheres an sich zu haben brauchen, 
hatten wir mittels des Grenziiberganges (28) schon am Beispiel des 
,, FOURIER-Operators‘‘ §, 4%! und der Punktfunktionen gezeigt. SchlieB- 
lich ist auch das Plus- oder Minuszeichen der elementaren Algebra, 
wenn man so will, ein wenngleich durch Gewohnheit sehr bekannter 


derartiger Operator. 


1 DoeEtscH (1951) kennzeichnet diesen Sachverhalt S. 199 wie folgt: ,,. . . Trotz- 
dem 148t sich die Klasse der so {durch ProzefB 57)] entstehenden G-Funktionen leider 
nicht durch einfache innere Eigenschaften charakterisieren, wodurch der FouURIER- 
Transformation in diesem g-Raum etwas Unbeholfenes anhaftet. Wir werden immer 
nur hinreichende, nicht notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Giiltig- 
keit der Umkehrformen angeben kénnen.‘‘ In der PLANcHERELSchen Theorie der 
FourieErR-Transformation gelingt die Erzwingung der Eineindeutigkeit mit Hilfe 
der Lapracr-Transformation fiir eine Klasse von g-Funktion mit quadratischer 
Mittelkonvergenz (61a), wobei man auch die inneren Eigenschaften der G-Funk- 
tionen vollstandig umreiSen kann. Daf hierdurch aber nur eine fiir die Anwendung 
unbedeutende Ausweitung erreicht wird, wurde bereits gesagt. 


— 
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Wir versuchen zur Einfiihrung die durch (14) beobachtete Funktion 
durch einen der Ansitze (15) innerhalb der MeBfehler darzustellen. Alle 
diese Funktionen (15) gehéren, wie wir sagten, zum Funktionenkomplex 
von (14). Versuchen wir es hier mit der ersten dort angeschriebenen 
Naherungsgleichung, dem trigonometrischen Sinus (fiir den hyperboli- 
schen Sinus findet man die Ausrechnung im Anhang VII). Offensichtlich 
ist fiir reelles positives c: 


Po = ay (PW P+). (64) 
Denn sin 22 ct = k(t) ist eine im Beobachtungsbereich von ¢ ungedampfit 
verlaufende Schwingung. Innerhalb der MeSfehler kann sie nur eine 
Frequenz »=-c enthalten. Die Transformierte dieser zu t=O unge- 
raden Funktionen mu8B, wie man sich aus der Definitionsgleichung (29) 
fiir ihre Transformierte leicht iiberlegen kann, wieder ungerade und rein 
imaginar sein. Die Riicktransformation des in (64) rechtsstehenden Aus- 
druckes mittels (52) beweist nachtraglich die Richtigkeit des Ansatzes 
(64)1. Multipliziert man in (64) beide Seiten mit —2zz7 und setzt 
c=Ayv<d6yr, so hat man eine mathematische Darstellung fiir die be- 
obachtete GréBe (14) gefunden und kann ihre Transformierte sofort 
angeben innerhalb des entsprechenden MeBbereiches und der vorgege- 
benen Genauigkeit [vgl. Gl. (26) und die Definitionsgleichungen (23) 
und 24)]. Es ergibt sich also einfach, indem wir den Operator % auch 
schon fiir endliche MeBgenauigkeit einsetzen diirfen: 


§(— 20id) = 54 [Pv +42) — P(y—An)] =P. (65) 


Rechts stehen zwei Punktfunktionen entgegengesetzt gleich groBen Ge- 
wichtes, die unterhalb der MeBgenauigkeit (also direkt experimentell 
nicht beobachtbar) nach links und rechts aus dem Zentrum y = 0 heraus- 
geschoben sind. Welchen Wert wir der GréBe Ay bei gleichbleibender 
Form der beiden Punktfunktionen auch immer geben, meBbar durch 
Faltung mit H bleibt héchstens immer das Moment dieses Dipols, das 
den konstanten, von Ay unabhangigen Wert 1 hat [vgl. unten Gl. (89)]. 
Fir den Grenzwert Jy—0 und eine stetig gewahlte Punktfunktion P 
k6nnen wir (65) auch, wenn es uns so beliebt, als Ableitung der Punkt- 
funktion am Orte »=0 auffassen. Beide Auffassungen (Dipol oder erste 


1 Es ist: vielleicht nicht ganz befriedigend, die Fourtrr-Transformierte (64) 
nur durch eine Plausibilitatsbetrachtung und durch Riickrechnung unter Zuhilfe- 
nahme der friiher bewiesenen Gl. (52) einzufiihren. Grundsatzlich sind hiergegen 
keine Bedenken einzuwenden, da bei Vornahme des Grenzprozesses (28) stets eine 
eineindeutige Zuordnung der Funktionen zwischen beiden Raumen besteht. Aus 
auferen Griinden soll die Vorwartsrechnungen an diesen und an einer Reihe wei- 
terer Beispiele erst in einer folgenden Verdffentlichung dargelegt werden. — 
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Ableitung) sind gleichberechtigt innerhalb des Beob achtungsfehlers, die 
erstere meist tibersichtlicher. Da die Funktionen links und rechts in (65) 
in ihren MeBbereichen und innerhalb der Me Beenauigkeit eindeutig defi- 
niert sind unabhangig von der speziellen Wahl der Feinstruktur von P 
und der GréBe der Verschiebung Ay, sofern letztere nur Bedingungs- 
gleichung (26) erfiillt und P zum Funktionenkomplex der Punktfunk- 
tionen bei gegebener Fehlerstatistik gehért, so besteht kein Einwand 
dagegen, die linke Seite #-mal mit sich zu multiplizieren und entsprechend 
dem Faltungstheorem (59) rechts in (65) das n-fache Faltungsprodukt 
zu errechnen, denn auf der linken Seite entsteht hierdurch eine im MeB- 
bereich tiberall beobachtbare und eindeutige Funktion. Der Faltungs- 
proze8 rechts ist aber unter Benutzung der bewiesenen Gl. (54) und 
unter Berufung auf das distributive Gesetz fiir die Faltungsprodukte von 
Summen sofort ausfiihrbar und in jedem Falle kontrollierbar. Das Er- 
gebnis kann man sofort anschreiben: 


n 


y (”) (— 1)? P(v+(1—2k)Ar). (66) 


k=0 


PO PO P® = pH =" 

1 2 n (2A »)” 
Wahlt man speziell auch hier wieder (was aber durchaus nicht ndétig ist) 
eine stetige Punktfunktion und macht A »-—0, so steht auf der rechten 
Seite die -te Ableitung von P, genannt P™) [s. Mitte der Gl. (66)]. Man 
kann fiir P eine unstetige Funktion einsetzen, dann bedeutet das Bino- 
mium #-ten Grades offensichtlich eine Erweiterung des klassischen Diffe- 
rentiationsprozesses (s. unten). Man kann aber auch, wenn man will, 
Ay groB machen gegeniiber der Breite einer einzelnen Punktfunktion, 
dann bedeutet das Binomium eine charakteristische Folge von gegenein- 
ander verschobenen und deutlich voneinander separierten Punktfunk- 
tionen verschiedenen Gewichtes mit positiven und negativen Vorzeichen. 
Dieser ,,Multipol“ hat fiir die mit Fehlern behaftete Beobachtung ebenso 
wie der klassische oder der erweiterte Differentialoperator stets dieselben 
Eigenschaften. Seine Feinstruktur liegt weit unterhalb des Auflésungs- 

_vermégens des Beobachtungsgerites. Es ergeben sich somit die allge- 
mein giiltigen Transformationsformeln fiir ganzzahliges n 20: 


n 


' ¥(—2it)" =P (y—0) = ae a (7)(— 1)* P(y + (n—2k)Ay), (67) 
k=0 


n 


F1(20in)" = P” (t—0) = ea DY (F(R E+ 2h) Ad). (68) 


k=0 


Es steht nun auch nichts im Wege, links mit einer beobachteten 
Funktion k oder einer g-Funktion ihres Komplexes zu multiplizieren, 


s 


yr 
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da dadurch im MeBbereich' nichts Unkontrollierbares geschehen kann. 
Entsprechend hat man dann den rechtsstehenden Vielpol mit der Trans- 
formierten K bzw. einer Funktion ihres Komplexes G zu falten. Ver- 
suchen wir dieses zunachst an einem einfachen Beispiel, so erhalten wir 
unter Benutzung von (53): 


2At | 2At 2At 


PRignn ts JeE 249 =e 20) -flkc ctr Bd Ly matey 


Fiir stetiges g und At-0 ist dieses offensichtlich nichts anderes, als die 
zweite Ableitung von g am Orte?. Doch gilt diese Gleichung natiirlich 
auch in gleicher Weise fiir beliebig unstetiges g(#). Zwerfellos stellt also 
das Faltungsprodukt des Multipoles P” mit der Funktion g nichts 
anderes dar, als eine Erweiterung der n-ten Ableitung g™) auf beliebige 
unstetige g-Funktionen. Nattirlich wird man sich im praktischen Falle 
aus dem Funktionenkomplex der beobachteten GréBe k nicht gerade 
g-Funktionen mit einer anormalen Fluktuation und dergleichen aus- 
suchen. Dieses zu tun ist aber nicht verboten, denn beobachtbar bleiben 
immer nur die wesentlichen Eigenschaften der g-Funktionen des Kom- 
plexes. Wir erhalten somit die allgemein giiltigen Gleichungen!: 


% (— 221 t)"g = PMG = G (9), (70) 
F (2a »)"G = PM g = g(t), (74) 


Dabei bedeutet das Symbol g”), G” keinesfalls nur die 2-te Ableitung 
einer stetigen Funktion, sondern lediglich die in der Mitte von (70) und 
(71) ausgedriickte Faltungsoperation zwischen dem Multipol und g, G 
selbst. Die groBe Bedeutung der Gln. (70) und (71) liegt ja darin, daB 
man den DifferentiationsprozeB in einem Raum durch einen Multi- 
plikationsproze8 mit dem Ortsvektor im anderen Raume ersetzen kann. 
In der gewohnlich benutzten Operatorenrechnung wird dabei aber un- 
gliicklicherweise oftmals nicht klar genug unterschieden, daB man es 
mit Vorgangen in verschiedenen Raumen zu tun hat, so da der Ope- 
ratorenrechnung so, wie sie in manchem Gewande auftritt, etwas mysti- 
sches anhaftet. (Vgl. z.B. den HeavisipEschen_,,Operatorenkalkiil‘‘.) 


1 In der Theorie der Laptace-Transformation haben die Gln. (70) und (71), 
meist in umgekehrter Weise angeschrieben, eine hohe Bedeutung erlangt, da der 
Multipol aber noch nicht bekannt ist, bleiben sie beschrankt auf mindestens (n — 1)- 
fach differenzierbare Funktionen. In der Theorie der einseitigen LapLacr-Trans- 
formationen tritt auSerdem noch auf der linken Seite von (70) und (71) ein Polynom 
vom (nz — 1)-ten Grade von ¢ bzw. » auf, dessen Koeffizienten durch die entspre- 
chenden Ableitungen von g bzw. G an der Stelle = »—=0 gegeben sind, also die 
Anfangsglieder einer Taytorschen Reihenentwicklung darstellen [vg]. Dortscu 
(1950), S, 104]. 
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Auch fiir den IntegrationsprozeB findet man mit Hilfe des Grenz- 


prozesses (27) und (28) eine einfache und durchsichtige Begriindung. 
Es sei | 


ir { fiir —2a<i<0 | 
g(t) =40 fir ¢=0 und |t|>2a (72) 
{ fiir 0<t< 2a; wobei a>0 | 


Dann ist die FourtER-Transformierte in elementarer Rechnung zu fin- 
den in ; 


G(r) = sin 2% va fa tA a= ener} = al9g sin? 2a va (73) 


wY ; a 


Da g genau wie (64) wieder eine ungerade Funktion ist, mu8 auch (73) 
rein imaginar und ungerade sein. Es sei ferner der ,,EinheitsstoB‘‘ E (t) 
gegeben durch 
| { ir 0 
E(t)=}1 fir t=o0 (74) 
re Lees <0). 


Innerhalb des MeBbereiches kann man ihn héchst genau darstellen durch 
die Beziehung 

Ei) = tim (+ 4800). (75) 
Innerhalb der Beobachtungsfehler im Frequenzraum liegt die Trans- 
formierte von (75) deshalb inmitten des gesuchten Funktionenkomplexes 
und ergibt sich aus (52) und (73) zu 


1V 


%(E) = lim {® P(y —0)+ 


sin? 27a 
a—>1/Av 


Faltet man diesen Ausdruck mit der MeBfehlerstatistik H der Frequenz- 
messung [vgl. (20)], so ist die Fluktuation des rechtsstehenden Sum- 
manden so hoch, daB sie entsprechend Gl. (16) innerhalb der MeBfehler 
vollig geglattet wird zum Mittelwert, der fiir sin?y den Wert } hat. Also 
folgt fiir die beobachtbare Transformierte des EinheitsstoBes: 


S(E) => P(v—0) + 35- (76) 
In der Theorie der LAPLAcE-Transformation begniigt man sich mit dem 
rechtsstehenden Summanden und verzichtet damit auf eine Erfassung 
der Verhaltnisse auf der reellen »-Achse. [Vgl. z.B. DoETSCH (1950) 
und WAGNER (1940).] Lediglich Drrac (1951) hat auf eine héchst origi- 
nelle Weise die richtige Gl. (76) ohne Benutzung des Grenziiberganges 


(28) gefunden’. 


i DaB der hierbei durchgefiihrte Beweis nicht schliissig ist, soll an anderer Stelle 
bewiesen werden. In jedem Falle aber stimmt das Resultat! 
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Aus der Theorie der LapLace-Transformation ist schon lange bekannt 
(Beweis hierzu Anhang VI), daB 


Am. ae yess n—1 
EE =tE:; E Git Bost Que ey (77) 
2 n (n — 1)! 
Ebenso gilt? 
(es t 
Eg= fg(u)du. (78) 


Ebenso ist innerhalb der Beobachtungsfehler und ganz in Ubereinstim- 
mung mit (54): 


Damit ist in dem einen Raume der Zusammenhang zwischen dem Ope- 
rator E™) und P™) hergestellt: 


E\”) — P\-"),  m ganzzahlig positiv oder negativ. 


Da durch (77) das n-fache Faltungsprodukt von £ im ¢-Raum eindeutig 
definiert ist und dasselbe fiir die -fache Potenz des rechts in (76) stehen- 
den Ausdruckes im v-Raum gilt, so erhalt man die innerhalb der Be- 
obachtungsfehler und in den jeweiligen MeBbereichen eindeutigen giil- 
tigen Gleichungen: 


Ge ln haat (79) 
BaP) = (4 P- =)". (80) 


Urspriinglich hatten wir diese Gleichung nur fiir positiv ganzzahliges n 
abgeleitet. Beachten wir aber (56), wonach ¢P(¢) und »yP(y) nach Fal- 
tung mit #4 bzw. H unbeobachtbar sind, so gilt (79) und (80) auch fiir 
negativ ganzzahliges m und stellt dann einfach wieder die in (70) und (71) 
schon beschriebenen Differentialoperatoren dar. Beachtet man weiter- 
hin, daB mit E g=g‘-") nach (78) die Primitive von g gegeben ist, so ist 
offensichtlich 


EEg = E gi) = gi?) (81) 


nichts weiter, als die zweifach integrierte g-Funktion. Entsprechend ist 
also allgemein: 


pecs «o_o Sasi —._ t Un Un-1 Uy 
EE...Eg=Pig= f du, fduj2, f Siete f du, +g (uw) (82) 


1 Fir die einseitige LapLace-Transformation L 7» fiir die das Faltungsprodukt 
(78) meist berechnet wird, hat die g-Funktion fiir t< 0 stets nur Nullwerte. Es ist 
in der Literatur also meist als untere Integrationsgrenze des in (78) rechts stehenden 
Integrals nicht — oo, sondern t= 0 genommen. Die Gl. (78) ist die weit allgemein 
giiltigere. Vgl. hierzu auch Dortscu (1950, S. 92). 
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das n-mal iterierte Integral von g, wobei wieder statt der aus der La- 
PLACE-Theorie bekannten unteren Grenze t=O in allgemeinerer Weise 
von unterhalb des MeBbereiches her (¢< —1,,) zu integrieren ist. Diese 
Integration aus dem meBtechnisch nicht erfaBbaren oder, wie man es 
auch nennt, ,,Unendlichen“ scheint in der klassischen Form des 
RreEMANNschen Integralbegriffes 4uBerst sinnlos zu sein. Ganz anders 
sieht es aus, wenn man sich des Grenzprozesses (28) bedient. Zweifellos 
sind die auf beiden Seiten von (79) und (80) stehenden GréBen im MeB- 
bereich auBerhalb der Beobachtungsfehler eindeutig definiert. Es steht 
also wieder gar nichts im Wege, die linke Seite mit irgendeiner be- 
obachteten Funktion k, K oder einer Funktion g, G ihres Funktionen- 
komplexes zu multiplizieren, die rechte Seite aber entsprechend mit der 
Transformierten der beobachteten GréBe oder irgendeiner Funktion 
ihres Komplexes zu falten. Man erhalt damit als umfassende Erwei- 
terung des RIEMANNschen Integralbegriffes, ausgedehnt auf Integrale, 
deren eine Integrationsgrenze auBerhalb des MeBbereiches (im ,,Unend- 
lichen“), deren andere Grenze aber im MeBbereich liegt, die umfassenden, 
innerhalb der MeBfehler eindeutig giiltigen Beziehungen: 


a =" 1 1 \n 
2 End ear ae Ae ee i (83) 
&-1 P-—1G= 2G) [5 P— : | (84) 
hy — os ANG 2nit} &° 


Eine Eintragung des Argumentes von P eriibrigt sich, da man den Glei- 
chungen jeweils sofort ansieht an dem Auftreten von ¢, g bzw. v, G, in 
welchem der beiden Raéume man sich jeweils befindet. Die Gln. (83) 
und (84) gelten ebenso wie (79) und (80) auch fiir negative ganzzahlige n 
und entsprechen dann vollstandig den Gln. (70) und (71). Sie umfassen 
also nicht nur den Integrations-, sondern auch gleichzeitig den Diffe- 
rentationsprozeB, der beliebig oft an beliebig gestalteten Funktionen g 
und G angewandt werden kann, gleichgiiltig, ob diese stetig oder nicht 
stetig sind, ob sie Punktfunktionen oder Vielpole héheren Grades ent- 
halten und gleichgiiltig auch, wie sie sich auBerhalb des MeBbereiches, 
also im Unendlichen verhalten. In jedem Falle ist dann der Grenz- 
iibergang (28) nach verschwindend kleinen MeBfehlern und unbegrenzt 
groBen MeBbereich méglich. Eine allgemein giiltige Formel zwischen 
einzelnen Multipolen ergibt sich durch 


P Pim) — Ppirtm) | (84a) 


(n, m ganzzahlig positiv oder negativ reell). Eine wichtige Gleichung 
findet man noch, wenn man in (83) g in Form einer im Punkte ¢=0 
entwickelten Potenzreihe anschreibt: 


g(t) easaen 7 (85) 
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Bildet man nun ganz analog (56) das Faltungsprodukt P fir n >0 
mit g(t), so kann man dieses auf die klassische Weise errechnen, da g (t) 
in t=O stetig ist. Fiir t=0 hat diese m-te Ableitung also den Wert 
g”) (0) =a, n!. Umgekehrt kann man dieses Faltungsprodukt aber auch 
als solches ausrechnen und erhalt dafiir an der Stelle t= 0 entsprechend 
(6) unter Gleichsetzung mit dem eben gefundenen Resultat einfach 


gP” (t= 0) = f P™ (u) g(0— u)du=a,n!. (86) 


Setzt man hier (85) ein, so ist dieses Resultat fiir alle » >0 dann und 
nur dann méglich, wenn unter Benutzung des KRONECKER-D1RAcschen 
Symbols gilt: 


afta) Pe eto)? 7b 4 
m! mn 
(= y)™ PY (y — 0) mC | ; 
1 fire om. =n “ie 
se m,n positiv ganze Zahlen. | 
QO” ‘fity  m=—- 7 


Dieses ist die Momentengleichung des Vielpoles. Sie besagt, daB jedes 
seiner Momente endlich ist und gibt seinen Wert an: Durch Substitution 
von (67), (68) kann man sie auch in der direkt priifbaren Form an- 


schreiben: 
n 


lim (2c)"—* " (1) (—1)* (> a ae m! bn n- (88) 


ane k=0 


In Anhang IV ist (88) gepriift, in Anhang V ist (87) am Beispiel einiger 
stetiger Punktfunktionen nachgeprift. Insbesondere erscheint es auf 
den ersten Blick ganz unméglich, daB (87) fiir die Punktfunktion (47) 
und fiir m—n >0 Giiltigkeit haben soll, da der Integrant doch fiir 
geniigend groBes ¢ dann mit ?"~"~! iiber alle Grenzen wachst. Wahlt 
man aber den Parameter At in bezug auf die Bereichsgrenze so daB 
At<t",", so beginnt dieser Anstieg des Integranten von (87) erst weit 
auBerhalb des MeBbereiches, also im ,,Unendlichen‘‘. Die Momenten- 
gleichungen haben also auch fiir derartige, nur langsam abfallende Punkt- 
funktionen nach den Festsetzungen tiber MeBbereich und Prazision ihre 
volle Giltigkeit. Man kann tibrigens auch an der Transformierten (47a) 
erkennen, da sehr hohe Anforderungen an die Kleinheit von A? gestellt 
werden, da sie bei »y = 0 einen Knick hat, der in Sek hdheren Ableitungen 
einem Punktmoment entspricht?. 


1 Da es auf die Feinstruktur der Multipole als solche gar nicht ankommt, da 
sie ja nicht observabel ist, wird man bei der willkiirlichen Auswahl eines ,,Modells‘‘ 
fiir P™) lieber leichter zu handhabende P-Funktionen im Auge behalten. Ein Zwang 
hierzu besteht aber keinesfalls. 
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Die hohe, nicht beobachtbare Variabilitat der Feinstruktur der 
Vielpole eines Komplexes entspricht dem vélligen Freiheitsgrad der 
g-Funktionen eines Komplexes der Observablen k weit auBerhalb ihres 
MeBbereiches (im ,,Unendlichen‘‘). 


Zusammenfassung. 


1. Getreu einer bewahrten Arbeitshypothese jeder Naturforschung, 
uber Dinge solange als méglich nur solche Aussagen zu machen, die 
sicher beobachtbar sind, wird die Fehlerstatistik / (¢) mit dem mittleren 
Fehler 6¢ eines ZeitmeBinstrumentes und sein MeBbereich |¢|<¢,, ein- 
gefiihrt. Ist g (¢) der wahre Funktionsverlauf eines zu beobachtenden 


Vorganges, so stellt das Faltungsprodukt gah die allein beobachtbare 
Funktion &(¢) dar. Das Kollektiv aller Funktionen g(t), die mit h ge- 
faltet innerhalb der MeBfehler im MeBbereich gleichfalls die Observable k 
darzustellen vermégen, wird Funktionenkomplex g von & genannt. 
Zwischen diesen einzelnen g-Funktionen ist experimentell grundsatzlich 
nicht zu entscheiden. 

2. Statt eines Chronometers kann man zum Studium desselben Vor- 
ganges auch einen geeigneten Frequenzmesser mit einer Fehlerstatistik 
H(v), dem mittleren Fehler 6y und dem MeBbereich |v|<»,, ver- 
wenden. Sein ZeitmeBfehler liegt dann in der GréBenordnung 6¢t~1/y,, 
und er vermag keine sicheren Aussagen mehr auBerhalb des Zeitinter- 
valles t,,~1/dv zu machen. Ist Gp) die wahre Frequenzverteilung, so 


entsteht durch dieses Gerat die Observable K 20H Gi. Und wieder gibt 
es einen Funktionenkomplex von Funktionen G, die mit H gefaltet 
innerhalb MeBfehler und MeBbereich von der Observablen K nicht 
unterscheidbar sind. 

3. Transformiert man k mittels des nur tiber den #,,-MeBbereich 
erstreckten FourIER-Integrals, so entsteht innerhalb der MeBfehler die 
Observable K. Ebenso kann man aber auch eine der g-Funktionen des 
k-Komplexes transformieren und erhalt nach Faltung mit H immer eine 
zum Funktionenkomplex von K zugehérige G-Funktion. In welcher 
Weise man die g-Funktionen weit auBerhalb des #,,-Bereiches extra- 
poliert und in welcher Weise man die G-Funktionen geniigend weit 
auBerhalb des y,,-Bereiches extrapoliert, ist gleichgiiltig. Denn stets 
wird irgendeine der g-Funktionen eineindeutig in den Komplex der 
G-Funktionen und umgekehrt iiberfiihrt. 

4. In gleicher Weise wird auch der sehr zahlreiche Komplex der 
Punktfunktionen in beiden Raumen mittels eines Faltungsproduktes 
definiert als Funktionen, die von der jeweiligen MeBfehlerstatistik nicht 
aufgelést werden kénnen. Die Transformierten der Punktfunktionen 
haben innerhalb der MeBfehler und des MeBbereiches alle den Wert 1 
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und unterscheiden sich erst weit auBerhalb des MeBbereiches in belie- 
biger, aber nicht beobachtbarer Weise voneinander. 

5. Alles, was auBerhalb der MeBbereiche liegt, darf als ,,im Unend- 
lichen‘‘ liegend betrachtet werden. Alles, was von dem Mefinstrument 
nicht mehr aufgelést werden kann, da es zu feinstrukturiert ist, hangt 
mit der Punktfunktion zusammen. Die Transformierten positiver Po- 
tenzen von ?¢, v fiihren z.B. auf in Form von Binominis darstellbare 
, punktférmige“ Multipole, die man speziell fiir stetige Punktfunktionen 
auch bei entsprechender, willkiirlicher Wahl des Parameters 4y—0, 
At->0 [GIl. (65) und (66)] als hohere Ableitungen einer Punktfunktion 
bezeichnen darf. Ebenso ergeben sich die Transformierten aus nega- 
tiven Potenzen von ¢, y, die allerdings in geeigneter Weise mit Punkt- 
funktionen kombiniert sein miissen, speziell auch der Drracsche Inte- 
graloperator. Auch bei dieser Funktionenklasse ist der durch die Fou- 
RIER-Transformation geregelte Zusammenhang zwischen ¢- und »-Raum 
von Komplex zu Komplex eineindeutig. : 

6. Durch den nachtraglich durchfiihrbaren Grenziibergang nach ver- 
schwindenden MeBfehlern riicken die MeBbereichsgrenzen ins mathe- 
'matisch Unendliche und die Funktionenkomplexe entarten in g, G- 
Funktionen, die sich nur auf Nullmengen und in bezug auf eine un- 
beobachtbare, da unermeBlich schnell erfolgenden Fluktuation vonein- 
ander unterscheiden. Die einzelnen Funktionen des Komplexes unter- 
scheiden sich aber dennoch jenseits der nun im Unendlichen liegenden 
MeBbereichsgrenzen. Aus den Multipolen werden durch Faltungsprozesse 
Differential- und Integraloperatoren, die eine auBerordentliche Erwei- 
terung der klassischen Differentations- und Integrationsprozesse auf 
beliebige g- und G-Komplexe und eine starke Vereinfachung und Ver- 
allgemeinerung der bekannten Operatoren der LAPLACE-Transformation 
erbringen. Sie kénnen in einem Integro-Differentialoperator zusammen- 
gefaBt werden. Die FourrER-Transformation nimmt im Limes ihre aus 
der klassischen Mathematik bekannte Form an und regelt nach wie vor 
eineindeutig die Uberfiihrung irgendwelcher Komplexe von dem einen 
in den anderen Raum und umgekehrt. 

7. Dieselben Beziehungen wie zwischen /- und »-Raum gelten auch 
zwischen dem dreidimensionalen physikalischen Raum x und dem aus 
der Kristallographie bekannten b-Raum. An Hand einer Reihe von 
Beispielen aus der Experimentalphysik wird die wechselseitige Beziehung 
zwischen MeBfehlern und MeBbereichen im x, f- und b, »-Raum und 
andere durch die FourtER-Transformation zwischen ihnen hergestellte 
Beziehungen erlautert. Im Anhang werden einige Beispiele tiber die 
Variabilitat der g, G-Funktionen eines Funktionenkomplexes gegeben. 

8. Durch den Grenziibergang nach verschwindenden MeBfehlern ge- 
lingt nicht nur der Anschlu8 an die bis heute meist tibliche Mathematik — 
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und theoretische Physik, sondern auch die Fundierung der Operatoren- 
rechnung, der Drracschen 6-Funktionen sowie der Beweis fiir die all- 
gemeine Giiltigkeit des Faltungs- und Integraltheorems der FourRIER- 
Transformation. DaB all diese Eigenschaften oft aber im Limes ungleich- 
maBig gegen die bei MeBfehler 0 zu erwartenden Eigenschaften konver- 
gieren, diirfte der Grund sein fiir die Erfolglosigkeit, mittels der bisher 
ublichen Analysis die gesuchte Fundierung zu erreichen. 

9. Es wird zum Ausdruck gebracht, daB mit Hilfe dieses kontrol- 
herten Grenziiberganges die ,,Operatoren‘’ der FourrtER-Transformation 
&, 6 ', der Punktfunktionen P, der Faltungen (Symbol ~), der auf g 


angewandten Integro-Differentation P™) g und ihrer Transformierten 


(P+ * =) ein ebenso zuverlassiges Hilfsmittel fiir die Alge- 
\ =UtV 


bra sind, wie die bekannten ,,Operatoren’’ der Multiplikation und 
Division. 


Herrn Prof. M. v. Lave danken wir fiir sein stetiges Interesse an 
dieser Untersuchung und Herrn Prof. G. Dortscu fiir die Durchsicht 
des Manuskripts und einige wertvolle Hinweise. Der eine von uns ist der 
AEG-Fabrikenleitung in Berlin, der andere der Deutschen Forschungs- 
gemeinschaft fiir-ihr férderndes Interesse verbunden. 


Anhang I. 
Beweis, daB 
he=o fir g(t) =lim?"siné/c; n>0. 
c+0 
Nach Definitionsgleichung (6) ist 
k(t) = flim wv" sin u/c h(t — u) du. (89) 
c—0 


Vereinfachend nimmt man zunidchst an, h/ sei eine DrricHLETsche Stufenfunktion 
(43), wobei wir setzen wollen At— dt. Dann folgt: 


t+6t/2 
k(t) = rd _ lim w”sin u/c du. 
ot c—0 
t—6t/2 
Nun ist 
t+a@ t+a t+a 
1 ; e n n—1 du\= g Bee 

— wr sia ule dk — — cos u/c- u +n u”* cos ule du a BC 

a “a 
“aan - ta t—a r7=0 


wobei sdmtliche Koeffizienten c, errechenbare und endliche GroéBen sind. Das 
zuletzt betrachtete Integral konvergiert also gleichmaBig mit c/a— 0 selbst gegen 0. 
Jede beliebige Fehlerstatistik h kann man nun in (89) durch eine Summe aus der- 
artigen Stufenfunktionen ausdriicken, deren jede sich von /, bis ¢, mit h(t) =h (te) 
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und mit einer Héhe coe dt erstreckt. Bei dem FaltungsprozeB (89) fihrt 
Lt 


jede dieser Teilstufen auf ein gleichmaBig mit c/a gegen Null konvergierendes Fal- 
tungsprodukt, also ist auch das Integral tiber all diese Faltungsprodukte und damit 
(89) selbst ,,innerhalb der MeB®fehler‘ gleich Null. 


Anhang II. 


Beweis, daB 


aa Mapes 
EE oy ite eo (elo) ‘}e ae ee wobei 62 = a? + c?. (90) 


7s; : xc x6 


Das Faltungsprodukt (90) lautet nach (6) und (7): 


1 fe —(u/a)*—(t—w)?/c* hae 
Tw ac 


Den Exponenten formt man um zu 
t x2 ee 
— (“i 1/a2 + L 4/c2 —— a) -> > 


Beachtet man sodann, daB 


so folgt sofort das gesuchte Resultat. 


Anhang III. 
Beweis, da8 fiir Punktfunktionen ohne Symmetriezentrum die folgende Rela- 
tion falsch ist: 
2a: P(#—a@?)=P(t—a)+P(t+a) mit a>o. (91) 


Zunachst gilt allgemein P (é— a?) = P((t—a) (t+ a)). Ist a> 6t, liegen die beiden 
Punkte dieses Doppelpunktes also soweit auseinander, daB sie véllig gegeneinander 
aufgelést sind, so andert sich die GréBe ¢— a im Bereich des bei t= — a liegenden 
Punktes P(¢-+ a) praktisch nicht. Es ergibt sich dann unter Benutzung von (55): 


2a P(t — a*) = 2a(P(—2a(t+a)) + P(2a(t—a))] = P(—t—a)+ P(t—a). 


Diese allgemein giiltige Gleichung fiir Punktfunktionen geht dann und nur dann 
identisch in (91) iiber, wenn P(t) P(—#). Wie also behauptet, wird die groBe 
Gruppe der asymmetrischen Punktfunktionen durch die Gl. (91) nicht miterfaBt, 
so daB diese Gleichung nicht als Definitionsgleichung aller Punktfunktionen auf- 
gefaBt werden kann. 


Anhang IV. 


Beweis, daB 


Jim apy" D1 (2) 0 (F 2)" =m! dunn: (92) 


Fir 2 = 3, m=0, folet.z:B:; 
= (2B)3(1—3-+3—1) =0 fir alle B in (92). . 
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Erg 3.4 folet® 
= (28)77(1-3 —3-3+3-—3—1-})=0 fiir alle B in (92). 
er ol — 3. 2 Folet® 
= (28) (4 - (3)* — 3 (4? + 3 (— 2 — 1 (— 8%) =00 fiir alle B in (92). 
eur % == 3,/m = 3 folgt! 
=1-()?—3 +3 (— 48-1 (- p= 4-3 =3!. 


Fiir alle m > n geht die Summe mit (28)”~" stets gleichmaBig gegen Null; in gleicher 
Weise kann man die Richtigkeit fiir (92) fiir beliebige andere Kombinationen m, n, 
nachpriifen. 


Anhang V. ° 


Beispiele fiir die Richtigkeit von (66) fiir stetige Punktfunktionen und bewiesen 
mittels ihrer Ableitungen. 


1 


-_ 


1. Es sei P(t) = e—(/a)’, Dann ist: 


Ta 


PD es, = . P; Pa) — (2y- 3) P ust. Pelee} 


Be 
Ferner gilt fiir die hier benutzte Pinktfanktion’ wie man leicht nachrechnet, 
0 fiir » ungerade. 


n eS oS : eater 
fa Pdt= i faa _ fiir n gerade und >0,— 
1 3 aa 


bei I’ die ['-Funktion ist mit T (n+ 8 iol |. Speziell ist bekanntlich 
EGh= Vr: Powe r()=)n3. 


cjueamgers gare eat 
nit Loner: Sy easter) aba at 


| 4% tas sie mane oe as Lit ae 
a® 


r(% 44) n ungerade, Fak 


ize 


a 


ri: sorting rbegea nb iy Ae 


meh « teres 
> 
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Qeesese? 
0 fir |t|>a 
nate = (1 = t/a!) fiir |t]<a mit a>0. (94) 
Also ist 
‘ 1/a? fi id <a 0) 
PU. —4/a? fiir O<t<a 
(6) fiir alle anderen 7, 


pPo— [pet a) —2P(¢—0)+ P(t—a)}. 
a . 


Diese und alle héheren Ableitungen haben also wieder die Form des Binomiums (66), 
dessen Richtigkeit schon durch Anhang IV gepriift worden ist. Verbleibt der Be- 
weis fiir P und P. Es ist z.B. i F 


fera=4(S+2)>0 mit a—oO. ‘ 
a 5 
Ahnliches beweist man fiir alle anderen Potenzen von ¢. Dahingegen ergibt sich: 5 


; 1 eee a i 
tPY dt= .2= —-——e =—(1 he 
i a Qin? a2 yee 


his 


wahrend alle anderen Potenzen zu Momenten fiihren, die gleichmaBig mit a gegen 
Null gehen. Damit ist iiberhaupt die Richtigkeit von (87) auch am Rene der 
eben vorgefiihrten Punktfunktion bewiesen. 


3. Es sei 
ins oT es 4th \ & in-# 
‘sin t/a. } : & lan 
P= Bis i 
EAGT 2 A Gaal «ie om} = 4iVR (Sti 


> 
te i: 
os 
cae | “ee 


2a i} ; as 721 s rey lize 1p 7 ; ba 
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vgl. (89)] jeweils nur die letzten Summanden in (95) einen Beitrag, falls sie mit ¢” 
multipliziert wurden. Es ergibt sich somit sofort ein von Null verschiedenes Inte- 
gral nur fiir die folgenden m, n-Kombinationen: 


fat —4" [ee tat = whe [P? PR di=2 


wahrend alle anderen Integrale innerhalb der Beobachtungsfehler verschwinden. 
Somit ist (87) auch am Beispiel der soeben gewihlten Punktfunktion bestatigt. 


Anhang VI. 
Beweis der Gln. (77) und (78): 
Zunachst ist durch Substitution von (6): 


Zn BES. t 
Eg= f g(u) E(t— u) du= f g(u) du, 


—=60 EX, 


indem £(#) nach Definitionsgleichung (74) fiir £0 den Wert 1 hat, sonst aber 
innerhalb der MeBfehler im MeBbereich verschwindet. In gleicher Weise findet man; 


EE=P= fE(u) E(t—u)du=fdt=t-E. (97) 


65 0 
Denn fir ¢ < 0 existiert E(u) nur fiir w>0, E(¢—u) aber nur fiir 1<0. In diesem 


Falle ist also einer der Faktoren des Integranten immer Null. In gleicher Weise 


sieht man, daB 
2 t 2 
BEE = PO) jubdu= ludu=— 


—oco 0 


- 
2! g 


indem auch hier wieder fiir ¢< 0 der Integrant wE verschwindet. Fiir die Theorie 
der einseitigen LApLAcr-Transformation sind diese Zusammenhange trivial, ftir 
den hier betrachteten allgemeinen Fall aber, wie—geschehen, zu iiberpriifen. 


Anhang VII. 


Beweis, daB 


nein) 5. GinantA 

sin 27 v Sin 271 Ay x 
a(§ eee lau (5 as} fir |y|/<sv,, und |Avy|<dv. (98) 
Da Gin x=—isinix, so folgt sofort aus (52) nach der Umformung sin ¥= 
(e*—e—**) 21: 

Gin 2xt Ay 1 . ; : 
ny = ie Av) —P(vy—1A»)]. 
2a Av 4n Ay if oa, zi ( i (99) 


Es ist dieses nichts anderes, als ein Dipol, dessen Punkte nun aber auf der imagina- 
ren y-Achse liegen. Trotzdem hat auch er dasselbe Moment wie der in (64) dar- 
gestellte. Innerhalb der MeBfehler kann man auf der linken Seite fiir || Ss t,, wieder 
die Observable K (f) =t schreiben und erhalt also nach Multiplikation mit — 27 Os 


iG [Py +4Ar) —P(—iAv] =P”. £100) 


(saa ' = 
wy (— 22712) ma 


Die rechte Seite entspricht innerhalb der MeBfehler véllig dem Dipol (65), da, wie 
wir an vielen Beispielen auch gesehen haben, seine Feinstruktur, das ist insbesondere 
auch die gegenseitige Verschiebung der beiden Pole, nicht beobachtbar ist. DaB 
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sie hier insbesondere imaginarwird, darf uns nach Benutzung der Definitionsglei- 
chung (29) nicht Wunder nehmen, durch die wir ja bereits den Bereich des kom- 
plexen Zahlenkérpers in unsere Betrachtungen mit einbezogen haben. Zur Beobach- 
tung gelangen trotz allem nur reelle Gré®en, wie es ja auch nicht anders sein darf, 
wenn unsere Theorie wirklich nur auf beobachtbaren Werten aufgebaut ist. 
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Die Stickstoffoxydation bei Durchstrahlung 
von lufthaltigem Wasser mit Ultraschall. 


Von 
H. GoBRECHT und H. ERGANG. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 7. Februar 1953.) 


Die Konzentration der bei Beschallung von lufthaltigem Wasser sich bildenden 
Stickstoffsduren wurde mit Hilfe der elektrischen Leitfahigkeit bestimmt. Es wird 
nachgewiesen, daB die Leitfahigkeitsmethode zu relativ genauen Ergebnissen fiihrt. 
Unterhalb einer bestimmten Schalleistung pro Volumen wird der Stickstoff nicht 
oxydiert. Oberhalb dieses Wertes nimmt die gebildete Sauremenge (HNO, und 
HINO,) linear mit der Zeit zu, auch bei langen Beschallungszeiten. — Die jeweils 
nach bestimmter Zeit gebildete Sauremenge steigt linear mit der Schalleistung pro 
Volumen und sinkt linear mit der Temperatur. Oberhalb von 67° C erfolgt keine 
Stickstoffoxydation mehr. Bei Zugabe von Alkohol sinkt der Effekt der Sdure- 
bildung nach Art einer Hyperbel. — Samtliche Versuche wurden bei Atmosph4ren- 
druck durchgefiihrt. 


Evnleitung. 


Die Tatsache, daB in lufthaltigem Wasser durch Bestrahlung mit 
Ultraschall chemische Veranderungen vor sich gehen, legt die Frage- 
stellung nahe, ob Kavitationen im Druckminimum des Schalls oder die 
Druckerhohung die Ursache fiir diese chemischen Umwandlungen sind. 
Genauere Kenntnisse tiber die Natur dieser Vorgange fehlen noch. Diese 
Arbeit sollte das experimentelle Material vervollstandigen ; dabei wurden 
einige iiberraschende Beobachtungen gemacht. 


Nachdem schon im Jahre 1929 in beschalltem Wasser Wasserstoff- 
peroxyd nachgewiesen worden wart, entdeckte BEUTHE®, da sich nach 
Beschallung von lufthaltigem Wasser in diesem salpetrige Sadure und 
Ammoniak in Spuren nachweisen lassen. SCHULTES und GouR®, welche 
quantitative Untersuchungen tiber das Vorkommen von Wasserstoff- 
peroxyd in beschalltem Wasser durchfiithrten, gelang 1936 auch der 
qualitative Nachweis von Salpetersaure. Quantitative Untersuchungen 
iiber die Bildung von HNO,, HNO, und H,O, bei Beschallung von 


1 Scumitt, F.O., C.H. Jounson u. A. R. OLson: ieayAabigns promoted by 


ultrasonic radiation. J. Amer. Chem. Soc. 51 (1929). 
2 Beutue, H.: Uber den Einflu8 von Ultraschallwellen auf chemische Prozesse. 


Z. phys. Chem. Abt. A 163 (1933). 
3 ScuuLtes, H., u. H. Gour: Uber chemische Wirkungen der Ultraschall- 


wellen. Angew. Chem. 49 (1939). 
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Wasser fiihrte erstmals PoLotzK1! aus; er bestimmte die Menge der 
gebildeten Stickstoffsiuren durch quantitative chemische Analyse. 
PoLotzkKI untersuchte die Abhangigkeit der Bildung von HNO, und 
HNO, von der Beschallungszeit bei drei Temperaturen (10, 20 und 50°), 
unter Durchleitung verschiedener Volumen gereinigter Luft durch das 
Wasser. Nach den Ergebnissen von PoLotzki hat das Durchleiten von 
Luft nur eine geringe Erhodhung des Effektes zur Folge. PoLotzxt fand, 
daB die Bildung von HNO, proportional der Beschallungszeit erfolgt, 
bei Temperaturerhéhung sinkt der Effekt. Der an sich schon relativ 
geringe Gehalt an HNO, verschwindet nach etwa 2 Std dauernder Be- 
schallung ganz; dies diirfte darauf zuriickzufiihren sein, daB das HNO, 
mit dem gleichzeitig entstehenden H,O, reagiert, wobei HNO, entsteht. 


Das Ziel unserer Versuche war, diese Ergebnisse nach anderer Methode 
zu wiederholen, die Abhangigkeit des Effektes von der Dauer der Be- 
schallung, von der Schallenergie und von der Temperatur quantitativ 
zu ermitteln. 


MeBmethode, Apparatur und Probeversuch mit luftfrecem Wasser. 


Zur Bestimmung des Gehaltes an HNO, und HNO, in beschalltem 
Wasser wurde bei unseren Versuchen die durch die Sauren hervor- 
gerufene Leitfahigkeitserhdhung gemessen. Dieses Verfahren setzt vor- 
aus, daB die Beweglichkeiten der NO;- und NO,-Ionen gleich sind, was 
mit sehr guter Naherung erfiillt ist, und daB durch die Beschallung keine 
anderen Stoffe gebildet werden, die die Leitfahigkeit erhGhen kénnen. 
Mierfiir kommt nur Ammoniak in Frage; es wurde aber durch kolorime- 
trische Analyse festgestellt, daB die Menge an bei Beschallung gebildetem 
NH, etwa zwei GréBenordnungen kleiner ist als die entsprechende Saure- 
menge, so daB auch diese Voraussetzung erfiillt ist. Die Konzentration 
der entstandenen Stickstoffsduren HNO, und HNO, 1a8t sich damit 
aus der Leitfahigkeitszunahme (als Differenz aus der Leitfahigkeit nach 
der Beschallung und der Eigenleitfahigkeit) berechnen; allerdings ist es 
nicht médglich, zwischen ‘diesen beiden Sauren zu unterscheiden. Das 
Verfahren hat den Vorzug, da8 eine fortlaufende Bestimmung des Saure- 
gehaltes wahrend der Beschallung vorgenommen werden kann, wodurch 
z.B. die Messung der Zeitabhangigkeit des Effektes sehr einfach wird. 

Fur die Leitfahigkeit eines Elektrolyten der Konzentration ¢ (in 


Mol/Liter) gilt, wenn w~ bzw. u* die lonenbeweglichkeiten (in cm?/Q Mol) 
angibt: . 


1 Porotzktr, I. G.: Die Bestimmungen von NO,, NO, und H,O, in Wasser, das 
einem Ultraschallfeld ausgesetzt ist. J. allg. Chem. (USSR.) 17°(1947). 
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Damit ]aBt sich bei bekannter Eigenleitfahigkeit des Wassers die ge- 
bildete. Menge an HNO, und HNO, erreichen, wenn man fiir die zu 
messende Differenz Ax zwischen Leitfahigkeit nach Beschallung und 
Eigenleitfahigkeit des Wassers und fiir w* 349,5 bzw. fiir u~ 71,5 als 
Mittelwert der Ionenbeweglichkeiten von NO3- und NO3-Ionen einsetzt 
(Werte fiir 25°C und unendliche Verdiinnung); es gilt dann fiir die 
Konzentration der durch Beschallung gebildeten Stickstoffsauren: 


A x (Q- cm—4) 


0,42 


ce (Mol/Liter) = 


Um die Anwendbarkeit dieses Verfahrens der Sdurebestimmung 
nachzupriifen, wurde der Gehalt an Stickstoffsauren im beschallten 
Wasser gleichzeitig auch durch Titration bestimmt. Dazu wurde Wasser 
mit verschiedener Intensitaét und mit verschiedenen Zeiten beschallt, 
nachdem zuvor die Eigenleitfahigkeit des Wassers gemessen worden war. 
Nach der Beschallung wurde einerseits wiederum die Leitfahigkeit ge- 
messen, und aus der Differenz von Anfangs- und Endleitfahigkeit der 
Sduregehalt berechnet (etwa 0,5 bis 1,0 mg Sdaure in 50 cm? Wasser). 
Andererseits wurde unabhiangig davon der Saduregehalt durch kondukto- 
metrische Titration des beschallten Wassers mit n/500 KOH bestimmt. 

Mit dem ersten Verfahren werden alle erst wahrend der Beschallung 
entstandenen Bestandteile, die sich auf die Leitfahigkeit auswirken, 
erfaBt, wahrend die Titration die nach der Beschallung im Wasser be- 
findliche Séuremenge angibt. Die Werte von je 12 Messungen weichen 
im Durchschnitt um 4% voneinander ab, die Abweichungen liegen nach 
beiden Seiten gleich verteilt. Die Versuchsreihe zeigt, daB die Berech- 
nung der Sduremenge aus Leitfahigkeitsmessungen zu relativ genauen 
Resultaten fiihrt. 

Als Schallquelle diente ein Quarzsender der Frequenz 350 kHz, der 
maximal 300 W Schalleistung lieferte. Um die bei der Beschallung ent- 
wickelte Warme abzufiihren, wurde das Wasser in einem GlasgefaB, 
dessen Seitenwinde von Kiihlwasser umflossen waren, beschallt. Die 
Schalleistung im Untersuchungsgefa8 wurde durch kalorimetrische 
Messungen ermittelt, die Intensitatsangabe erfolgt in W pro cm? der 
untersuchten Fliissigkeit. Die Messung der Leitfahigkeit wurde mit 
einer Wechselstrombriicke mit nachgeschaltetem Verstarker vorgenom- 
men, als MeBelektroden dienten zwei konzentrische Platinblechzylinder. 

Fiir die Beschallung wurde Wasser benutzt, welches entweder zwei- 
mal im Heraeus Quarz-Bi-Destillierapparat oder zweimal im mittelharten 
Kolben aus Geriteglas destilliert worden war. Die etwas hohere Anfangs- 
leitfahigkeit des Wassers im Glaskolben fallt ja bei der Auswertung 
heraus. Auch die Beschallung des Wassers in einem mittelharten Glas- 
gefaB hatte keine andere Leitfahigkeitserhohung zur Folge, als die durch 
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die Stickstoffoxydation verursachte. Also eine etwa durch Wirkung des 
Ultraschalls starker erfolgte Loésung des Glases im Wasser wirkte sich 
nicht durch eine merkliche Erhohung der Leitfahigkeit aus, was auch 
durch den folgenden Probeversuch bestatigt wird: 

Die Beriihrung des Wassers mit Luft wahrend oder nach der Destil- 
lation war ausreichend, daB sich geniigend Stickstoff und Sauerstoff 
léste. Es sollte jedoch in einer besonderen Versuchsanordnung Wasser 

beschallt werden, welches 
m keinen Stickstoff gelost 
enthielt. Aus technischen 
Griinden war es nicht 
moglich, das Wasser nur 
unter der Atmosphare des 
Wasserdampfes zu_ be- 
schallen. Daher wurde in 
einem besonderen, abge- 
schlossenen GlasgefaB lan- 
gere Zeit das Wasser unter 
vermindertem Druck ge- 
siedelt, umes frei von Luft 
za erhalten. Anschlie- 
Bend wurde mit Hilfe 
der MeBelektroden elek- 
trolytisch H, und O, ge- 


Fig. 1. Leitfahigkeitsanstieg und hieraus errechnete Saure- bildet. Somit befand sich 


konzentration bei Beschallung von Wasser mit verschiedenen liber dem Wasser kein 
Intensitaten als Funktion der Beschallungszeit (Temperatur 30° C; : 
Frequenz 350 kHz). Stickstoff. Dieses Wasser 


wurde in diesem beson- 
deren, abgeschlossenen GlasgefaB dem Ultraschall ausgesetzt. Ergebnis: 
Keine Leitfahigkeitserh6hung. Damit ist bewiesen: 
1. Die unten beschriebene Leitfahigkeitserhéhung ist ausschlieBlich 
durch die Entstehung von Stickstoffverbindungen zu erklaren, 
2. durch die Wirkung des Ultraschalls werden nicht solche Bestandteile 
des Glases gelést, die eine merkliche Leitfahigkeitserhdhung hervorrufen. 


Mol/Ut 780 
400 - 


100 


Die Stickstoffoxydation in Abhéngigkeit von der Beschallungszett. 


Die Abhangigkeit der Sadurebildung von der Beschallungszeit bei 
verschiedenen Schalleistungen zeigt die Fig.1. Bei allen Messungen 
betrug die Temperatur 30°C. Als Ordinate ist hier die Leitfahigkeit 
selbst aufgetragen; wenn man die Ordinate um den Betrag der Eigen- 
leitfahigkeit des Wassers nach oben verschiebt, kann als Ordinaten- 
einheit mit Hilfe der schon angefiihrten Beziehungen auch die Sdure- 
konzentration in Mol/Liter benutzt werden. 
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Um zu ergriinden, ob bei sehr langer Beschallung ein Nachlassen 
der Stickstoffoxydation — etwa wegen Verbrauchs der urspriinglich 
gelésten Luft — eintritt, wurde Wasser bei 26° C mit 0,27 W/cm? ohne 
Unterbrechung 31/, Std lang beschallt. Aber auch hierbei war der Leit- 
fahigkeitsanstieg linear zeitproportional; nach Ende der Beschallung 
bleb die Leitfahigkeit konstant. Es wurde eine Endleitfahigkeit von 
750 - 10° QQ cm erreicht (Eigenleitfahigkeit des Wassers 1,6 - 10~°), 
das entspricht einem Salpeter- one! 
sduregehalt von 11,2 mg in 100cm3 70 


Wasser. Eine iiberschlagige Rech- i 
nung ergibt, daB der anfanglich 60 
180 50 
Mol/t Qc" | 
cd Se 100 1 ; 
300 { x 
120 
t 70% <i" 
t SS) 
200 = 80 50}- a9 
Ly 
70°c ~ 
100 40 10 
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—~ Wait/cm3 P— 
Fig. 2. Leitfahigkeitszunahme bzw. Sdauregehalt Fig. 3. Leitfahigkeitszunahme bzw. Sduregehalt 


nach 20 min Beschallung in Abhangigkeit von der 
Schalleistung pro Volumen (Temperatur 30° C; 
Frequenz 350 kHz). 


nach 20 min Beschallung in Abhangigkeit von der 
Temperatur bei drei Schalleistungen 
(Frequenz 350 kHz). 


geléste Stickstoff ganz, der Sauerstoff sogar mehrfach in Stickoxyde 
umgesetzt wird; es muB also laufend Luft gelést werden, um den gemes- 
senen Leitfahigkeitsanstieg zu erméglichen. 


Die Stickstoffoxydation in Abhdngigkett von der Schallintensitat. 


Aus Fig. 1 14Bt sich schon entnehmen, daf die Stickstoffoxydation 
proportional mit der Schalleistung pro cm? wachst. Um die Verhaltnisse 
genauer zu erfassen, kann man als MaB der Stickstoffoxydation etwa 
die Leitfahigkeitszunahme nach 20 min Beschallung, d.h. die Differenz 
zwischen End- und Anfangsleitfahigkeit, definieren. Fig. 2 zeigt eine 
entsprechende Auswertung der Fig. 1. Man erkennt, daB der Effekt 
erst oberhalb einer bestimmten Mindestintensitaét einsetzt und dann 
einen steilen Verlauf nimmt. Diese Tatsache deutet auf den EinfluB der 


Kavitation hin. 


90 H. GoBrREcHT und H. ERGANG: 


Die Stickstoffoxydation in Abhingigkett von der Temperatur. 

Dieser Verlauf wurde so ermittelt, indem die Leitfahigkeitszunahme 
nach 20min Beschallung bei verschiedenen Temperaturen gemessen 
wurde. Die Ergebnisse fiir drei verschiedene Schalleistungen zeigt Fig. 3. 
Oberhalb von 67° C ist also unabhangig von der aufgewendeten Schall- 
leistung keine Stickstoffoxydation zu erreichen. Die Temperatur- 
abhangigkeit des Effektes l4Bt sich durch die Abnahme der Léslichkeit 
von Stickstoff mit der Temperatur zum Teil erklaren. Die Messungen 
geben eine Erklarung fiir die schon 
von TUMANSKI und SCHULMAN? 
gefundene, aber nicht richtig ge- 
deutete Leitfahigkeitserhéhung bei 
Beschallung von Wasser. 
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Fig. 4. Leitfahigkeitszunahme bzw. Sdauregehalt 
nach 20 min Beschallung in Abhangigkeit von der 
Alkoholkonzentration. Gestrichelte Gerade s. Text 


Fig. 5. Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeits- 
zunahme bzw. des Sdauregehaltes nach 20 min 
Beschallung von 5,7%igen Alkohollésungen. Ge- 


(27° C; 0,38 W/cm’; Frequenz 350 kHz). strichelte Gerade fiir reines Wasser (0,38 W/cm*; 


Frequenz 350 kHz). 


Versuche mit Alkoholloésungen. 


Um zu untersuchen, welchen Einflu8 das Wasser bei der Stickstoff- 
oxydation ausiibt, wurden die Versuche auch auf waBrige Alkohol- 
lésungen ausgedehnt, nachdem zuvor festgestellt worden war, daB sich 
bei langerer Beschallung der vier benutzten Alkohole deren Leitfahigkeit 
nicht meBbar verandert. Das Ergebnis dieser Messungen zeigt die Fig. 4. 
Wenn keine der fiir den Vorgang der Saurebildung maBgebenden Eigen- 
schaften der Lésung durch die Alkoholzugabe geandert werden wiirde, 
ware die in Fig. 4 gestrichelt eingezeichnete Gerade zu erwarten. Der 
Abfall der Geraden ist dadurch bedingt, da8 das Gemisch mit steigender 
Konzentration der Alkohole weniger Wasser enthalt, und daB der Leit- 
fahigkeitsmechanismus der Ionen durch die Alkoholzugabe gedndert 
wird. Fig. 5 zeigt die Temperaturabhangigkeit des Effektes bei 5,7 %igen 


1 TumANsKI, S.S., u. M. S. Scoutman: Die Anderung der elektrischen Leit- 
fahigkeit des Wassers im Ultraschallfeld. Colloid J. (USSR.) 5 (1939). 


a 
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Alkohollésungen, gestrichelt ist die Abhangigkeit bei reimem Wasser 
eingetragen. Wenn auch der Verlauf dieser Kurven noch nicht erklirt 
werden kann, so ist doch der groBe Einflu8 des Wassers bei der Stick- 
stoffoxydation deutlich erkennbar. 


Wir haben fiir die vorliegenden. experimentellen Beene noch 
keine einwandfreie Erklarung gefunden, trotzdem halten wir ihre Ver- 
6ffentlichung schon jetzt fiir zweckmaBig. 


Es ist uns. eine angenehme Pflicht, der Deutschen Forschungs- 
gemeinschaft fiir die leihweise Uberlassung des Ultraschallsenders und 
des Heraeus Quarz-Bi-Destillierapparates herzlich zu danken. 


Trin Chatiaiinincte. Physikalisches Institut a Technischen Uni- 
versitat. 
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Die Aufspaltung der Pr***-Terme 
und die Symmetrie des Kristallfeldes 
in trigonalen Einkristallen von Praseodymsalzen. 
Von 
A. M. und K. H. HELLWEGE. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 12. Februar 1953.) 


Durch Senken der Temperatur von 58 °K auf 14 °K wird eine Doppellinie der 
Gruppe 3H, °P, aufgelést. Aus der so bestimmten vollstandigen Struktur dieser 
Liniengruppe ergibt sich neu die Aufspaltung auch des Terms °F, im trigonalen 
Kristallfeld. — Die Symmetrie dieses Feldes wird aus den Intensitaten der 7-Kom- 
ponenten zu C,,, bestimmt. Die den beiden unabhangigen Symmetrieelementen 
zugeordneten Quantenzahlen yw und ¥ der Elektronenzustande werden angegeben. 
Das Kristallfeld ist dem oktaedrischen Grenzfall naher benachbart als dem axial- 
symmetrischen. — Wahrscheinliche Lagen der Bausteine in der Gitterzelle werden 
angegeben. 


1. Einleitung. 

In zwei fritheren Mitteilungen haben wir eine Analyse der reinen 
Elektronensprunglinien [7] und der Schwingungslinien [2] im Absorp- 
tionsspektrum von trigonalen Einkristallen von Praseodymzink- und 
Praseodymmagnesium-Nitrat gegeben. Die in [7] gewonnenen Ergebnisse 
stammten vorwiegend aus Aufnahmen bei der durch Abpumpen fliissiger 
Luft erreichten Temperatur von 58 °K; nur wenige Kontrollaufnahmen 
wurden mit fliissigem Wasserstoff bei 20 °K gemacht. Inzwischen ist 
die Untersuchung der reinen Elektronensprunglinien bis zur Temperatur 
von 14 °K am Tripelpunkt des Wasserstoffs ausgedehnt worden. Dabei 
ergab sich bei allen Liniengruppen eine Bestatigung unserer friiheren 
Analyse, mit Ausnahme des Ubergangs H,->8P,, dessen Linien etwas 
diffuser als die der anderen Uberginge sind und dessen friihere Deutung 
wir als relativ unsicher bezeichnet hatten. Inzwischen hat sich bei der 
tieferen Temperatur eine Aufspaltung einer bisher als einfach ange- 
sehenen Linie ergeben, die eine neue Deutung erméglicht. Gleichzeitig 
ergibt die Diskussion der Intensitatsverhaltnisse zwischen verschiedenen 
Linien eine genauere Festlegung der Punktsymmetrie am Ort der 
Pr-Ionen auf Cs, (bisher: mindestens C3), so da8 den Termen neben der 
Quantenzahlw nunmehr auch eine Quantenzahl > zugeordnet werden 
kann. Das so vervollstandigte und berichtigte Termschema wird in 
Ziffer 2 begriindet?. 


1 Es ist in der Arbeit [2] bereits zugrunde gelegt. 
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Die bei den tiefen Temperaturen deutlich beobachtbare sog. ,, Kristall- 
hyperfeinstruktur wird in einer folgenden Notiz [3] behandelt. 

Ziffer 3 enthalt noch eine kurze Diskussion der wahrscheinlichen 
Struktur der Gitterzelle und des elektrischen Kristallfeldes. 

2. Termanalyse. 

In Fig. 1 sind die Linien des Uberganges *H,->°P, dargestellt. Es 
handelt sich um Ubergange von den drei Komponenten I, II und III 
des Grundterms *H, nach den drei Komponenten a, b, c von 3P,. Bei 
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Fig. 1. Ubergang *H,—*P, in Pr,Mg,(NO,);.24H,O. Die erlaubten Ubergiinge sind am Rand der 
Spektren eingezeichnet. .Polarisiertes Licht, Strahlrichtung senkrecht zu Kristallachse x. Linkes Bild bei 
58 °K; réchtes Bild bei 20°K. Photographisches Positiv. 


sinkender Temperatur werden die von den angeregten Komponenten II 


und III ausgehenden Linien schwacher. Gleichzeitig wird deutlicher, 
daB die kurzwelligste Linie aus zwei Komponenten besteht, von denen 


Tabelle 1. Wellenlingen und Wellenzahlen bei etwa 58 °K der veinen Elektronen- 
sprunglinien des Uberganges * 3H, > P, in Pr,Zn,(NO,),.° 24 H,O und 
Pry,Mg,(NO3;)1.° 24 H,0. 


Wlassi- _ Be- 
fikation | Vbergang 2 | eee i teatiees 20m || theese eevee 
der pow | Polari 
Linien A | Ae cmc-1 ** cm! ** sation 
tka |e -b4 4437,1 4436,5 | 22 531,0_ 22 533,9 a (x) 
fia Oo -—1 4426,3 4425,0 22 586,0 25592,4 o 
TL b | =b 4-> 441.) 4425,9 (4424,1) |  22597,9 (22597,9) | (o)z 
IIc | +1>0 = (4423,6) = (22599,6) oO 
athe --1—> +1 4418,2 4417,7 22627,5 22 630,1 oO, 7 
IIb o— +1 4413,8 4412,6 22650,8 22.656,0 or 
ite o> 0 4413,0 4412,1 22654,0 22658,6 Tt 
Ib +1> +1 4405,6 4405,4 22692,1 22.693,3 oO; 
LS +1+0 4404,9 4404,8 22695,6 22695,8 o 


* Die iibrigen Liniengruppen siehe in Tabelle 1 der Arbeit [1]. 

** Wegen der bei 58°K geringen Linienscharfe sind die MeBfehler etwa 

+a 0,5 cmt, bei den Linien IIIb und IIIc noch etwas gréBer. Die in der Tabelle 

angegebene Deutung der Linien ist durch Aufnahmen bei 20 °K und 14 °K sicher- 
gestellt. 
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eine in beiden Spektren auftritt, wahrend die andere senkrecht zur Kri- 
stallachse polarisiert, also eine o-Komponente ist. Polarisation und 
Temperaturgang der Linien werden durch das Termschema in Fig. 2 
richtig wiedergegeben, wenn man reine elektrische Dipolstrahlung an- 
nimmt. Dies ist verniinftig, da magnetische Dipolstrahlung fiir einen 
Ubergang mit AJ =2 verboten und elektrische Quadrupolstrahlung 
sicher viel schwacher als die erzwungene 


4 ‘i elektrische Dipolstrahlung ist. Wie aus 
22693 +7} — dem Termschema hervorgeht, erfolgt bei 
2, beiden untersuchten Termen mit / =2 
ee o Az iee namlich 1D, und °P,, die Aufspaltung im 
gleichen Sinne, so daB die Komponente 

mit 440 energetisch am héchsten liegt. 

2 2G a a PE Die Termwerte der Komponenten sind 
7 21422} -@ 0 7. in Tabelle1, die mit Hilfe der bei [7] ange- 


gebenen Beziehungen aus der Aufspaltung 
bestimmten Matrixelemente des Kristall- 
2, 20846; 4 0 0  feldes in Tabelle 2 zusammengestellt. Eine 
nahere Diskussion der Aufspaltung erfolgt 
in Ziffer 3. Vorher soll jedoch die Punkt- 
symmetrie am Ort der Pr***-Ionen noch 


16934;-——————¢ 0 0 ng : 
. Say Wil naher bestimmt werden. 
2 
CG geese 5 ee Tabelle 2. Werte des Matrixelementes 
Yoo=(Voot Moloo bet 38 °K. 
Term PrMg-Nitrat PrZn-Nitrat 
96; —————m {#7} - 
F : | 
Hi, \ P, | = 26,31 — 26,43 


3 0 0 8P : ies 28,6 
| eee fe) — tip ~ nb toes g 056 | Laas 
Fig. 2. Termschema im PrMg-Nitrat bei 

58 °K. Unterbrochener Mafstab. Dazu betrachte man die im Spektrum 
auftretenden z-Komponenten, von denen 
es in jeder der 4 Liniengruppen *H,->1D,, °P,, *P,, °P, einé gibt. 
Sie alle sind Uberginge mit 4~=0->"—=0 und gehen von der Kompo- 
nente IT 8H, aus. Die Intensitaten dieser Linien sind, verglichen mit 
denjenigen der tibrigen Linien derselben Gruppe, bei den Ubergangen 
3H, —>*P,,1D,, °P, recht kraftig und bei 58°K etwa von derselben GréBen- 
ordnung, wie ein Blick auf die Linie Ila in der Fig. 1 der Arbeit [7] 
und die Linien IIc in der Fig. 3 von [7] und der Fig. 4 der vorliegenden 
Mitteilung zeigt!. Dagegen ist die analoge Linie Ila von 3H a>? P, in 
1 In den Figuren von [1] ist ein Zeichenfehler unterlaufen. Am unteren Bild- 


rand ist zu streichen: in Fig. 1 und Fig. 2 der Strich an Linie ITa, in Fig. 3 der 
Strich an Linie ITc. 


Die Aufspaltung der Prt++-Terme und die Symmetrie des Kristallfeldes. 95 


Fig. 2 von [7] so schwach, daB sie gegeniiber den anderen ,,verboten‘‘ 
erscheint. Tatsachlich erhalt man fiir die z-Komponenten (und nur 
fiir diese) eine neue Auswahlregel, wenn man neben der dreizahligen 
z-Achse Aj, die nach den Ergebnissen von [/] existiert, noch ein zwei- 
zahliges Symmetrieelement annimmt, also eine zweizahlige Nebenachse A} 
(Symmetrieklasse D;) oder eine Spiegelebene o, senkrecht zur y-Achse 
(Symmetrieklasse C,,). Fa8t man die Spiegelebene o, als zweizahlige 
Inversionsachse J} parallel zur y-Achse auf, so erhalt man in D, bzw. Cs) 
eine neue Quantenzahl » bzw. % mit den méglichen Werten 0 und 1, 
und fiir die z-Komponenten bei elektrischer Dipolstrahlung nach [4] 
die Auswahlregel! in D,: 

Ar se43 (1) 
mo G.5 k 


Av ='0. (2) 


Nach [4] 1aBt sich sofort iibersehen, welche y- bzw. y-Werte in unserem 
Fall vorkommen kénnen?. Da bei allen Termen J < 2 ist, kann zu einem 
Kristallzustand mit 4=0 wegen der Dreizahligkeit (6=3) der Haupt- 
achse nur der eine Atomzustand y;, mit M =0 geh6ren. Das heift aber, 
in den Gln. (42) und daran anschlieBend (41) und (58) der Arbeit [4] 
kann nur das positive Vorzeichen in Frage kqmmen. Damit hat man 
aber in der Klasse D, den Drehfaktor 


D(y) =e" = e-i7 (3) 
und in der Klasse C,, den Spiegelungsfaktor 
Lie . Zone 
S = (—1)8 8 griad & ein, (4) 


Dabei sind, entgegen dem Brauch in der Arbeit [4], die Atomzustande 

nicht durch die Drehimpulse j, der einzelnen Elektronen, sondern durch 

den Gesamtdrehimpuls J charakterisiert, so daB in den Formeln von [4] 

die Quantenzahlensumme >’ 7, durch die Quantenzahl J ersetzt werden 
k 


kann. Fiir die 4/?-Konfiguration des Pr***-Ions ist })/,=6, d.h. wir 
Uk 
haben 


erm? = eine = ents 
und somit fiir die Quantenzahlen die Werte 


=>y=0Q bei geradem J =0O,2,4 | 
4 bei ungeradem J —1. 


(5) 


Da somit der gemeinsame untere Term II *H, aller z-Komponenten 
y=?=0 hat, erfolgen drei der vier méglichen z-Uberginge (Au =0) 


1 In [4] wird statt der ,,Faktor‘* S=c!?* benutzt. 
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unter Befolgung von AyAy=O0 und nur einer mit dy=Av=+1. 
Somit waren im Fall der Symmetrie D, gemaéB der Auswahlregel (1) 
drei z-Komponenten verboten und nur eine ware erlaubt, im Gegensatz 
zur Erfahrung. Dagegen sind im Fall der Symmetrie C3, drei der Uber- 
ginge, namlich diejenigen zu 1D,, 3Py und *P, erlaubt, wahrend nur 
der Ubergang nach *P, durch die Regel (2) verboten ist. Gerade das 
aber wird beobachtet, wenn man iiber die Tatsache, daB die verbotene 
Linie nicht ganz fehlt, sondern mit geringer Intensitat doch auftritt, 
zunachst einmal hinwegsieht. Tatsachlich ist die Starke dieser Linie 
so gering, daB die in [2] fiir die Depolarisation aller Linien verantwortlich 
gemachte starke Wechselwirkung der Elektronen- mit den Schwingungs- 
termen auch fiir die schwache Durchbrechung der A ¥-Regel in Anspruch 
genommen werden kann. Wir méchten deshalb die Punktsymmetrie C3, 
fiir die Pr***-Ionen in der Gitterzelle fiir gesichert oder mindestens sehr 
gut angenahert halten. 


3. Struktur der Gitterzelle und elektrisches Kristallfeld. 


FaBt man das Ergebnis der vorigen Ziffer mit den an den Schwin- 
gungslinien in [2] gewonnenen Ergebnissen zusammen, so ergibt sich 
die folgende wahrscheinliche Anordnung einer Molekel in der Gitterzelle: 
Die Symmetrie der Zelle werde gleich der des Gesamtkristalls mit D,, 
angenommen, d.h. sie enthalt eine dreizahlige Hauptachse in z-Rich- 
tung, drei dazu senkrechte zweizadhlige Nebenachsen, ein Inversions- 
zentrum und durch diese.Symmetrieelemente bereits zwangslaufig ge- 
geben, drei Spiegelebenen durch die Hauptachse. Nach den Ergebnissen 
der vorigen Ziffer sitzen die beiden Pr-Ionen in gleichem Abstand ober- 
halb und unterhalb des Zentrums auf der Hauptachse und den Spiegel- 
ebenen. Die zwélf NO,-Ionen bilden einen in D,, vollstandigen Satz 
von Bausteinen in (nach [2]) allgemeiner unsymmetrischer oder héch- 
stens zweizahliger Lage, so da sechs in die obere, sechs in die untere 
Hemisphare gehéren. Die drei Zn**-Ionen miissen in speziellen (sym- 
metrischen) Lagen liegen, und zwar ein Ion im Zentrum, die beiden 
anderen ebenfalls auf der Hauptachse, symmetrisch zum Zentrum. Uber 
die Wassermolekeln 1aBt sich nicht mehr aussagen, als.daB sie vermutlich 
die Wasserhiillen der Kationen bilden werden. Da sie somit einen er- 
heblichen Teil des auf die 4/-Elektronen wirkenden Kristallfeldes lie- 
fern [5], wtirde eine Bestimmung des Kristallfeldes aus den Spektren 
Riickschliisse auf die Struktur der Hydrathiillen erlauben. 

Man kann versuchen, die Struktur des Feldes im Innern eines auf 
einer dreizahligen Kristallachse eingebauten Hydratkomplexes zwischen 
folgende beiden Grenzen einzuordnen: a) Oktaederstruktur mit einer 
dreizahligen Achse parallel zur Kristallachse, vor allem bei Sechser- 
koordination, b) Achsialsymmetrie (p= co) um die Kristallachse, vor 
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allem bei Anwesenheit stark geladener Nachbarionen auf der Kristall- 
achse. In unserem Fall kennen wir die Feldsymmetrie als C,, und die 
Frage ist nur, ob dies Feld vielleicht dem einen oder andern der genannten 
Grenzfalle benachbart ist. 
Das Potential des Kristallfeldes am Ort (7,9, q) eines 4f-Elektrons 
— ‘1aBt sich auf alle Falle in der Form 


Ur 8g) =OW)[%n (Og) — VP (Ms soe 
‘ + 6P(r) ena 


schreiben, wobei Q (7), P(r), R(r) reelle Funktionen und 6, ¢ reelle Zahlen 
(Stérparameter) sind. Das erste Glied in (6) gibt ein Oktaederfeld mit 
einer dreizahligen Achse parallel z (vgl. [6]), die beiden anderen Glieder 
geben ein axiales Zusatzfeld. Uberlagerung aller dreier Glieder ge- 
stattet, jedes dreizahlige Kristallfeld darzustellen, und zwar fiir Terme 

_ mit J < 2 vollstandig, mit J > 2 angenidhert. Die oben genannten Grenz- 
falle sind fiir 6=«=0 bzw. Q(r)=0 erreicht. 

Fiihrt man die Wechselwirkung des durch (6) definierten Kristall- 
feldes mit allen 4/-Elektronen, d.h. 


FE 8 2 ETS) (7) 


als schwache Stérung ‘der 4/-Elektronenterme ein, so erhalt man in 
erster Naherung der Stérungsrechnung die folgenden Stérenergien fiir 
die Termaufspaltung im oktaedrischen Grenzfall. 
a) Fiir Terme mit J = 4: ; 
Hie = W,= “3944, _  dreifach > 

W= —6A,, zweifach 


7 ‘ ’ . ‘ , . } ; (8 
9 We WS Ay, dreifach [ ! 
AS ee el , PT itesti {fai Pi aq 
estan pee Benen einfach J “i 
: feats + M j ve teet i) a Mr} ey bi | —. ed i —_ 
ot) ‘haiges 2B ? Sa pitas Mr des, IMnGg!) 


yr By ae umneek 44470 Acetiuenfulge tiene stander Witte 
pupice go> tse ael dein Dedlinds tee’ 
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Dabei bedeuten Q, und Qy Mittelwerte der von 7, abhangigen Faktoren 
der Wechselwirkungsenergie (7) iiber die ebenfalls radialen Anteile der 
4f-Eigenfunktionen bei den Atomzustinden mit J =4 bzw. J =2. Die 
Integration tiber die winkelabhangigen Anteile ist in den Formeln (8) 
bis (10) bereits zahlenmaBig ausgefiihrt. 

Die im Oktaederfeld dreifachen Terme spalten beim Ubergang zum 
dreizahligen Feld, d.h. bei Mitberiicksichtigung der beiden letzten Glieder 
in (6), weiter auf in einen zweifachen und einen einfachen Term. Nimmt 
man diese Aufspaltung als klein gegentiber der oktaedrischen an, so 
erhalt man noch folgende Zusatzenergien, die zu den Energien in (8), 
(9), (40) hinzukommen. 


a) Fir Terme mi J = 


AW, = — 216B,+76C,, einfach | 
AWry= 7,9 0 By — 15,5 oa, einfach | 
AW, = — 10,96B,—0,5¢C,, einfach | (11) 
AW, =114A0B,+ 6,5. 8G), zweifach 
AW, = 1,95:0 By = 3,5:8C,, zweifach 
AW, = —1,46B,, zweifach 
mit 
ratePso). Doin 
14/70 oh 28 ge 
by) Jur Terme mit p= 2s 
AW, = 846 B, — 28 €C,, einfach 
AW, = — 18,76B,+28¢C,, zweifach (42) 
AW_, = — 85,3 6B,, dreifach 
mit 
ells are By 
° 44/70 "28 V6 (12') 
c) fiir.den Term mit J =1: 
AW, = —2«C,, einfach 
AW,=+eC,,  zweifach (13) 
mit 
i 
C= Ve | (13) 


Alle so entstehenden einfachen Terme gehéren zu su =0, die zweifachen 
zu = {+14}. 


Die Aufspaltung der Pr*++-Terme und die Symmetrie des Kristallfeldes. 99 


Die Darstellung des experimentell gefundenen Termschemas (Fig. 2) 
gelingt, wenn man fiir die unbekannten FeldgréBen folgende Annahmen 
macht: 

a) As<.0. 


Dann kommt im Oktaederfall eine dreifache Komponente von 3H, nach 
unten, siehe (8), die dann beim Ubergang zum dreizahligen Feld in eine 
zweifache und eine einfache Komponente aufspaltet. Da auch die zweit- 
tiefste Komponente in (8) doppelt ist, hatte man so die drei beobach- 
teten Komponenten I, IJ, III mit = {+ 1}, 
0, {+ 1} von °H, erklart. Die Aufspaltung S 0 tS abied'y: 
geht in die richtige Richtung fiir B, >0, § 


; e nap e/ntach W; 
C,< 0, wenn 6, € positiv wachsen. 


- 424 AL=0 
Ws 


b) As SSK). {+7} Ws 


= ee See 
Dann kommt im Oktaederfeld bei 1D, und Z W, 


°Py die dreifache Komponente nach oben, zweitech Wy | ¥ 

die dann beim Ubergang zum dreizihligen 9 ~847>7-———7] ——_~__ We 

Feld schwach weiter aufspaltet, was be- 

obachtet wird (siehe besonders 3P,!). Diese 

Aufspaltung geht in die richtige Rich- 

tung, wenn , 
| 


Oreltach Wy=Hy 


439A 
ist. Die Verhaltnisse sind fiir ?H,in Fig.3 rig 3, Aufspaltung dés Terms *H, bei 
schematisch dargestellt. Ubergang des Kristallfeldes von der 
Oktaedersymmetrie O zur trigonalen 
Aus der beobachteten Aufspaltung von Symmetrie Cy». Schematisch. 


3P, folgt eindeutig C, >0. 

Versucht man nun umgekehrt vom axialsymmetrischen Grenzfall 
auszugehen, so erhalt man kein befriedigendes Ergebnis. Hier sind die 
Zustande yy, des freien Ions selbst Zusténde nullter Naherung, und im 
Kristallfeld fallen jeweils zwei Zusténde mit + M zusammen, bei 3H, 
also +M=-+4, +3, +2, +1, 0. Diese Terme liegen in der hinge- 
schriebenen oder in der umgekehrten Reihenfolge tibereinander. Ware 
letzteres der Fall, so miiBte die tiefste Komponente von *H, einfach sein, 
entgegen der Erfahrung. Also muB M=-+4 unten liegen. Wegen 


M=wn (mod. 3) (14) 


wiirden die drei tiefsten Komponenten also zu den richtigen Quanten- 

zahlen = {+1}, w=0, w= {+1} von unten nach oben gehéren. Aber 

jeder dieser Terme ware doppelt und beim Ubergang vom axialen zum 

trigonalen Feld, d.h. bei Uberlagerung eines schwachen oktaedrischen 

Anteils wiirde der mittlere in zwei einfache Terme mit =0 schwach 
; os 
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aufspalten, und man miiBte zwei derartige Terme beobachten statt 
des einen. 

Wir glauben also, daB das auf die 4f-Elektronen wirkende Kristall- 
feld der Symmetrie C,, von einem oktaedrischen Feld viel weniger ab- 
weicht als von einem axialen Feld. Dies Ergebnis bestatigt die schon 
frither gemachte Erfahrung [7], daB die wahre Symmetrie des von den 
Gitternachbarn herrithrenden Kristallfeldes sich bis in die 4f-Schale 
eines eingebauten Ions hinein stark bemerkbar macht, wahrend im 
Gegensatz dazu das Quadrupolmoment des Atomkers praktisch nur 
noch ein axialsymmetrisches Feld mit. 


Wir danken wiederum Herrn Prof. R. W. Pont fiir die Uberlassme 
von fliissigem Wasserstoff, ferner der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
fir apparative Unterstiitzung. 
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Eine kritische Bemerkung zur Arbeit von H. Bucka 

und U. v. Haselberg: ,,Vorlesungsversuch zur Mes- 

sung der thermischen Molekelgeschwindigkeit mit 
einer Analysenwaage“™*. 


Von 
H. WEGENER. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 25. Februar 1953:) 


Die Verfasser der in der Uberschrift erwahnten Arbeit geben folgenden 
Versuch zur Messung der Molekulargeschwindigkeit an: 

Ein offenes, mit Methanol gefiilltes Gefa8 wird auf eine Dampfungs- 
waage gestellt. Aus der zeitlichen Gewichtsanderung folgt die in der 
Zeiteinheit verdunstete Alkoholmenge. VerschlieBt man das GefaB 
durch einen Deckel, so stellt sich ein konstantes Gewicht ein. Dieses 
Gewicht ist jedoch kleiner als dasjenige, das man erhalt, wenn man das 
Gewicht des offenen GefaBes bis zum Zeitpunkt des VerschlieBens extra- 
poliert. Die Gewichtsdifferenz g-A deuten die Verfasser als einen ,, Riick- 
stoB“, den die ,,herausgeschleuderten“’ Methanolmolekiile dem Gefa8B 
erteilen. Fiir die Warmegeschwindigkeit ¢ ergibt sich so (vgl. BucKA 
und v. HASELBERG): 


by, A 
= 2g = 27 (1) 


(g = Erdbeschleunigung; J = verdunstete Masse/Zeit ; r = Gewichtsdif- 
ferenz in Skalenteilen; v/t =Waagenzeigergeschwindigkeit in Skt./Zeit). 

Die von ihnen durchgefiihrten Messungen liefern im Rahmen der 
MeBgenauigkeit fiir ¢ den Wert 438 m/sec, der nach der MAXWELL-Ver- 
teilung zu erwarten ist. 

Als wir den bestechend einfachen Versuch fiir das Anfangerpraktikum 
einrichten wollten, fanden wir, daB man durch ein passendes Versuchs- 
gefaB praktisch jeden gewiinschten Wert fiir ¢ erhalten kann. Nur wenn 
man sich an die von den Verfassern vorgeschriebenen Dimensionen hilt, 
miBt man die oben angegebenen 438 m/sec. Nahere Untersuchungen 
fiihrten dann zu der Einsicht, daB das Experiment anders zu ocean ist. 
Das wird jetzt naher ausgefihrt. 

In einem hohen ZylindergefaB befindet sich eine verdunstende Fliis- 
sigkeit (Fig. 1). Uber der Flissigkeitsoberflache bildet sich eine statio- 
nare Dampfdichteverteilung aus. Unmittelbar tiber der Oberflache z= 0) 


* Bucxa, H., u. U. v. HAseLBerc: Naturwiss. 37, 183 (1950). 
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herrscht Siattigungsdichte o,, am GefaéBrand z= dagegen die Dichte 
null, weil der austretende Dampf schnell in alle Richtungen wegdiffun- 
diert. Fiir den Dichteverlauf gilt: 


4 


cia Ni e=0,(1—4)t. (2) 
Daraus erhailt man die Massenstromstarke /: 
ai 
I=D-F-* (3) 
L 
zqopees | 


(D = Diffusionskoeffizient ; f = Grundflache des GefaBes). 
Fig 1. Dampt- (I*A)/F =D 9, ist bei hinreichend tiefem GefaB wie zu 
sinesde band erwarten konstant. Der daraus nach (3) berechnete Dif- 
si “dergetas. ""  fusionskoeffizient D stimmt mit dem in Tabellenwerken 
angegebenen tiberein (D ~ 0,13 cm?/sec). 

Nach (2) nimmt die Dampfdichte linear mit der z-Koordinate von @, 
auf 0 ab. Legt man den Deckel auf das GefaB, so stellt sich exponentiell 
mit einer Zeitkonstanten T 


h2 


T= 354 (4) 
liberall im GefaBinnern Sattigungsdichte o, ein. (Der Sattigungsdruck 
fiir Methanol betragt 100 mm Hg bei 20,9° C.) Dazu muB nach (2) noch 
zusatzlich eine Menge mit der Masse y verdampfen: 


Re OS 
pe a) is (5) 


Zur Uberpriifung von (4) und (5) kann man den GefaBdeckel mit 
einem winzigen Loch versehen. Die zusatzlich verdunstende Menge y 
verdrangt dann eine etwa gleichgroBe Gasmenge aus dem GefaB. (4) und 
(5) wurden mittels einer Dampfungswaage bestatigt. 

Bei der von BuckA und v. HASELBERG angegebenen Anordnung be- 
tragt ha 2cm. Nach (4) stellt sich dann die konstante Dampfdichte 
im Gefa8innern mit einer Zeitkonstanten T ~ 15 sec ein. Darauf herrscht 
innen ein Uberdruck von 0,07 Atm, der im allgemeinen ausreicht, den 
nur mit Fett aufgeklebten Deckel etwas ,;anzuliiften‘.. Der Uberdruck 
entweicht, und mit ihm verliert das ,,geschlossene‘‘ GefaB die Masse y. 
Dieser Vorgang geht schneller vor sich als die Einstellung der Dampfungs- 
waage, mit der der zeitliche Verlauf des GefaBgewichtes festgestellt wird. 
Dem Beobachter wird also ein unstetiger Gewichtssprung g-A =g- 
im Zeitpunkt des VerschlieBens vorgetauscht. Nach dieser Auffassung 


+ (2) und (4) folgen aus der Diffusionsgleichung. 
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erhalt man unter Verwendung von (3) und (5) 


Y | A +, > 
26 Ti Sees deen a 


loge 


Uj/Tt J gemessen 
Deutet man den Gewichtssprung g - 4 dagegen wie BucKA und v. HAsEL- 
BERG als VerdampfungsriickstoB, so gilt wegen ar 
re | A i m 
{29 —— 2 ee — > = S 
t > Ole linens ej ap Sco (7) 
T ne : c r we 
Um zwischen den beiden Auffassungen: V erdrangungseffekt (6) oder 
7 


Wee 


VerdampfungsriickstoB (7) zu entscheiden, wurde die GréBe 2¢ 
Vv 


1000 —_ = Seen 


m/sec 
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i 
Fig. 2. Die GréoBe 2 ee als Funktion der Randhohe h. Der GefaBdurchmesser ist 6 cm. 
bei verschiedenen Randhéhen h gemessen. Falls ein Verdrangungseffekt 
vorliegt, sollte die gemessene GréBe quadratisch von f# abhangen, im 
Falle des von Bucka und v. HASELBERG behaupteten Verdampfungs- 
tiickstoBes dagegen von / unabhangig sein. 
Fig. 2 gibt die MeBresultate und die nach (6) bzw. (7) berechneten 


Kurven fiir 2g — wieder. Die MeBpunkte nahern sich mit wachsen- 


dem h der Parabel (6), sind also keineswegs von /# unabhangig, wie nach 
(7) zu erwarten ware. Daraus ist zu entnehmen, daB der Verdrangungs- 
effekt wenigstens den Hauptanteil des beobachteten Gewichtssprungs 
ausmacht. DaB die MeBwerte erst bei gréBeren h-Werten mit der Pa- 
rabel zusammenfallen, wird darin seinen Grund haben, daB (6) unter 
Benutzung von (2) berechnet wurde, (2) aber nur bei hinreichend tiefen 
GefaBen richtig ist, da bei der Lésung der Diffusionsgleichung von Rand- 


effekten abgesehen wurde. Aus dem endlichen Wert fiir 28 bei 


h=0 braucht man nicht auf einen VerdampfungsriickstoB zu schlieBen, 
denn bei Randhohen h, die wesentlich kleiner als der GefaBdurchmesser 
sind, muB die Dampfdichteverteilung beim Deckelaufsetzen merklich 
gestért werden. : 
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Da®B wirklich in erster Linie der Verdrangungseffekt Ursache des — 
Gewichtssprungs g-A ist, zeigt auch folgende Beobachtung: Nach sehr 
sorgfaltigem Aufpressen des Deckels unterblieb praktisch der Gewichts- 
sprung. Dann und nur dann hérte man beim Wiederéffnen des GefaBes 
ein leises Zischen. Offenbar war in diesen Fallen das GefaB absolut dicht: 
Die Verdrangung konnte nicht stattfinden; beim Offnen entwich der 
Uberdruck. ; 

Das Experiment ist daher zweifellos nicht geeignet, die Molekular- 
geschwindigkeit zu messen. Wollte man den Versuch in seiner urspriing- 
lichen Form beibehalten, so miiBte die Verdampfung im Vakuum er- | 
folgen. 


Herrn Prof. Dr. R. FLEISCHMANN méchte ch, fir Anregung und 
forderndes Interesse danken. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 
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Die Raumladungszone 
an der Grenze des Bogenplasmas. 


Von 
G. ECKER. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 23. Januar 1953.) 


Die Anwendung der bekannten Lancmurrschen Gesetze auf die Raumladungszone 
zwischen Bogenplasma und Kathode fiihrt bei der Bestimmung des Kathodenfalls 
zu groBenordnungsmaBig falschen Resultaten. Wir haben daher im folgenden 
eine Berechnung der Raumladungsverhiltnisse unter Beriicksichtigung der von der 
Plasmagrenze her gegen das Feld anlaufenden Elektronen gegeben. Es zeigt sich, 
daB dieser Einflu8 den Spannungsbedarfim Fall des bekannten Beispiels des Hg- 
Héchstdruckbogens auf etwa ein Drittel des Lancmurrschen Wertes erniedrigt. 
Bei einem von CoBINE und GALLAGHER ausgemessenen Luftbogen an Wolfram- 
elektroden ergibt sich sogar eine Erniedrigung auf ein Sechstel des Lancmurrschen 
Spannungsbedarfes. Damit kommen die theoretischen Ergebnisse in tragbare 
Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten. Besonders befriedigend ist es, 
daB sich das Resultat, im Gegensatz zu der bisherigen Formulierung, gegeniiber 
Anderungen der Ausdehnung der Raumladungszone als weitgehend unempfindlich 
erweist. Die Untersuchung des Feldes E; an der Kathodenoberflache laBt ebenfalls 
eine Abnahme gegeniiber der LANGMurrRschen Theorie erkennen. Die berechneten 
Werte zeigen, daB eine Beteiligung der thermischen Feldemission am Stromtrans- 
port zwar nicht sehr wahrscheinlich ist, daB sie jedoch bei hohen Stromdichten 
unter gewissen giinstigen Voraussetzungen beziiglich der Oberflachenbeschaffenheit 
nicht ausgeschlossen werden kann. 


Die GesetzmaBigkeiten der raumladungsbestimmten Tragerbewegung 
sind wesentlich abhaéngig von den Randbedingungen an den Grenzen 
des untersuchten Gebietes. Die ersten theoretischen Uberlegungen fiir 
den einfachsten Fall der unipolaren Raumladungsstr6mung wurden -von 
LANGMUIR bereits vor etwa 30 Jahren angestellt. Seine Berechnungen 
legen die Vorstellung zugrunde, daB von der einen Raumladungsgrenze 
her Ladungstrager einheitlichen Vorzeichens in die Zone einwandern, 
um sie an der anderen Grenze mit veranderter Geschwindigkeit wieder 
zu verlassen. Da Tragerverluste ausgeschlossen sind, bleibt die Strom- 
dichte im ganzen Bereich konstant. Die Raumladungsdichte muB dem- 
entsprechend mit der Geschwindigkeit der Trager variieren. LANGMUIR 
setzte ferner voraus, daB die Feldstarke ebenso wie die Geschwindigkeit 
der Ladungstraiger an der Eintrittsstelle verschwindet. Dies bedeutet, 
daB an dieser Grenze die Triagerdichte beliebig hohe Werte annehmen 
kann. Unter diesen vereinfachenden Annahmen ergibt sich an Hand 
der Porssonschen Gleichung und der Energiebilanz ohne weiteres das 
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bekannte Lancmuirsche V!-Gesetz. Bezeichnet 6 die Ausdehnung der 
Raumladungszone, V den Spannungsbedarf, 7 die Stromdichte, e die 
Ladung und m die Masse der Ladungstrager, so gilt die Beziehung 


; 1 2ComaVe4 

ko aE e? Me 
die sich in vielen Fallen, beispielsweise bei der Berechnung der Elek- 
tronenrohren, bewahrt hat. Dies erklart sich dadurch, da8 der Potential- 
verlauf der Raumladungszone nur geringfiigig von der Eintrittsgeschwin- 
digkeit der Teilchen und der Eingangsfeldstarke Ey abhangig ist. Die 
Beriicksichtigung der Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen an der 
Eintrittsstelle fiihrt, abgesehen von einer sehr schmalen spannungsarmen 
Gegenfeldzone unmittelbar vor der Elektrode, ebenfalls zu der Bezie- 
hung (1). Abweichungen sind erst bei extrem niedrigen Stromdichten 
oder in der Nahe des Sattigungsstromes zu erwarten. 

Eine wesentliche Veranderung tritt ein, wenn der Stromtransport 
nicht nur von Ladungen eines Vorzeichens getragen wird, sondern, wenn 
von der zweiten Grenze her Ionen entgegengesetzten Vorzeichens in die 
Raumladungszone eintreten und das Gebiet in der umgekehrten Rich- 
tung durchwandern. Wir kommen damit zu dem Fall der ambipolaren 
Raumladungsbewegung, die ebenfalls unter den bekannten Voraus- 
setzungen von LANGMUIR [1] bereits untersucht wurde. Die Berech- 
nungen verlaufen véllig analog zur unipolaren Strémung, nur kommt 
man jetzt zu einer etwas komplizierteren Integraldarstellung, deren 
Lésung von LANGMUIR graphisch ermittelt wurde. In einer neueren 
Arbeit [2] konnte auch eine analytische Darstellung dieser Verhaltnisse 
gegeben werden. Es gilt 


1 y/2e vi 
heel gal eas 5 ies (2a) 
und 
perire 1 1/2e ve 
1 Mad aH roe a (2b) 
mit 
1 
oral d 
De as (3) 


m,, m, bzw. 7,, 7, bezeichnen die Massen und Stromdichten der nega- 
tiven und positiven Ladungstraéger. AuBerdem gilt die Abkiirzung 
Y¥=Ip* \mplj. \m.. Das Integral (3) 1aBt sich mit Hilfe der elliptischen 
Integrale erster und zweiter Gattung als Funktion von y ausdriicken. 

Betrachten wir nun den Stromtransport im Ubergangsbereich zwi- 
schen dem Plasma des elektrischen Lichtbogens und der Kathode. Nach 
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dem Vorschlag von SLEPIAN [3] sowie WEIZEL, RoMPE und SCHON [4] 
soll der Stromtransport vor der Kathode im wesentlichen durch Ionen 
bewerkstelligt werden, die sich aus dem hochionisierten Plasma auf die 
Elektrode zu bewegen. Der Beitrag der thermischen Feldelektronen- 
emission des Metalles wird demgegeniiber entsprechend den Experi- 
menten von STOLT [5] und SLEPIAN [3] als geringfiigig angesehen. Aui 
jeden Fall haben wir unmittelbar vor der Kathode eine mehr oder 
weniger ausgedehnte Raumladungsschicht zu erwarten, in die vom Plasma 
her positive Ionen von der Elektrode her in gewissem Mae Elektronen 
eintreten. Beide Ladungstrager sollen sich nur durch ihre elektrostati- 
sche Wechselwirkung beeinflussen. 

Um den Kathodenfall des Bogens zu ermitteln, miissen wir den 
Spannungsbedarf V, dieser Raumladungsschicht bestimmen und zu dem 
Spannungsverbrauch des Kontraktionsgebietes, wie er in [6]! berechnet 
wurde, addieren. Dazu kénnen wir die Gl. (1) verwenden, da die Ge- 
schwindigkeit der Ionen ebenso wie die Eingangsfeldstarke E, an der 
Plasmagrenze gegeniiber den in der Raumladungsschicht auftretenden 
Geschwindigkeiten und Feldstarken gering ist. Grundsatzlich miBten 
wir natiirlich die umstandlicheren GesetzmaBigkeiten (2), (3) der ambi- 
polaren Strémung zur Berechnung heranziehen. Hierauf kénnen wir 
jedoch verzichten, da nach den Vorstellungen der Kontraktionstheorie 
der Anteil der Feldelektronen am Stromtransport gering ist. Dabei 
brauchen wir fiir unsere Uberlegungen die Feldemissionsdichte. keines- 
wegs als klein gegeniiber der Ionenstromdichte vorauszusetzen. Selbst 
wenn der Ionenstrom nur wenige Prozent des Elektronenstroms aus- 
macht, ist der Potentialverlauf in der Raumladungsschicht durch die 
Ionen bestimmt, so daB wir die Beziehung (1) zugrunde legen kénnen. 
Dies hat seine Ursache in dem groBen Massenunterschied der Elektronen 
und Ionen. 

‘Die Berechnung der Spannung Vz setzt die Kenntnis der Strom- 
dichte 7, sowie der Ausdehnung 6 des Raumladungsgebietes voraus. Fir 
die Stromdichte stehen uns sowohl aus den theoretischen Uberlegungen 
in I, wie auch aus verschiedenen experimentellen Untersuchungen 
neueren Datums [7], [8] und [9] einigermaBen zuverlassige Unterlagen 
zur Verfiigung. Hinsichtlich der Ausdehnung sind unsere Kenntnisse 
etwas unsicher. Nach den Uberlegungen von WEIZEL, RoMPE und SCHON, 
k6énnen wir erwarten, daB 6 die GréBenordnung einer freien Weglange 
erreicht. Jedenfalls kann 6 nicht kleiner sein. Diese Formulierung ent- 
halt natiirlich eine gewisse Unsicherheit, die durch die mangelhafte 
Kenntnis der freien Weglange bedingt ist. 

Fiihrt man die Berechnung an Hand der LANcMurrschen Formel 
mit den giinstigsten Werten durch, so ergibt sich fiir den Fall der in 


1 Im folgenden mit I bezeichnet. 
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I beschriebenen Hg-Entladung ein Spannungsbedarf Vp von etwa 10 bis 
15 V, woraus zusammen mit den 5 V des Kontraktionsbereiches ein 
Kathodenfall von 15 bis 20 V resultiert. Dieser Wert hat zwar die 
richtige GréBenordnung, bedenkt man jedoch, daB dieses Resultat einen 
unteren Grenzwert angibt, so erscheint das Ergebnis im Hinblick auf 
die Messungen [10], [712] und [12] tatsachlich zu hoch. Die Abwei- 
chungen werden erheblich, wenn wir die Ergebnisse von COBINE und 
GALLAGHER verwenden, die in Luft von Atmospharendruck an Wolfram- 
elektroden beispielsweise eine Stromdichte von 74000 Amp/cm? gefunden 
haben. Mit diesen Daten berechnet man einen Mindestspannungsbedarf 
von 60 bis 80 V im krassen Widerspruch zu der experimentellen Kenntnis. 
Anders ausgedriickt, bei einer Spannung Vp=10 V kénnte die Raum- 
ladungszone héchstens eine Ausdehnung von etwa 3-10~* cm besitzen, 
wahrend die freie Weglange von der GréBenordnung 5-10~*> cm ist und 
unter Beriicksichtigung der Umladungen und des erhéhten Wirkungs- 
querschnittes der angeregten Atome vielleicht um einen Faktor 4 bis 5 
kleiner sein kénnte. Das heiBt die Ausdehnung der Raumladungszone 
diirfte nur 1/; des theoretisch zu erwartenden Bereiches betragen. 

Wir miissen aus dieser Tatsache schlieBen, daB die Behandlung der 
Raumladungszone nach den Gesetzen der unipolaren Raumladungs- 
stromung den wahren Verhaltnissen nicht gerecht wird. Den Gedanken, 
daB die positive Raumladung der Ionen durch die negative Ladung von 
Elektonen geschwacht wird, haben wir bereits oben diskutiert und ver- 
worfen. Natiirlich kénnte die Erniedrigung der Ionenstromdichte durch 
Feldelektronenemission ein Absinken des Spannungsbedarfs bewirken, 
jedoch ist dieser Einflu8 zur Erklarung der Diskrepanzen unzulinglich, 
solange wir nicht einen Bogen untersuchen wollen, dessen kathodische 
Entladungsteile durch den Mechanismus der Feldemission bestimmt sind. 

Bei der vorliegenden Beschreibung haben wir jedoch einen anderen 
. wesentlichen Gesichtspunkt unberiicksichtigt gelassen. An der Grenze 
des Plasmas miissen wir namlich beachten, daB nicht nur die positiven 
Ionen in die Raumladungszone eintreten, sondern auch die Elektronen, 
die auf Grund ihrer thermischen Bewegung gegen das Feld anlaufen 
und dabei die positive Raumladung kompensieren. Dieser Effekt iibt 
einen um so.gréBeren EinfluB aus, je hoher die Temperatur an der Plasma- 
grenze und je kleiner die Eingangsfeldstarke des Raumladungsgebietes 
ist. Wir diirfen daher erwarten, daB er bei den Verhdltnissen vor der 
Bogenkathode eine bemerkenswerte Rolle spielt. 

Um den Einflu8 der gegen das Feld anlaufenden Elektronen ab- 
zuschatzen, darf man keine fest vorgegebene Potentialverteilung zu- 
grunde legen. Man wiirde sonst zu dem Trugschlu8 verleitet, daB die 
Elektronen, welche héchstens eine Energie von einem Elektronen- 
volt besitzen, keinen nennenswerten Anteil des Feldes kompensieren 
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kénnten. Geht man von der Potentialverteilung der reinen Ionen- 
bewegung aus, so hat man vielmehr zu bedenken, daB die gegen das Feld 
anlaufenden Elektronen selbst den Feldverlauf in dem noch elektronen- 
freien Raum verandern, Man kann sich iiberlegen, daB dieser Mechanis- 
mus die Elektronen beliebig weit vordringen laBt, sofern die Eingangs- 
feldstarke der Raumladungszone verschwindet oder anders formuliert, 
daB unter der Annahme verschwindender Eingangsfeldstarke (und 
Elektronenreflexion an der Kathodenoberfliche) tiberhaupt keine Span- 
nung fiir den Transport der Ionen zur Kathode erforderlich ware. 


Um den beschriebenen Einflu8 quantitativ zu erfassen, untersuchen 
wir folgende Anordnung. Die positive x-Achse eines Koordinatensystems 
habe die Richtung der Sdulenachse und weise auf die Kathode hin. Die 
geringe achsiale Ausdehnung der Raumladungszone erlaubt die ein- 
dimensionale Behandlung. Ein Ionenstrom der Dichte 7;(x) bewege 
sich in Richtung auf die Kathode mit einer Geschwindigkeit, die der 
thermischen Energie der Ionen zuziiglich der im Feld gewonnenen Ener- 
gie entspricht. Fiir die Elektronen setzen wir Gleichgewichtsverteilung 
voraus, d.h. daB entweder die Gegenspannung der Raumladungszone 
die thermische Energie wesentlich tiberschreitet oder aber, bei kleinerer 
Gegenspannung, die Elektrode die Elektronen reflektiert. Wir werden 
weiter unten sehen, daB stets die erste Bedingung erfiillt ist. 


Zur Beschreibung dient zunadchst die Gleichung 
g=—o (4a) 


und die Porssonsche Gleichung 


d2V gee 


= 
dx 9 


n;—N,) . (4b) 


V bezeichnet die Spannung, € die Feldstarke, ; bzw. 1, die lonen- und 
Elektronenkonzentration. Die Ionenstromdichte 7; driickt sich mit 
Hilfe von m; und der Energie Qy gemaB 


i; --@- nN; meee (4 C) 


4 


aus. Qy=kT,/2 gibt die mittlere Ionenenergie der Bewegung in der 
x-Richtung an. Hierbei haben wir iiber die willkiirliche Konstante des. 
Potentials so verfiigt, daB V an der Stelle x=0 verschwindet. ] Die 
Elektronendichte mn, ist nach den Gesetzen der Statistik durch die 
Gleichung | a 


eV 
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mit der Elektronendichte %,), und dem Potential verkniipft. Die Ver- 
wendung der klassischen Statistik ist gerechtfertigt, da die FERMI-Sta- 
tistik bei den vorliegenden Dichten keine Korrektur ergibt. 

Aus (4b), (4c) und (4d) erhalten wir fiir V die Differentialgleichung 


ae ( ; et 
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(5) 


Unter Verwendung der Beziehung (4b) folgt aus der Neutralitat an der 
Stelle x=0 fiir 7,9 die Gleichung 


Ni 
1p SS 6 
“Oe V200/MG; (6) 


Fithren wir dies in (5) ein, so erhalten wir 


2 ( fey) 
¢ ls = An Si —— <-— = ‘eile a e kT (7) 
dx Eo /2 Qo/M; |: A eV 
Qo 


und nach Multiplikation mit dV/dx und Integration ergibt sich 
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Vp bezeichnet den Gesamtspannungsbedarf der Zone, &—(—dV/dx), 
die Feldstarke an der Stelle x=0. 


Das Integral (9) hangt von der Integrationsgrenze Vz und von dem 
Parameter ©) ab. Hierbei hat man allerdings zu beachten, daB Vp das 
Integral nicht nur tiber die Integrationsgrenze beeinfluBt. Liegt naémlich 
der Spannungsbedarf Vp der Zone unterhalb oder in der Nahe eines 
bestimmten kleinsten Spannungswertes Vy, (s. unten), so erreicht auBer 
den Ionen ein wesentlicher Teil der Elektronen die Elektrode und kom- 
pensiert so einen Teil des Ionenstroms. Fiir die resultierende Strom- 
dichte7 gilt die Beziehung 
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die wir mit Hilfe von (6) nach 7, auflésen kénnen. Es ergibt sich 


(11a) 


Da 7 nur positive Werte annehmen soll und j; wesentlich positiv ist, 
zeigt diese Formel, da8 eine Mindestspannung erforderlich ist, die der 
Bedingung 


(11b) 


genugt. In der Nahe von Vj, miiBte der Ionenstrom die Gesamtstrom- 
dichte erheblich iiberschreiten, um den Stromanteil der Elektronen zu 
kompensieren. 


Fuhren wir (11a) in (9) ein und verwenden gleichzeitig die Abkiir- 
zungen 
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Die Auswertung dieses Integrals 1aBt sich graphisch durchfihren. Dabei 
ist es besonders miBlich, da8 der Integrand den Parameter y enthalt, 
iiber dessen GréBe sich wegen der Eingangsfeldstarke ©) zunachst keine 
eindeutige Angabe machen l4Bt. Die Situation verschlechtert sich weiter 
durch den Faktor g2(x,) so, daB wir fiir jeden Wert von G, und ap eine 
neue graphische Integration iiber den ganzen Bereich von 0 bis xp durch- 
zufiihren hatten. Fiir kleine Werte von «, wo die graphische Lésung 
versagt, ergdben sich durch Reihenentwicklung Integrale vom WEYER- 
sTrassschen Typus. Es ist klar, daB dieses Verfahren infolge der groBen 
Zahl der notwendigen Integrationen (zweifache Mannigfaltigkeit!) zur 
Interpretation von (13a) einen unangemessenen Aufwand erfordert. 

Wir kénnen diese Schwierigkeit vermeiden, wenn wir die speziellen 
Umstinde vor der Bogenkathode in Betracht ziehen. Aus den bisherigen 
Ergebnissen in I und den folgenden Rechnungen entnimmt man nam- 
lich, daB y in allen Fallen der Ungleichung 


ay = L074 (13 b) 
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geniigt, und damit wegen (ap) <1 


vy: g* (xr) = 10-* (13 c) 


gilt. Verschieben wir jetzt die untere Integrationsgrenze von 0 nach 
%=0,1, so haben wir nur noch eine einzige Integration durchzufihren, 
da der Integrand fiir « >a) von ©) praktisch unabhangig ist, wenn 

g2(%p) der Bedingung (13c) gentgt. Die Vernachlassigung des Be- 
reiches zwischen %,—=0 und «0,1 entspricht einer Verkleinerung der 
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Fig. 14. Bestimmung des Spannungsbedarfes der Raumladungszone. 
(Bezeichnungen siehe Text.) 


Ausdehnung 6 um denjenigen Anteil, der von den ersten 0,1 V der Raum- 
ladungszone iiberbriickt wird. Unser Verfahren ist insofern besonders 
zweckmiBig, als es auf jeden Fall eine Erhohung und keine Erniedrigung 
des Spannungsbedarfes zur Folge hat, so daB auf diese Weise nur ein 
erwiinschter Sicherheitsfaktor in das Ergebnis eingeht. 


In der Fig.4 ist neben der Funktion 7, (xp) die Kurve L eingezeich- 
net, die bei verdandertem MaBstab dem Grenziibergang 7,0, &)—-0 
der Funktion 7,(€9,%,) zugeordnet ist. Wir miissen erwarten, daB 
dieser Ubergang wieder zu der bekannten LancMurrschen V?-Abhan- 
gigkeit fiihrt. In der Tat hebt sich fiir kleine Werte von TJ), &, die 
Temperatur aus (13a) heraus und man kann zeigen, daB sich die LANG- 
murRsche Formel ergibt. Bei der Zeichnung haben wir allerdings rein 
formal die Temperatur nicht eliminiert, um die Variabelen beizubehalten. 


Der Spannungsbedarf der Raumladungszone laBt sich an Hand der 
Fig. 1 und der Gleichung 


bo Ty gag ae) (14) 
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bestimmen. Sind die Temperatur I), die Gesamtstromdichte 7 und 
die Ausdehnung 6 bekannt, so berechnet man zun: achst A nach (12b) 
und schneidet die Kurve y,(a,) mit der Kurve 
x (x ) = é -A _ ro) 
sal eiliniiks REET (15) 
Die Abszisse des Schnittpunktes 7,= 7, gibt den Spannungsbedarf an. 
Beziiglich des Beispieles der Hg-Hochstdruckentladung aus I sind 
die notwendigen Daten bekannt. Mit T)=11000° K, 7 =3,5-10*Amp/cm? 


und M=3,2-10-"g berechnet sich im absoluten MaBsystem fiir A 
der Wert 


827+ RIM; 
A= |/ $2) VAM 3.2 409 (16) 
€° 0 
und fir e/kT, 
é ¢ 
ER — 311510". (17) 


Verwenden wir unter den vorliegenden Bedingungen 6=3-10-8cm, so 
erhalten wir mit (16) und (17) die Beziehung 
7,8 
== glar) (18) 

Die Funktion 7, ist in der Fig. 1 fir zwei Werte M/m eingetragen, 
die den Verhaltnissen in Luft 7? bzw. Quecksilber 7% entsprechen. Wir 
entnehmen aus dem Schnittpunkt S, der Hg-Kurve einen Spannungs- 
bedarf von weniger als 6 V. Fiir die Lancmurrsche Theorie gilt g(«p) = 1. 
Dementsprechend la8t der Schnittpunkt S, unter den gleichen Verhalt- 
nissen nach der LANGMurRschen Theorie einen SPEEA von 
19 V erwarten. 

Die beriicksichtigten Effekte bedingen also eine Spannungserniedri- 
gung auf ein Drittel des bisherigen Wertes. Dabei ist in der LANGMUIR- 
schen Formel die Eingangsfeldstirke €, vernachlassigt, wahrend sie 
hier beriicksichtigt wurde. Eine entsprechende Korrektur des V!-Ge- 
setzes wiirde den Unterschied vergréBern. Es ist ferner bemerkens- 
wert, da8 nach unserer Rechnung der Spannungsbedarf der Raum- 
ladungszone sich in gewissen Grenzen als unabhangig von ihrer Aus- 


-dehnung erweist. Dies wird deutlich, wenn wir Vp in Abhangigkeit von 


der Ausdehnung 6 betrachten. Verkleinern wir 6, so nimmt nach der 
Lanemurrschen Theorie der Spannungsbedarf in der Umgebung von S, 
angendhert proportional mit 6 ab, wahrend er nach den vorliegenden 
Uberlegungen nur sehr wenig abnimmt und 5,5 V nicht unterschreiten 
kann. VergréBern wir dagegen 6, so nimmt Vp nach LANGMUIR wieder 


- angendhert proportional mit der Ausdehnung zu, wahrend die Spannung 


nach unserer Formulierung in der Umgebung von S, zunachst gar nicht 
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und bei gréBeren 6 langsamer als nach der LaNGMuirschen Theorie 
wichst. Wiirden wir beispielsweise die Ausdehnung der Raumladungs- 
zone verdoppeln, so miiBte nach LANGMUIR die Spannung Veg von 19 
auf 50 V (31 V Differenz!) anwachsen, nach unseren Berechnungen ware 
dagegen nur eine Zunahme von 6 auf 7 V (1 V Differenz!) zu erwarten. 
Diesem giinstigen Umstand ist es zu verdanken, da wir trotz mangel- 
hafter Kenntnis und Definiertheit der GréBe 6 unseren Untersuchungen 
ein brauchbares Ergebnis fiir Vp, entnehmen kénnen. 

Addieren wir zu dem Bedarf des Kontraktionsbereiches von 4 bis 5 V 
die 6 V der Raumladungszone, so erhalten wir etwa 10 V Gesamt- 
kathodenfall. 

Hinsichtlich der MeBergebnisse von COBINE und GALLAGHER am 
Luftbogen mit Wolframelektroden miissen wir uns mit einer Abschat- 
zung begniigen, da wir anderenfalls zunachst eine entsprechende Be- 
rechnung des Kontraktionsbereiches durchfiithren miiBten. Wir nehmen 
an der Grenze der Raumladungszone die Temperatur 7, an und setzen 
fiir die Eingangsfeldstarke ©) die Giiltigkeit von (13b) voraus. Die 
Konstante A wachst dann einerseits infolge der Erhéhung der Strom- 
dichte, wahrend andererseits die Erniedrigung des Molekulargewichtes 
eine starkere Abnahme bedingt. Es ergibt sich A =6,5-10?. Verwenden 
wir den oben angegebenen Wert 6=10~> cm, so folgt aus den Gln. (45) 
und (17), daB wir die gesuchte Schnittkurve erhalten, indem wir die 
Ordinaten der Funktion 7? aus Fig. 1 mit dem Faktor 2,5 multiplizieren. 
Auf diese Weise gewinnen wir zwei neue Schnittpunkte S, und S,, die 
den Spannungsbedarf fiir den Luftbogen nach den LANGMutRschen bzw. 
den vorliegenden Uberlegungen bestimmen. Das Lancmurrsche V?- 
Gesetz verlangt erwartungsgemaB 60 bis 70 V. Nach unserer Rechnung 
dagegen ben6tigt die Raumladungszone nur etwa 10 bis 12 V in brauch- 
barer Ubereinstimmung mit den Experimenten. 

Wir wollen uns noch ein Bild von dem Feldverlauf in der Raum- 
ladungszone verschaffen. Dazu gehen wir von der Gl. (8) aus und er- 
halten fiir die Feldstarke in Abhaingigkeit vom Potential 


tg = |/ sei knM $s, 
x 


&9° @ 8 (Xp) 


= eV x . (19) 
x yi / 1 Ee | =o (kr. — 1) se reer 
oder mit den Bezeichnungen (42) 
&- eee 
ry sap) =(V1 +20—1) + (e-*—1) + y+ 2? (ap) . (20) 


Setzen wir in dieser Formel «=«,, so ergibt sich das Feld ©, an der 
Kathodenoberflache. 


Die Raumladungszone an der Grenze des Bogenplasmas. 115 


| Den Verlauf der Funktion ©, - g(«,)/A zeigt Fig. 2. Auch hier ist 
die Feldstarke €, unter der Voraussetzung (13b) von der Eingangsfeld- 
stark ‘ 5 1 1e Bic - oh . ar ( \/ * ; if 
a irke © unabhangig. Die i igut gibt auBer &,+¢(%,)/A (E,) zum Ver- 
gleich die entsprechende Funktion (E,) nach LaANGMuIR wieder. Hin- 
sichtlich der MaBstabe gilt das zur Fig. 1 Gesagte. Bei der Beurteilung 
der Funktionen E, und E; hat man darauf zu achten, daB E,, bzw. E, 
gegen die Spannung und nicht gegen die Ausdehnung der Raumladungs- 
zone aufgetragen sind, so daB abgesehen von den verschiedenen MaBstaben 
zu der gleichen Raumladungszone verschiedene Abszissenwerte gehéren. 


| ba { 
Oe ee ae Se B77 al Tae 
| ait 


0 10 20 30 40 50 60 70 BOE; 
Kp —. 
Fig. 2. Feldstarkeverlauf in der Raumladungszone. (Bezeichnungen siehe Text.) 


Fiir unser Beispiel gilt «,=6 und wir erhalten &,=1,25-A/g (xp), 
woraus mit A = 8,2- 10 und 1/2 (xp) =1,8 die Feldstarke ©, = 5,5 -10®V/cm 
folgt. Unter den gleichen Bedingungen miiBte man nach der LANGMUIR- 
schen Formel etwa 8- 10° V/cm an der Kathode erwarten. 

Fiir den von CoBINE und GALLAGHER untersuchten Luftbogen an 
Wolframelektroden gilt nach dem Vorgang und Fig. 2 ©, =1,7 - A/g (ap) 
mit A—6,5-10% und g(a,p)=1. &, berechnet sich damit zu nur 
3,5 - 108 V/cm gegeniiber 8,3 - 108/em nach der urspriinglichen Formu- 
herung. - 

An Hand dieser Werte kénnen wir abzuschatzen versuchen, inwie- 
weit vor der Kathode eine Beteiligung der thermischen Feldemission 
entsprechend den Vorstellungen von ENGEL und STEENBECK [/3] zu 
erwarten ist. Diese Untersuchung wird allerdings durch den Umstand 
erschwert, daB eine geschlossene Darstellung des Emissionsstromes in 
Abhangigkeit von Temperatur und Feldstarke infolge der mathematischen 
Schwierigkeiten nicht vorliegt. MILLIKAN und Mitarbeiter empfehlen auf 
Grund ihrer experimentellen Erfahrungen die Formel 

; B 

fel (Teepe cGy? sei heen, pay = 
as 
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die sich jedoch theoretisch nicht bestatigen 148t und nur mangelhaft 
begriindet erscheint. FormelmaBig erfaBt sind die Bereiche 


|— ee 

G, a (= sham *kT ys 150° rT (22) 
? et-h 

bzw. 

4ak- 2m Vz 


¢, > 
ae h- Ve 


T= 9000:T-|/V,. (23 a) 


Unter der Voraussetzung (22a) verlassen im wesentlichen nur Elek- 
tronen das Metall, deren Energie die Maximalenergie der Potential- 
schwelle tiberschreitet. Es gilt dann 


| Se Am (REA x edge eV, ~ Ve E, | fir SUR aes 22b 
Pabaoayn oe Creer aT ia x Lote , (22b) 


d.h. die Feldstarke bedingt im wesentlichen eine Erniedrigung des Aus- 


trittspotentials um |/ e ©, =3,62 - 10-4 V& V. 
Unter der Voraussetzung 


4a k Y2m V, 


c, > , 
h- Ve 


p (23a) 
treten dagegen solche Elektronen aus, deren Energie unterhalb der Grenz- 


energie der FERMI-Verteilung des Elektronengases liegt. Es gilt dann 
die Formel 


S 
<P ome é =Gh, eee 
721,55 °10 v, * 


(23 b) 


Vi 3,62: 10-4 4+108-72-V, 
x €xXPyo{— 2,98 -107 &, MV y (eels hI a & \, 
wo v(J/eG,/V,) den Einflu8 der Bildkraft beriicksichtigt. Die Funktion 
v(y) wurde von NorDHEIM tabellarisch angegeben. 

In dem iibrigen Bereich, der rechnerisch nicht erfaBt ist, werden vor 
allem Elektronen emittiert, deren Energie zwischen der Maximalenergie 
und der Grenzenergie liegt. 

Die kathodischen Feldstarken E,=5,5 - 10® baw. 3,5 - 108 V/cm ge- 
nligen der Bedingung (22a) und wir stellen daher‘an Hand der Gl. (22b) 
fest, daB das Feld eine Erniedrigung der Austrittsarbeit um weniger als 
0,9 V bewirkt. Fiir Wolfram gilt V,=4,5 V. Setzen wir diese Werte 
in (22b) ein, so finden wir einen Feldemissionsstrom, dessen Dichte um 
viele GréBenordnungen kleiner ist, als die gemessenen Werte. Danach 
hatten wir fiir die untersuchten Bogen keine Beteiligung der Feld- 
emissionsprozesse zu erwarten. Dies andert sich jedoch mit wachsender 
Stromdichte, da G, angenihert mit der Wurzel aus der Stromdichte 
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zunimmt. Die Formel (23b) zeigt dann, daB an Wolfram eine Beteiligung 
zu erwarten ist, wenn die Dichte 107 Amp/cm? iiberschreitet. Immerhin 
wollen wir auch unterhalb dieses Wertes die Beteiligung des Elektronen- 
stroms nicht ausschlieBen, da die Beriicksichtigung des Grobfeinfaktors 
und der Gasbeladung eine beachtliche Begiinstigung des Emissions- 
stromes verursachen. Die Beseitigung dieser giinstigen Bedingungen 
durch das Ionenbombardement wiirde dann méglicherweise die schnelle 
Bewegung des Brennflecks erklaren, wie sie unter bestimmten Be- 
dingungen beispielsweise von SEELIGER und ScumicK [14] an Brenn- 
flecken beobachtet wurde, die sich durch eine geringe Leuchtdichte 
auszeichnen und fiir deren Existenz man bereits friiher die Emissions- 
prozesse als wesentlich angesehen hat. 

Es handelt sich jedoch auch unter diesen Umstianden nur um eine 
Beteiligung der Emissionsprozesse, wahrend der wesentliche Vorgang 
durch die Kontraktion bestimmt bleibt. Der reine Feldmechanismus 
der kathodischen Entladungsteile wiirde Stromdichten von 108 bis 
10° Amp/cm? verlangen, wie sie bisher nicht gemessen wurden. 

Im iibrigen erleichtert eine Beteiligung der Elektronen am Strom- 
transport die Deutung der Kontraktionstheorie, indem sie nicht nur eine 
weitere Erniedrigung des Spannungsbedarfes bewirken kann, sondern 
auch die Energiebilanz zur Kathode giinstig beeinfluBt. Nach den Uber- 
legungen in I erleidet ja der Kontraktionsbereich mit jedem zur Kathode 
abwandernden Ion einen Energieverlust in Hohe der Ionisationsenergie, 
wahrend der Elektrode mit jedem ankommenden Ion diese Ionisations- 
energie zusammen mit der in der Raumladungszone gewonnenen Energie 
abziiglich der Austrittsarbeit des neutralisierenden Elektrons zugefihrt 
wird. Alle Untersuchungen der Energiebilanz an der Kathode lassen 
nun erkennen, daB bei 100%igem Ionenstrom diese zugefiihrte Energie- 
menge zu groB ist. Es ware daher befriedigend, wenn die die Elektrode 
verlassenden Elektronen einen Teil der Energie aufnehmen und zu- 
sammen mit der in der Raumladungszone gewonnenen Energie an den 
Kontraktionsbereich zuriickliefern kénnten, so daB hier der Trager- 
energieverlust wieder weitgehend wettgemacht wird und kein zusatz- 
licher Spannungsbedarf entsteht. Notwendig sind die Emissionselek- 
tronen zur Erklarung der energetischen Verhaltnisse jedoch nicht. Da 
der Akkomodationskoeffizient von Teilchen hoher Temperatur erheblich 
von eins abweicht, miissen wir namlich erwarten, daB die Ionen, deren 
Temperaturaquivalent etwa 100000° betragt, nach der N eutralisierung 
einen wesentlichen Teil ihrer Energie wieder in den Gasraum mitnehmen 
und damit der Kathode entziehen und dem Kontraktionsbereich zu- 
fiihren. Diese Vorstellung findet eine Stiitze in der Beobachtung von 
Gasstrahlen hoher Geschwindigkeit beim Hg-Niederdruckbogen, die 
vielleicht auf diese Weise eine einfache Erklarung finden kénnten. 
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Untersuchung der Anregungszustiinde von Titan* 
mit Hilfe der y-y-Winkelkorrelation. 
Von 


PETER MEYER und SIEGFRIED SCHLIEDER. 


‘=a 


fit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 8. Februar 1953.) 


Mit zwei Szintillationszihlern und einem Koinzidenzkreis hohen Auflésungs- 
vermogens wird an einem V‘*-Praparat die Anzahl der y-y-Koinzidenzen in Ab- 
hangigkeit vom Winkel, den die Emissionsrichtungen der koinzidierenden y-Quan- 
ten miteinander bilden, gemessen. Durch Vergleich mit einer analogen Messung 
am Na* gelingt es, den st6renden Einflu8 der Positronvernichtungsstrahlung zu 
beseitigen und die Winkelkorrelation der y-y-Kaskade des Ti#® zu erhalten. Diese 
Korrelation zeigt, da8 der erste Anregungszustand des Ti‘* den Spin 2, der zweite 
den Spin 4 besitzt und beide Ubergange durch Quadrupolstrahlung vor sich gehen. 


1. Einleitung. 

Bei einer Reihe von f-Strahlern fiihrt die -Emission zu angeregten 
Zustanden des Folgekernes, die haufig nicht unmittelbar sondern iiber 
einen weiteren Zwischenzustand in den Grundzustand iibergehen. Unter 
bestimmten Voraussetzungen besteht dann zwischen der Emissions- 
richtung der beiden y-Quanten eine Korrelation, d.h. die Emissionswahr- 
scheinlichkeit fiir das zweite y-Quant in ein Raumwinkelelement dQ 
hinein hangt von dem Winkel# ab, den seine Richtung mit der Emis- 
sionsrichtung des ersten y-Quantes bildet. 

Nach den Arbeiten von Hamitton!, der als erster das Bestehen von 
y-y-Korrelationen voraussagte und diese fiir bestimmte einfache Falle 
berechnete, sind in den letzten Jahren die meisten aus den Zerfalls- 
schemata bekannten y-y-Kaskaden untersucht? und durch die weiter 
entwickelte Theorie gedeutet worden. Trotzdem ist heute die Kenntnis 
der Konfigurationen von angeregten Kernniveaus noch sehr liickenhaft, 
und es ist erwiinscht, auch an solchen Kaskaden Messungen auszufithren, 
die bisher wegen gewisser experimenteller Schwierigkeiten nicht unter- 
sucht wurden. So kann z.B. wie im hier zu besprechenden Fall eine 
beim Zerfall auftretende Positronvernichtungsstrahlung die y-y-Korre- 
lation verandern oder iiberdecken. 

Das Zerfallsschema des V48 (Fig. 1) ist seit mehreren Jahren bekannt? 
und hinsichtlich feinerer Ziige Gegenstand neuerer Untersuchungen 

1 Hamirton, D.: Phys. Rev. 58, 122 (1940). 

2 Siehe z.B. Brapy u. M. Deutscu: Phys. Rev. 74, 1541 (1948). — BEYSTER, 


J. R., u. M. L. WiEDENBECK: Phys. Rev. 79, 392, 729 (1950). 
3 Goop, W.M., D. PEasLEE u. M. Deutscu: Phys. Rev. 69, 313 (1946). 
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gewesen!. In 58% der Zerfalle tritt Positronvernichtungsstrahlung auf, 
sonst K-Einfang. Die y-y-Kaskade des Ti‘®-Kernes hat zwei y-Quanten 
von 1,32 MeV bzw. 0,98 MeV. 


2. Die MeBanordnung. 
A. E. R. E. HARWELL lieferte uns das radio- 
58% 87 070MeV ative V48 in einer groBeren Menge Lésung, die 
42% K-Eintang ; : : 9 : - 
hier auf wenige cm? eingeengt wurde?; die Pra- 
1; 498 MeV paratstarke wahrend der Messung betrug im Mittel 
0,26mC, eine Absoluteichung war in Harwell durch- 
gefiihrt worden. Zur Kontrolle, der Reinheit des 
Rigid, Zortallsecheaad Praparates bestimmten wir die Halbwertszeit zu 
des vee 16,4-+ 0,3 Tage (Fig. 2), in guter Ubereinstimmung 

mit anderen Halbwertszeitmessungen? an V*8. 

Die Koinzidenzmessung wurde mit zwei Szintillationszahlern durch- 
gefiihrt. Als szintillierendes Medium diente Toluol mit Terphenylzusatz, 
das in halbkugelférmige, verspiegelte GlasgefaBe eingefiillt war. Diese 
GefaBe wurden unmittelbar auf die halbdurchlassigen Photokathoden 
zweier Elektronenvervielfacher (E.M.I. Typ 5311) aufgesetzt. Die Dreh- 
vorrichtung, welche die Winkelein- 
stellung Detektor 1—Praparat— 


Detektor2 


ys 


[3 432MeV 


0 & 16 et 32 40 48 


t—+ Tage ah Detekor 1 
Fig. 2. Halbwertszeit des V48-Praparates. Abszisse Fig. 3. Anordnung von Quelle, Detektoren 
gibt Zeitdauer in Tagen, Ordinate gezahlte Teilchen- und Blei. 


zahl in Zeiteinheit. 


Detektor 2 erméglicht, befand sich in einem lichtdichten Kasten. Un- 
erwiinschte Streuung eines y-Quantes aus dem einen Detektor in den 
anderen hinein, ein Vorgang, der zwei koinzidierende y-Quanten vor- 
tduscht, suchten wir durch geeignete Bleiabschirmungen zu vermeiden 
(Fig. 3). Die an der Anode der Vervielfacher erscheinenden Impulse 
wurden mit der ,,Shorted-line‘‘-Technik gekiirzt und einem Koinzidenz- 


1 Ticno, H. K., D. GREEN u. J. R. RICHARDSON: Phys. Rev. 86, 422 (1952). 

* Herrn Dipl.-Chem. Gatow vom Institut fiir anorganische Chemie, Gottingen, 
sind wir fiir die Ausfithrung der Einengung zu groBem Dank verpflichtet. 

8 WiILKINson, G.: Phys. Rev. 75, 1019 (1949). ; 
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kreis? zugefiihrt, der bei den verwendeten Versuchsbedingungen ein 
experimentell bestimmtes zeitliches Auflésungsvermégen von rund 
8-10°*sec besaB. Ein gegengekoppelter R-C-Verstirker Modell 5002 
besorgte die Verstaérkung der Koinzidenzimpulse, die in einem TRIGGER- 
Kreis abgeschnitten und normiert und nach Durchlaufen einer Endstufe 
von einem mechanischen Zahlwerk gezaéhlt wurden. Nachmessung der 
bekannten y-y-Winkelkorrelation des Co zeigte das einwandfreie Arbei- 
ten der Apparatur. 


3. Durchfiihrung der Messungen und Ergebnisse. 


Wie man aus dem Zerfallsschema des V48 erkennt, treten in 58% der 
Zerfalle vier y-Quanten, namlich zwei y-Quanten der Vernichtungsstrah- 
lung (0,51 MeV) und zwei Quanten der Kaskade, in 42% der Zerfialle 
nur die zwei Quanten der Kaskade auf. Die Lebensdauer des Positrons? 
ist, wenn man von dem sehr selten auftretenden 3-Quantenzerfall ab- 
sieht, klein gegen das Auflésungsvermégen der Koinzidenzapparatur. 
Das gleiche kann man fiir die Lebensdauer der beteiligten Anregungs- 
zustande des Ti** erwarten. Alle bei einem Zerfall emittierten y-Quanten 
erscheinen deshalb praktisch gleichzeitig. Neben den durch das endliche 
Aufldsungsvermégen der Apparatur bedingten zufalligen Koinzidenzen 
treten also die folgenden Kombinationen an wahren Koinzidenzen auf: 
(Yr, V2)» (Yi La), (Ya, La), (ves Lh), (ve, £2), i, L), wobei wir mit y,, ye 
die beiden Vernichtungsquanten und mit J}, [3 das erste bzw. zweite 
y-Quant der Kaskade bezeichnen wollen. Es interessieren uns nur die 
(I), [3)-Koinzidenzen. 

Die Zahl der zufalligen Koinzidenzen wurde in der tiblichen Weise 
dadurch gemessen, daB die Zuleitung von einem Vervielfacher zum 
Koinzidenzkreis so weit verlangert wurde, bis infolge der zeitlichen Ver- 
zogerung keine wahren Koinzidenzen mehr gezahlt werden konnten. 

Die Zahl derjenigen wahren Koinzidenzen, die nicht von der (Jj, 3)- 
Kaskade herriihren, wurde durch Vergleichsmessung mit einem absolut 
geeichten Na?2-Praparat gewonnen‘. Es handelt sich dabei erstens um 
die isotrop verteilten wahren Koinzidenzen (y,; Ij), (v2, 44), (1, Ld), 
(yp, 13) und zweitens um die aus Impulserhaltungsgriinden nur bei 
einem Winkel von 180° auftretenden Koinzidenzen (y,, 72). Obwohl die 
Abschneidespannung fiir die Koinzidenzimpulse méglichst hoch gewahlt 
wurde, da dann die (J], J3)-Koinzidenzen als energiereichste gegeniiber 


1 SHRADER, E. F.: Rev. Sci. Instrum. 21, 883 (1950). 

2 ELmMorRE, W.C., u. M. Sanps: Electronics, S. 167. : 

3 PrRENNE, J.: Arch. Sci. phys. nat. 29, 257 (1947). — Deutscu, M.: Phys. 
Rev. 82, 455 (1951). ee 
4 Wir danken Frl. E. Scumipt vom Isotopenlaboratorium, Gottingen, fiir die 

Ausfiihrung der Absoluteichung. y 
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den anderen besonders beVorzugt werden, gelingt es nicht, die tbrigen 
Koinzidenzen vollstandig zu unterdriicken; ja selbst von den energie- 
armsten, den (y,, y,)-Koinzidenzen, wird noch ein kleiner Bruchteil ge- 
zahlt. Aus dem in Fig.4 wiedergegebenen Zerfallsschema des Na*, das 
zu den Vergleichsmessungen benutzt wurde, sieht man, da neben den 
beiden Vernichtungsquanten y, und y, noch ein Quant J’ von 1,35 MeV 
in Koinzidenz auftritt, das vom Ubergang des ange- 
regten Ne22-Kernes in den Grundzustand herriihrt?. 
i Damit ergeben sich bei Na” ebenfalls die (7, ¥2)- 
Cee Koinzidenzen und es treten zusatzlich (y,,J°), (72, L)- 
Koinzidenzen auf, die den (y,, 13), (yg, 13)-Koinziden- 
zen bei V48 energetisch gleichwertig sind. Kennt man 
Fig. 4, Zerfalisschema Cie Absolutstarken der beiden Praparate und sorgt 
des Na”. dafiir, daB die Eigenschaften der Apparatur wahrend 
beider Messungen konstant bleiben, dann gelingt es, 
die (7, ,79)- und die (y,, 13), (yg, £3)-Koinzidenzen exakt zu eliminieren 
und den EinfluB8 der (y,, 14), (v2, 4)-Koinzidenzen, die energetisch eine 
Mittelstellung einnehmen, gut abzuschatzen. 


Na’? 


yh 1,35 MeV 


Fig.5 zeigt die MeBreihe fiir Na??, wobei die MeBpunkte auf gleiche 
Praparatstarke und MeBdauer wie beim V48 umgerechnet sind; die zu- 
falligen Koinzidenzen wurden abgezogen. Da beim Zerfall des V*® nur 
zu 58% Positronemission auftritt, — 
muB zum Vergleich des Vernich- 
tungsstrahlungsanteiles der Koin- 
zidenzen, der bei 180° deutlich, 
bei 165° wegen des endlichen 
Winkelauflésungsvermégensnoch 

Ga? 705° 120" 135° 150° 165° 780° andentingemeise sicht Dats aig 
oat beim Na”? mit einem Faktor 0,58 

Mhncaita aS tenant Acanee Multipliziert werden. Die (451), 
und Mefzeit bei V4.) (v2, /’)-Koinzidenzen sind fiir den 

isotropen Anteil verantwortlich. 

Schatzt man die Ansprechwahrscheinlichkeit der Apparatur fiir die 
(11,12), (ya. J4)-Koinzidenzen 0,6mal so groB wie fiir die (y,, I3), (v2, I's) 


Koinzidenzen und beriicksichtigt, daB die Ansprechwahrscheinlichkeiten 


fiir die (y,,/°) und (y,, 23) gleich sind, so laBt sich der unerwiinschte _ 
isotrope Anteil der Koinzidenzen berechnen. Son 

In Fig.6 ist die Gesamtheit der unerwiinschten wahren Koinzidenzen 
mit O eingezeichnet. Die gleiche Figur gibt die MeBpunkte am 
v8 durch @ wieder. In den in Fig.5—7 angegebenen Fehlergren- 
zen sind die mittlere statistische Schwankung der. gezdhlten Ereig- : 


1 Goop, W.M., D. PEASLEE u. M. Devutscu: Phys. Rev. 69, 313 (1946). 
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‘ ZWEITE AUFLAGE Gottingen 

$ 
von L. Biermann, P. Budini, J. Buschmann, M. Deutschmann, E. Freese, K. Gottstein, 
R. Hagedorn, W. Heisenberg, F. G. Houtermans, H. Jahn, G. Liiders, R. Liist, W. Macke, 
H. M.Mayer, P. Meyer, G. Moliére, R. Oehme, K. Ort, W. Paul, F. Sauter, 
A. Schliiter, K. Symanzik, M. Teucher, C. F. v. Weizsicker, K. Wirtz, B. Zumino 

. Herausgegeben von Dr. Werner Heisenberg 


o. Professor fiir Physik und Direktor des Max Planck-Institutes fiir Physik in Gottingen 


Mit 256 Abbildungen und einer Ausschlagtafel. VIII, 620 Seiten. 1953 


Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage: Ganzleinen DM 78,— 


In den zehn Jahren, die seit dem Erscheinen der 1. Auflage verstrichen sind, haben die 
Kenntnisse von der kosmischen Strahlung eine aufferordentliche Erweiterung und Ver- 
tiefung erfahren. Nach dem Ende des Krieges sind in jedem Jahr Hunderte von Arbeiten 
verdffentlicht worden, die iiber neue Erfahrungen oder neu entwickelte experimentelle 
Methoden berichten, oder die das theoretische Verstandnis der Zusammenhange erweitern. 
_ So ist es notwendig geworden, das vorliegende Buch praktisch neu zu schreiben, um der 
Fille des hinzugekommenen Materials einigermafen gerecht zu werden. Das Bild, das die 
1. Auflage vom Gesamtgebiet der kosmischen Strahlung entworfen hat, mute an vielen ~~ 
Stellen erganzt und in einigen Punkten grundsatzlich geindert werden. Die wichtigsten =. © 
Verbesserungen sind durch die Entdeckung der neuen Mesonenarten bedingt, die in der 
Genetik der kosmischen Strahlung eine entscheidende Rolle spielen. Ferner ist neu hinzu- 
_ gekommen das Kapitel I von der Entstehung der kosmischéen Strahlung, fiir die es erst seit» 
einigen Jahren im Zusammenhang mit anderen astrophysikalischen Erscheinungen eine 5 on 
- plausible Erklarung gibt. Die Reihenfolge der iibrigen ie ist so gewahlt worden, wie xy 
es den heutigen Vorstellungen von der Genetik der Strahlenarten entspricht. Das Schluf- 
‘kapitel V schildert das Zusammenwirken der verschiedenen Komponenten nach einer ver-. 
_allgemeinerten Kaskadentheorie. Ein Anhang enthalt Erganzungen, die teils theoretische 
oder mathematische Einzelfragen, teils experimentelle Methoden zum Gegenstand haben. 
Ebenso wie die 1. Auflage ist auch die 2. aus einem Kolloquium des Max Planck- 
stituts fiir Physik (des friiheren Kaiser Wilhelm-Instituts fiir Physik) hervorgegangen. 
Die einzelnen Abschnitte entsprechen den Kolloquiumsvortragen, die durch die ihnen fol- | 


-genden Diskussionen erganzt und verbessert wurden. 
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Untersuchung der Anregungszustande von Titan!8, 123 


“nisse und die zeitliche Schwankung der Ansprechwahrscheinlichkeit 
_ der Apparatur beriicksichtigt. 


Die Fig. 7 zeigt schlieBlich die Winkelkorrelation am Ti‘ in der 
Form W(#)/W(a/2), die man durch Subtraktion der beiden MeBreihen 

. der Fig.6 und Normierung auf 1 bei m/2 erhalt. Man erkennt, daB ein 
Fehler in der Abschatzung der Ansprechwahrscheinlichkeit fiir die 
(1, 1;) und (y,, J{), selbst wenn er 20% betragen sollte, die Anisotropie 
der Korrelation noch nicht um 1% andert. Zum Vergleich ist die theo- 


1 retisch berechnete Korrelation fiir 
| | | | i die Ubergange 
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3 Fig. 6. Zahl der wahren Koinzidengen bei V“*(@) und bei Na*(o), Die MeBpunkte des Na” sind wegen des 
iindgien Zerialiccchemas des V" korrigiart. und stellen’ so die unerwiinschten Koinzidenzen bei V* dar. 
a "Fig. 7. Gemessene Korrelation W(0) (0) und theoretisch berechnete Kurve fiir 
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helt sdeeecnnee wobei I,, Ip und I, die Gesamtdrehimpulse 
ian der Kaskade beteiligten Niveaus bedeuten. Nach der Theorie 


Hamitton hat sie den Verlauf yee 
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424 Mever und Scurieper: Untersuchung der Anregungszustande von Titan*®. 


Mit logf-¢ gleich 6,2! muB man den *-Ubergang V48—Tit® 
als erlaubt ansehen2, d.h. es ist AJ =0 oder +1. Damit ergibt sich — 
fiir den Grundzustand des V48 ein Spin von 5, 4 oder 3. Nimmt man 
zwei elektrische Quadrupoliiberginge fiir die Kaskade an, dann hatten — 
die beiden Anregungszustande des Ti*® gleiche Paritat. Fiir diesen Fall 

~ kann man J=3 fiir den Grundzustand von V‘8 ausschlieBen, da ein 
p-Ubergang zum ersten Anregungszustand von Ti‘* nicht beobachtet — 
wird. Liegt dagegen zwischen dem ersten und zweiten angeregten 
Niveau ein magnetischer Quadrupoliibergang und damit Paritatswechsel 
vor, so kénnte das Fehlen desf-Uberganges zum ersten Anregungszustand _ 
durch die Auswahlregeln hinsichtlich der Paritat bedingt sein; dann 1aBt — 
sich I =3 fiir V48 nicht ausschlieBen, doch ist dieser Fall aus theore- — 
tischen Griinden wie nach der Erfahrung an anderen g-g-Kernen sehr © 
unwahrscheinlich. ; ‘ 

Wir folgern daher fiir den Grundzustand des V4* einen Gesamtdreh- _ 
impuls J =5, 4 oder 3, wobei der letzte Wert wenig wahrscheinlich ist. 

Wahrend der Durchfiihrung dieser Messung erschien eine Arbeit von — 
JASTRAM und WHITTLE? iiber den gleichen Gegenstand*. Die Verfasser 
ziehen aus ihren Messungen hinsichtlich der beiden angeregten Zustande 
des Ti*® dieselben Schliisse wie wir. 


= eee Te 


Gottingen, Max Planck-Institut fiir Physik. 


1 Norpuerm, L. W.: Rev. Mod. Phys. 23, 322 (1951). 

2 FEENBURG, E., u. G. TriGG: Rev. Mod. Phys. 22, 406 (1950). 

3 Jastram, P. S., u. C. E. WHITTLE: Phys. Rev. 87, 1133 (1952). ’ 

4 Anmerkung bei dey Korrektur: Siehe auch RoGGENKAmp, P. L., C. H. PRUETT 
u. R.G. Witxkinson: Phys. Rev. 88, 1262 Oran ; 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 135, S. 125—140 (1953). 


Sorptionseigenschaften diinner Nickelschichten. 


Von 
WERNER SCHEUBLE. 
Mit 14 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 9. February 1953.) 


A. Einleitung. 

Sorptionsmessungen geben dann einwandfreie Ergebnisse, wenn die 
Stoffe, deren Gasaufnahme untersucht werden soll, zuvor vollkommen 
entgast sind und eine definierte Oberflache besitzen. Dampft man den 
betreffenden Stoff im Hochvakuum auf die Innenseite eines Glaskolbens 
auf, so sind diese Forderungen erfiillt. Den Kolben, der die aufgedampfte 
Schicht enthalt, braucht man dann nur mit einem Behilter zu verbinden, 
in dem sich das zu untersuchende Gas befindet. Dieses verteilt sich 
auf die ganze Anordnung und reagiert mit der Schicht. Aus Druck- 
messungen kann man Riickschliisse auf das Verhalten des Systems 
Gas—Schicht ziehen. 

Es ist wichtig, unter extrem reinen Bedingungen zu arbeiten, d.h. 
eine Anordnung zu verwenden, die frei ist von Fettdampfen. Das 
Manometer, das den Druck anzeigt, soll nach Méglichkeit keine Gase 
adsorbieren. Da die Oberflache einer Schicht relativ klein ist, darf das 
Volum der ganzen Anordnung nicht zu gro8 werden, weil sonst geringe 
Sorptionseffekte keine gut meBbaren Druckanderungen ergeben. Als 
DruckmeBgerat kam deshalb nur das Quarzfadenmanometer in Frage. 


B. Apparatur und Experimentelles. 

Fig. 1 zeigt die verwendete Apparatur. Das Quarzfadenmanometer 
war mit dem Aufdampfkolben und dem Gasbehilter verbunden. Die 
ganze Anordnung wurde mit einer Glasleitung tiber eine Kihlfalle an 
die Diffusionspumpe angeschlossen. 

Vor jeder Messung wurde die Apparatur bei Hochvakuum 2 Std im 
elektrischen Ofen auf etwa 200°C erhitzt und der Nickeldraht durch 
Stromzufuhr bei schwacher Rotglut entgast. Nach der Abkihlung 
wurde — ebenfalls im Hochvakuum — die Nickelschicht aufgedampft. 
Dabei befand sich der Aufdampfkolben entweder in einem Temperatur- 
bad, oder er blieb auf Zimmertemperatur. Im letzteren Fall war die 
Erwarmung des Kolbens wahrend des Aufdampfens gering und deshalb 
zu vernachlissigen. Die Apparatur wurde, nachdem sich die Schicht 
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gebildet hatte, bei Hochvakuum abgeschmolzen. Der durch das Ab- 
schmelzen verursachte Druckanstieg war nicht von Bedeutung. Er 
konnte mit dem Quarzfadenmanometer gemessen werden. 


Nach diesen Vorbereitungen begann die Messung damit, daB die 
Feder des Gasbehalters mit der Kugel (6) zertriimmert wurde, und so 
das Gas in die Apparatur strémte. Der Druck, der sich ohne Adsorption 
eingestellt hatte, konnte aus den bekannten Volumina und dem Full- 
druck des Gasbehalters berechnet werden. Aus dem gemessenen Druck 
wurde die Adsorption ermittelt. Leereffekt- 
messungen ohne Nickelschicht ergaben die 
von der Apparatur adsorbierte Gasmenge. 

Bei sdmtlichen Messungen blieben das 
Quarzfadenmanometer und der Gasbehalter 
auf Zimmertemperatur. Fiir Untersuchungen 
der Sorption als Funktion der Temperatur 
wurde der Aufdampfkolben in ein Tempe- 
raturbad gebracht. Bei solchen Messungen, 
bei denen der Aufdampfkolben eine von 
Zimmertemperatur verschiedene Temperatur 
hatte, wurde der Druck auf Zimmertem- 
peratur umgerechnet; denn bei niedrigen 
Fig.1. Schema der Apparatur.7Aui- Drucken, wenn die mittlere freie Weglange 
hte nioo b Abehanbeie, der Gasmolekiile von der Gré8enordnung der 
4 Gasbehilter; 5 Glasfeder; 6 Me- (GefaBdimensionen ist, sind die Drucke in 
tallkugel in Glas eingeschmolzen; : ie: a : 
7 Quarzfadenmanometer: $ drei. ZWe1l miteinander verbundenen Raumen, die 

CERNE NM OLY Mes TE verschiedene Temperaturen besitzen, nicht 

atterie; 10 RC-Generator. i 

mehr einander gleich. 


Bei der Umrechnung des Druckes wurde nach folgendem Schema 
verfahren: gegeben sind zwei Volumina, die durch ein Rohr miteinander 
verbunden sind. Volumen V, mit der absoluten Temperatur T, (Zimmer- 
temperatur) und dem Druck #, stelle das Quarzfadenmanometer und 
den Gasbehalter dar, Volumen V, mit der Temperatur 7, und dem 
Druck p, sei der Aufdampfkolben. Die Anzahl der Molekiile in einem 
Volum V ist gegeben durch 


pV 
In der Apparatur sind also 
bead zt 2 Ve 
hey ae k RT, 


Molekiile. Wir setzen 
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wo V=V,+ V3. Es folgt 


1 | ip ih rT 
p= Hantone 


Dies ist aber der auf Zimmertemperatur umgerechnete Druck. Der 
Druck #, wurde mit dem Quarzfadenmanometer gemessen, p, ergibt 
sich fiir den Fall, daB die mittlere freie Weglinge der Gasmolekiile 
mindestens 5mal so groB ist als der Durchmesser des Verbindungs- 
rohres vom Aufdampfkolben zum Quarzfadenmanometer aus dem 
KNUDSENschen Gesetz 

A _ 1/F 

bs iv T, ; (3) 
Dieses ist aber bei den verwendeten Drucken noch nicht giiltig. Deshalb 
wurde mit zwei McLreopschen Manometern die Druckverteilung in 
einer Réhre gemessen, die einen Temperatursprung aufwies. Die Rohre 
hatte denselben Durchmesser wie das Verbindungsrohr vom Aufdampf- 
kolben zum Quarzfadenmanometer. Aus diesen Messungen konnte bei 
bekanntem Druck 4, fiir die in Frage kommende Temperaturdifferenz 
der Druck #, bestimmt werden. 

Im einzelnen.ist zu der Apparatur noch folgendes zu sagen: da ein 
Quarzfaden bei mechanischer Anregung meist nicht in einer Ebene 
schwingt, wird die Bestimmung der Halbwertszeit ungenau. Es wurde 
deshalb nicht das iibliche Quarzfadenmanometer verwendet, sondern 
eine Anordnung gewahlt, durch die der~Quarzfaden elektrisch zum 
Schwingen in einer wohldefinierten Ebene angeregt werden konnte. Das 
Manometer erhielt zu diesem Zweck zwei Platinelektroden, an die eine 
Gleichspannung (Hilfsfeld) angelegt wurde. Der Quarzfaden war plati- 
niert und am oberen Ende in ein Platinréhrchen eingeklemmt. (Die 
Adsorption von Sauerstoff und Wasserstoff an Platin ist nach gesondert 
durchgefiihrten Messungen zu vernachliassigen.) Ein RC-Generator 
lieferte die zur Anregung erforderliche Wechselspannung, deren Frequenz 
auf die Eigenfrequenz des Fadens abgestimmt war. Zur Messung der 
Halbwertszeit wurden die Elektroden und der Quarzfaden iiber einen 
dreipoligen Umschalter auf gleiches Potential gebracht. 

Der Gasbehalter, der die zu untersuchenden Gase aufnahm, wurde 
vor der Fiillung evakuiert und bei 350°C entgast. Die Apparatur 
einschlieBlich des gefiillten Gasbehalters wurde, wie bereits erwahnt, 
nur bei einer Temperatur von 200°C entgast, um eine nochmalige 
Gasabgabe des Gasbehalters und damit eine Verunreinigung des Wasser- 
stoffs bzw. Sauerstoffs zu verhindern. Die zur Zertriimmerung der 
Glasfeder verwendete Kugel war in Glas eingeschmolzen, um zusatz- 
liche Adsorptionseffekte zu vermeiden. 
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Sauerstoff wurde aus Kaliumchlorat hergestellt.. Wasserstoff wurde 
den handelsiiblichen Stahlflaschen entnommen und zur Entfernung etwa 
vorhandenen Sauerstoffs itber gliihende Kupferspane geleitet. Der Rein- 
heitsgrad des Wasserstoffs betragt nach Angaben der Lieferfirma 99,8 
bis 99,9%. 

Der Aufdampfkolben enthielt zwei Platindsen zur Halterung eines 
(0,2 mm dicken Nickeldrahtes (Nickelgehalt > 99,5 %), der durch Strom- 
zufiihrung auf 1200° C erhitzt werden konnte. Bei dieser Temperatur 
bildete sich die Nickelschicht etwa in einer Stunde: Die Dicke der 
Schicht wurde durch Wagung des Nickeldrahtes vor und nach dem Auf- 
dampfen ermittelt und vari- 


Be ierte zwischen 500 und 800 A, 
& 7. was einer aufgedampften Men- 
j ge von 2,3 bis 3,7 mp Nickel 
Pe entspricht. Die Schichtober- 
flache war 53 cm? groB. 
P 0 


C. Nickel-—Sauerstoff. 


1. Leereffekt. Fig.2 zeigt 
den Druckverlauf als Funktion 
der Zeit fiir verschiedene An- 

0 fig, 0F AUD Jeep yah 6h  fangsdrucke. Da die Druck- 

Fig. 2. Leereffekt Nickel—Sauerstoff. abnahme unabhangig vom An- 
fangsdruck ist, konnten samt- 
liche Messungen auf ein Gesamtvolum der Apparatur von 200 cm? 
umgerechnet werden. Dieses Verfahren wurde bei allen Sauerstoff- 
messungen durchgefiihrt. Es lieferte eine bessere Vergleichsméglichkeit, 
da die Gré8e des Volumens von Versuch zu Versuch etwas variierte. In 
diesem Abschnitt C wird die adsorbierte Menge in Druckeinheiten ange- 
geben und die Druckabnahme durch die Adsorption auf ein Volum 
von 200 cm? bezogen. 

Die sofort adsorbierte Menge entsprach im Mittel bei den Leereffekt- 
messungen 1 bis 3 einem Druckabfall von 2,8 - 10-* Torr, bei den Mes- 
sungen 4 und 5 einem Druckabfall von 1 - 10-8 Torr. Fiir die Messungen 
1 bis 3 enthielt der Aufdampfkolben einen Nickeldraht. Der Vergleich 
mit den Kurven 4 und 5 sowie den angegebenen Werten fiir die sofortige 
Adsorption zeigt, daB der Hauptteil der Sauerstoffaufnahme auf den 
Nickeldraht entfallt. Die Druckwerte fiir die Zeit Null wurden extra- 
poliert. Dies gilt fiir simtliche Messungen. Aus dem ohne Adsorption 
errechneten und dem aus den Kurven extrapolierten Druck fiir die Zeit 
Null wurde die momentan adsorbierte Sauerstoffmenge bestimmt. 

2. Messungen an bei Zimmertemperatur aufgedampften Schichten. 
Der Sorptionsvorgang an Nickelschichten zerfallt in zwei Prozesse: 
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a) Momentane Bedeckung des Nickels mit einer Sauerstoffschicht, 
b) allmahliche Sauerstoffaufnahme durch das Metall. 


2a. Momentane Bedeckung mit Sauerstoff. Die sofort adsorbierte 
Sauerstoffmenge entsprach einer Druckabnahme von etwa 7,5-10-2Torr. 
Versteht man unter der scheinbaren Oberflache der Schicht die, die man 
aus den geometrischen Abmessungen des Aufdampfkolbens ermittelt, 
so reicht diese Sauerstoffmenge aus, um die Schicht 9,5mal zu bedecken, 
wenn man annimmt, da die Nickelatome die scheinbare Oberflache in 
dichtester Kugelpackung erfiillen und pro Nickelatom der Oberfliche 
ein Sauerstoffatom adsorbiert wird. Es ist aber bekannt, daB die wahre 
Oberflache einer Schicht infolge des molekularen Oberflichengebirges 
groBer ist als die scheinbare. Deshalb scheint die Annahme berechtigt, 
daB die momentane Bedeckung der Nickelschicht mit Sauerstoff 
monatomar ist; die wahre Oberflache ist damit 9,5mal gréBer als die 
scheinbare. 


DaB es sich wirklich um eine monatomare Bedeckung handelt, folgt 
aus den Untersuchungen von BowbEN und RipEAt [/]. Das Prinzip 
ist kurz folgendes: Auf der zu untersuchenden Metalloberflache, die als 
Elektrode dient, werden auf elektrolytischem Wege aus einer verdiinnten 
Saurelésung solange Wasserstoffatome niedergeschlagen, bis sie die 
Metalloberflache in einatomiger Schicht erfiillen. Durch die Wasserstoff- 
bedeckung wird die Elektrode polarisiert und die Polarisationsspannung 
gegen eine weitere Elektrode gemessen. Die Polarisationsspannung ®, 
wachst zu Beginn der Elektrolyse linear mit der Zahl der abgeschiedenen 
Wasserstoffionen. ®, ist gegeben durch 


eS ar, + const. (4) 


Dabei ist F die gesuchte wahre Oberflache der Metallelektrode und K 
eine Konstante, die fiir alle Metalle annahernd gleich ist. g ist die ab- 
geschiedene Elektrizitatsmenge. Tragt man @, gegen q auf, so erhalt 
man eine Gerade, aus deren Neigung die gesuchte wahre Oberflache 
resultiert. BowbEN und Rripeat setzten fiir fliissiges Hg die wahre 
Oberflache gleich der scheinbaren und bestimmten damit die Konstante kK. 
Sie fanden dann, daB bei fliissigem Ga ebenfalls die scheinbare Ober- 
flache gleich der wahren ist. Das Verhaltnis von wahrer zu scheinbarer 
Oberflache bezeichnet man als Rauhigkeitskoeffizienten. Fiir gewalztes 
Nickelblech wurde nach dieser Methode der Wert 3,5 bis 5,8 angegeben. 
Eigene Messungen nach der Adsorptionsmethode (momentane Bedeckung 
mit Sauerstoff) lieferten fiir gewalztes Nickel den Rauhigkeitskoeffi- 
zienten 4. Damit ist gezeigt, daB es sich auch bei den aufgedampften 
Nickelschichten um eine monatomare Bedeckung handelt. 
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Die momentan adsorbierte Sauerstoffmenge war bei einer Dicke der 
aufgedampften Nickelschichten von 150 bis 800 A unabhangig von der 
Schichtdicke. Dies ist ein weiterer Beweis dafiir, daB die momentane 
Adsorption nur an der Oberflache erfolgt und steht im Gegensatz zu 
den Messungen von BEECK, SMITH und WHEELER [2], die bei erheblich 
dickeren Nickelschichten eine direkte Proportionalitat zwischen Schicht- 
dicke und adsorbierter Sauerstoffmenge fanden. 

2b. Allmdhliche Sauerstoffaufnahme. Die allmahliche Sauerstoff- 
aufnahme durch das Nickel geht aus der Fig.3 hervor. Fiir vier ver- 
schiedene Messungen wurde der Druckverlauf in der Apparatur als 

Funktion der Zeit dargestellt. 


£20¢ , ; 
s Aus diesen Kurven wurde die von 
i 
i) 
= 
- a 45 
= 
S 
fe 
S 
' A 
Pp 
15 
4 5h 0 7 2 3 gh 
t—+ tf —e 
Fig. 3. Druck-Zeit-Kurven fiir bei Zimmertemperatur Fig. 4. Von der Schicht als Funktion der Zeit 
aufgedampfte Schichten. aufgenommener Sauerstoff. 


der Nickelschicht zeitlich aufgenommene Sauerstoffmenge in Druckein- 
heiten berechnet. Das Ergebnis zeigt Fig.4. Zieht man durch die Punkte 
einer Messung eine Kurve, so fallen die Punkte der iibrigen Messungen 
ebenfalls mit dieser Kurve zusammen, d.h. aber: unabhangig vom An- 
fangsdruck in der Apparatur wurde von der Nickelschicht stets dieselbe 
Sauerstoffmenge aufgenommen. Der Sorptionsmechanismus muB also 
folgender sein: zunachst wird das Nickel mit einer monatomaren Sauer- 
stoffschicht bedeckt. Aus dieser treten die Sauerstoffatome in das Metall- 
innere. Durch diesen Vorgang an der Oberflaiche freiwerdende Stellen 
werden aus dem Gasraum wieder mit Sauerstoff aufgefiillt. 

DaB dies richtig ist, zeigte eine Messung, deren Ergebnis in Fig. 5 
dargestellt ist. Es wurden zwei Gasbehalter verwendet und die Gas- 
menge des ersten so bemessen, daB der Sauerstoff nach 3 Std aufge- 
braucht war. 91/, Std nach dem EinlafB der ersten Gasmenge wurde die 
Feder des zweiten Gasbehilters zerstért. Die Kurve fiir den Druckver- 
lauf war diesmal viel flacher. AuBerdem wurde sofort eine Menge Sauer- 
stoff adsorbiert, die etwa dem entsprach, was in der Zwischenzeit in die 
Nickelschicht eingedrungen war. 

Durch drei Messungen, die in Fig.6 dargestellt sind, konnte gezeigt 
werden, daB die momentane Bedeckung mit Sauerstoff eine geringe 
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Aktivierungsenergie erfordert und da8 der zeitabhangige Sorptions- 
vorgang eingefroren werden kann. Zuvor weisen wir darauf hin, daB 
jede in der Fig. 6 dargestellte Druckinderung eine Sorption anzeigt 
und nicht auf Temperaturanderungen beruht, da simtliche Drucke auf 
Zimmertemperatur umgerechnet wurden. 


Bei der 21.Messung wurde der Aufdampfkolben mit der Schicht in 
fliissige Luft gebracht und dann die Feder des Gasbehilters zerstort. 
Der Druck nahm als Funktion der 
Zeit ab. Wurde die fliissige Luft 
entfernt, so fiel der Druck momen- 
tan, umanschlieBend dennormalen 
Verlauf der Fig. 3 aufzuweisen. Die 
23. Messung wurde folgenderma- 4 E-wérmung 
Ben durchgefiihrt. Der Sauerstoff 
strémte bei Zimmertemperatur in 


| Abkihlung 


Fig. 5. Messung mit zwei Gasbeh4ltern. Fig. 6. Verlauf der zeitlichen Sorption bei 
Temperaturanderungen. 


die Apparatur. Gleichnach dem GaseinlaB wurde der Aufdampfkolben auf _ 
— 190° C abgekiihlt. Der Druck blieb fast konstant und stieg nach der 

Erwarmung momentan. Die darauf folgende Sorption verlief normal. 
Bei der Temperatur der fliissigen Luft wird also der zeitabhangige Sorp- 
tionsvorgang eingefroren. Dies geht besonders deutlich aus der 25. Mes- 
sung hervor. Sauerstoffeinla8 und anfangliche Messung erfolgten bei 
Zimmertemperatur. Nach einer halben Stunde wurde die Nickelschicht 
in fliissige Luft gebracht. Der Druck fiel ab und blieb wieder annahernd 
konstant. Das Abfallen des Druckes zeigt eine zusatzliche physikalische 
Adsorption an, deren Hauptmerkmal vollige Reversibilitat ist, die sich 
darin auBerte, daB der Druck nach der Erwarmung auf den alten Wert 
vor der Erwairmung anstieg. Ohne physikalische Adsorption miiBte 
auch in der graphischen Darstellung der 23. Messung das geradlinige 
Stiick durch den héchsten Punkt der Kurve gehen. Da bei der 21. Mes- 
sung der Aufdampfkolben bis zur Erwarmung in flissiger Luft stand, 
stellen die MeBpunkte bis zur Erwarmung den Druckverlauf dar, der 
sich aus der irreversiblen Bedeckung der Schichtoberflache und einer 


é 
= 
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zusatzlichen physikalischen Adsorption ergibt. Die Druck—Zeit-Kurve 
bis zur Erwarmung miiBte also dann, wenn man nur den irreversiblen 
Vorgang darstellen wollte, nach héheren Drucken verschoben werden. 


Nach diesen Uberlegungen deuten wir an Hand der besprochenen 
Ergebnisse die 21.Messung. Der zeitliche Druckverlauf nach dem Gas- 
einlaB kann nicht mit der zeitabhangigen Sorption identisch sein, da 
diese einfriert. Man mu8 annehmen, daB die momentane Bedeckung 
mit Sauerstoff eine kleine Aktivierungsenergie erfordert, die sich so 
bemerkbar macht, daB der Vorgang, der bei Zimmertemperatur sehr 
schnell verlauft, bei der Temperatur der fliissigen Luft auf Stunden aus- 
gedehnt, wird. Nach der Erwarmung der Schicht wird zunachst die 
monatomare Bedeckung vervollstandigt — daher der Druckabfall —, und 
daran schlieBt sich die zeitabhangige Sorption an. 

3. Messungen an Schichten, die in fliissiger Luft aufgedampft wurden. 
In untenstehender Tabelle 1 sind die Messungen an_,, lieftemperatur- 
schichten‘‘ zusammengestellt. Der Rauhigkeitskoeffizient war erheblich 


Tabelle 1. Schichten, die bet —190° C aufgedampjft wurden. 
Ee ale ce ae eee ere ee ree 40. 
| Messung | Messung | Messung | Mecsint | Messung | Messung Messung 
Behandlung der | Schicht bleibt bis 5 min | 3 Std | 10,5Std| 1,5Tage 1,5 Tage 
Schicht nach dem vor der Messung in | ng ; | in fliis- 
Aufdampfen fliissiger Luft | bei Zimmertemperatur isiger Luft 
Mittl | : 
arene" 710A | 730A | 670A | 600 A | 640A | 640A | 660A 
Oberflachen- | | : 
a: 38. imi ASGrur het ad | amis ihn radoiell2hh m4: 31 
| | | | 


groBer als bei Schichten, die bei Zimmertemperatur aufgedampft wurden. 
Zudem zeigte er eine starke Abhangigkeit von der Schichtdicke, d.h. die 
Tieftemperaturschichten sind porés. Interessant ist folgendes: wie aus 
der Tabelle 1. hervorgeht, hatten Nickelschichten, die nach dem Auf- 
dampfen langere Zeit bei Zimmertemperatur standen, kleinere Rauhig- 
keitskoeffizienten. Dies la8t auf eine Rekristallisation schlieBen. Eine 
Schicht, die 1,5 Tage in fliissiger Luft stand, zeigte keine Rekristalli- 
sation. Die in der Tabelle 1 angegebene Behandlung der Schicht bezieht 
sich auf die Zeit zwischen der Beendigung des Aufdampfens und dem 
Beginn der Messung. Die an die momentane Bedeckung der Oberflache 
anschlieBende zeitabhangige Sorption war bei Tieftemperaturschichten 
infolge ihrer gréBeren Oberflache viel stiarker ausgepragt. 


4. Messungen an Schichten, die bei 250° C aufgedampft wurden. Die 
momentane Adsorption ergab einen Rauhigkeitskoeffizienten 4. Mit 
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_ steigender Aufdampftemperatur nimmt also die wahre Oberfliche einer 
Nickelschicht ab. Bei drei verschiedenen Temperaturen des Aufdampf- 
kolbens, bei Zimmertemperatur, bei 100° C und bei 200° C, wurde die 


zeitabhangige Sorption gemessen. Die Ergebnisse sind in Fig. 7 zu- 
_ sammengestellt. 


‘ 


' D. Theoretische Deutung der zeitabhingigen Sauerstof{sorption. 

Es liegt zunachst nahe, die zeitabhangige Sorption als Diffusion des 
Sauerstoffs in das Schichtinnere zu erklaren. Wenn diese Auffassung 
richtig ist, mu Fig.4 die als Funktion der Zeit in die Schicht diffun- 
dierte Menge in Druckeinheiten darstellen. Zur 
theoretischen Behandlung betrachten wir einen 
zweifach unendlichen Diffusionsraum. Zur Zeit 

_ t=0 sei fiir alle x< 0 die Konzentration c=2c,, 
fiir alle x >0 c=0. An der Stelle x = O ist fiir alle ¢ 
¢=Cy. Fir diesen Fall lautet die Lésung der 
Diffusionsgleichung [3] 


C=C 1 =9( a ’ (5) 
wo E 

v6) = Efe ag, (9) 
i? . Sessungen an bei 250°C aut 
ee Vi 7 ta 


SE deci sgclk corax Ske Calica Zaha sel ceniachcat Witeacaeh ota 
r fiir kleine ¢ ist sie fir eine endliche Schicht, die sich von «=O 
este evetsectt bestimmt richtig. Die Konzentration in der 
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wenn man W in Druckeinheiten angibt. Die Kurve der Fig. 4 miBte 
also mit |/t als Abszisse eine Gerade ergeben. DaB dies nicht der Fall 
ist, zeigt Fig. 8, in der die 10. Messung aufgetragen ist. 

Mit der Adsorption von Sauerstoff deuten HAxEL, HOUTERMANS 
und SEEGER [4] die Elektronenemission frisch bearbeiteter Metallober- 
flachen, die von KRAMER [5] mit dem Zahlrohr nachgewiesen wurde. 
Zur theoretischen Deutung der Erscheinung machen sie einen Ansatz, 
der die Zeitabhangigkeit der Emission gut wiedergibt, der aber in seinen 
Grundannahmen so allgemein ist, daB er offenbar auch zur Beschreibung 
des Eindringens von Sauerstoff in das Metall verwendet werden kann. 

Wir nehmen an, daB 


e se f(e),de Stellen zur Zeit ¢ im 
ap T Metallinnern vorhanden sind, 
{ Nr: 10 die Sauerstoffatome aufneh- 
P 95 men kénnen, wenn eine Akti- 
vierungsenergie zwischen ¢€ 

a, 7 50 700 00 30  unde-+deaufgebracht wird. 


Fig. 8. Von der Schicht AY ie Fee Sauerstoff ae Die Sauerstoffatome werden 

Phuquoevagen. von der Schichtoberflache 

geliefert. Fiir die Auffillung 

der dadurch an der Oberflache freiwerdenden Platze sorgt der Sauerstoff 

im Gasraum, so da8 die Menge, die in das Metallinnere abwandert, auch 

aus dem Gasraum ausscheidet und aus der Druckabnahme in der Appa- 

ratur ermittelt werden kann. Die Belegung der Stellen im Metallinnern 

mit Sauerstoff, mit anderen Worten ihr Ausscheiden aus dem geschil- 
derten Mechanismus, erfolgt nach dem Gesetz 


-— Sel — A, f(e)s. (0) 


A, ist eine Funktion der Aktivierungsenergie ¢, die durch die ther- 
mische Energie aufgebracht werden mu. Fiir 4, scheint deshalb der 
BoLtzMANN-Ausdruck 

A,= Aye FF (10) 
gerechtfertigt. Die Zahl der pro Zeiteinheit in die Schicht tretenden 
Sauerstoffatome ist dann gegeben durch 


foe) 


ZU) = files Ae de= fH(e)y-e¥t- Ade. (11) 


/(€)o gibt die Verteilungsfunktion der Stellen, die Sauerstoff aufnehmen 
konnen, zur Zeit /=0. Fiir kleine Zeiten kann f(e)y als konstant ange- 
sehen und durch einen Mittelwert f(é)) ersetzt werden. Dann folgt aus 


AD 
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Or 


Gl. (41) und (40) 


kT 


Z() = Fy * Ae 4, (12) 


Fir nicht zu kleine Zeiten kann e~? vernachlassigt werden, und man 
erhalt durch Integration iiber ¢ die von der Schicht aufgenommene 
Sauerstoffmenge als Funktion der Zeit 


A(t) =f(e)y:kT + Int . (13) 


Da, wie bereits erwahnt, die in die Schicht eingedrungene Sauerstoff- 
menge der Druckabnahme im Gasraum proportional ist, miBte, wenn 
diese Theorie richtig ist, die zeitab- 


a . om . . . . 500 
hangige Sorption in Druckeinheiten min : 
gegen log¢ aufgetragen eine gerade 
8 S 8 Wer | nye Nr 46 
e + 


Linie ergeben. Fig.9 zeigt an den Mes- 
sungen der Fig.7 fiir Zimmertempe- 
ratur, 100 und 200°C, daB die Uber- 
einstimmung sehr gut ist. Damit ist 
aber gezeigt, daB der Sauerstoff nicht 
durch die Schicht diffundiert, denn 
das wiirde bedeuten, daB die Sauerstoff- 
atome von der Schichtoberflache aus 
in mehreren Einzelschritten immer tie- 


fer in die Schicht eindringen. Die hier eS ese eee ee 
beschriebene Theorie gilt aber nur, p= Torr 


wenn die Sauerstoffatome in einem  Fig.9. In die Nickelschicht eingedrungene 
einzelnen Schritt von der Oberflache ee ee ee 
an die betreffende Stelle im Metall- entnommen. 

innern gelangen. 

Messungen der Diffusion des Sauerstoffs durch Nickelplatten, die 
von SMITHELLS und RansLey [6] durchgefiihrt wurden, bestatigen diese 
Ansicht. Diese Verfasser fanden, daB in einem bestimmten Druckbereich 
die Diffusion vom Gasdruck unabhangig wird, und zerlegten den Dif- 
fusionsvorgang in drei Teilabschnitte: 1. Adsorption des Sauerstoffs an 
der Metalloberflache, 2. Eindringen des Sauerstoffs in die Oberflache, 
3. Diffusion des Sauerstoffs durch das Metall. Proze8 1 und 2 finden 
schon bei niedriger Temperatur statt, wahrend die Diffusion Tempera- 


turen oberhalb 500° C erfordert. 


E. Nickel—Wasserstoff. 


1. Leereffekt und Messungen an Schichten, die bet Zimmertemperatur 
und bei 100°C aufgedampft wurden. In Fig. 10 sind zwei Leereffekt- 
messungen aufgezeichnet. Der Druckverlauf fiir bei Zimmertemperatur 
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und bei 100°C aufgedampfte Schichten wurde jeweils bei Zimmer- 
temperatur ermittelt. Fig.10 enthalt nur das Ergebnis der Messungen 
an ,,Zimmertemperaturschichten‘‘, da der Druckverlauf bei , 100° C- 
Schichten‘‘ nichts Neues brachte. 


Interessant war die GréBe der momentanen Wasserstoffadsorption. 
Rechnet man wie beim System Sauerstoff—Nickel pro Nickelatom der 
scheinbaren Oberflache ein Wasserstoffatom, so erhalt man folgende 
Bedeckungsfaktoren: fiir Schichten, die bei Zimmertemperatur auf- 
gedampft waren, 3,2 und fiir bei 


100°C aufgedampfte Schichten 5 
2,1. Daraus folgt sofort, daB %& 
Wasserstoff die Schichtoberflache 
| | 2 
1 Leereffekt P 
Leereffekt 
0 2 4 oh 
is 
Fig. 10. Messungen Nickel—Wasserstoff und Fig. 11. Mit Sauerstoff vorbelegte Nickelschicht bei 
Leereffekt — Wasserstoff. Zimmertemperatur. 


nicht vollstandig bedeckt, denn die Sauerstoffadsorption ergab fiir 
,Zimmertemperaturschichten“ einen Rauhigkeitskoeffizienten 9,5. Das 
Molekilzahlverhaltnis von momentan adsorbiertem Sauerstoff zu mo- 
mentan adsorbiertem Wasserstoff an bei Zimmertemperatur aufge- 
dampften Schichten war damit 3:1, wahrend BEECK, SMITH und 
WHEELER (Il. c.) den Wert 4:1 fanden. 


Wenn sich an die momentane Adsorption des Wasserstoffs eine lang- 
same Sorption anschlieBt, bedeutet dies nicht, daB die Schichtoberflache 
allmahlich aufgefiillt wird, sondern aus den Messungen von BEECK, 
GIvENs und Ritcuie [7] darf gefolgert werden, daB die Druckabnahme 
beim System Wasserstoff—Nickel eine Sorption in die Schicht anzeigt. 
Es ist interessant, auf die Gré8e der Adsorptionswarmen hinzuweisen. 
Fiir Nickel—Wasserstoff wurde von FryiineG [8] der Wert 10 bis 
30kcal/Mol, fiir Nickel—Sauerstoff von TAYLOR [9] der Wert 100 kcal/Mol 
angegeben. Man darf allerdings aus der kleineren Adsorptionswarme 
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fiir Wasserstoff an Nickel nicht auf die kleinere Oberflachenbedeckung 
schheBen. 

2. Messungen an Nickelschichten, die mit Sauerstoff vorbelegt waren. 
Nickelschichten, die bei Zimmertemperatur aufgedampft wurden, wurden 
nach dem Aufdampfen fiir 5 min einem Sauerstoffdruck von etwa 
2,5 - 10° Torr ausgesetzt, so daB nach den unter C, 2a angeftthrten Er- 
gebnissen die Nickeloberflache vollkommen mit Sauerstoff bedeckt war. 
Dann wurde der Sauerstoff wieder 
abgepumpt und die Apparatur bei 
Hochvakuum abgeschmolzen. Der 
Gasbehilterenthielt Wasserstoff, der 
3/, Std nach der Bedeckung der 
Schicht mit Sauerstoff in die Appa- 
ratur stromte. Fig. 11 zeigt den 


Fig. 12. Mit Sauerstoff vorbelegte Nickelschicht Fig. 13. Druek—Zeit-Kurven der Fig. 11 und 12 
bei 100° C. halblogarithmisch aufgetragen. 


gemessenen Druckverlauf. Der Aufdampfkolben blieb wahrend der 
Messung auf Zimmertemperatur. Der auf die Zeit t=0 extrapolierte 
Druck entsprach dem Wert, der sich ohne momentane Adsorption 
hatte einstellen miissen. Als Funktion der Zeit fiel der Druck schneller 
ab als bei den Wasserstoff- und Sauerstoffmessungen. Der Kurven- 
verlauf war zudem vom Anfangsdruck abhangig. Wir haben hier also eine 
vollkommen neue Erscheinung. Vermutlich handelt es sich um eine 
OH-Bindung an der Schichtoberflache oder aber um eine katalytische 
Wasserbildung. 

Diese Messungen wurden auch bei einer Temperatur des Aufdampf- 
kolbens von 100°C an Schichten durchgefiihrt, die bei 100° C aufge- 
dampft waren. Fig. 12 zeigt die Resultate. Die Kurven verlaufen fiir 
kleine Zeiten etwas steiler als in Fig. 11. Die momentane Adsorption 


fehlt auch hier. In Fig. 13 sind die Kurven der Fig. 11 und 12 noch 
10* 
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einmal aufgetragen und zwar log p gegen die Zeit ¢. Fiir Zeiten groBer 
als 1 Std findet man gerade Linien. Man miiBte diesen geradlinigen 
Verlauf eigentlich fiir sehr kleine Zeiten erwarten, denn gerade Linien 
im ¢—log p-Diagramm bedeuten, daB die Reaktion in bezug auf Wasser- 
stoff von erster Ordnung ist. Diese Geradlinigkeit gilt aber nur in einem 
Zwischenbereich. Fiir sehr groBe Zeiten nahert sich der Druck einem 
konstanten Endwert. Die Reaktion kommt zum Stillstand. Dies folgt 
aus einer weiteren Messung, bei der in den Gasbehalter eine Menge 
Wasserstoff gefiillt wurde, die zweimal so groB war wie die an der Schicht- 
oberflache adsorbierte Sauerstoffmenge (Menge in Molekilzahlen aus- 
gedriickt). Die Reaktion erstreckte sich tiber Tage. Nach 11 Tagen blieb 
e2 der Druck in der Apparatur konstant. 
& Insgesamt wurde etwa die Halfte des 
es Wasserstoffs umgesetzt. 

3. Messungen an Nickelschichten, 
die mit Wasserstoff vorbelegt waren. 
Die Apparatur erhielt zwei Gasbe- 

Nr 6 halter, der eine wurde mit Sauerstoff 

; : GSC efit, der andere mit Wasserstoff. 

t—» Die Wasserstoffmenge wurde so _ be- 
cee ohne reer ro messen, daB sie nicht ganz ausreichte, 
um die Nickelschicht maximal zu be- 
decken (Faktor 2,7). Die Schichten waren bei Zimmertemperatur auf- 
gedampft, die Messung erfolgte bei Zimmertemperatur. Nach der 
Zerstérung der Feder des Wasserstoffbehalters wurde der Wasserstoff 
bis auf einen kleinen Rest adsorbiert. AnschlieBend wurde die Feder 
des Sauerstoffbehalters zerstért. Die dann beobachtete momentane 
Sauerstoffadsorption war etwas gr6Ber als an einer reinen Schichtober- 
flache. Die zeitabhangige Sorption des Sauerstoffs (Fig. 14) verlief voll- 
kommen normal wie bei den unter C, 2b beschriebenen Messungen. Man 
sieht also, daB die Sauerstoffsorption durch den Wasserstoff nicht be- 
einfluBt wird. 


F. Diskussion. 

Die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit zeigen klar, daB der 
SorptionsprozeB Sauerstoff—Nickel in zwei zeitlich getrennte Vorgdnge 
zerlegt werden kann, Die momentane Adsorption ist monatomar, ihre 
GréBe ist von der wahren Oberflache der Schicht abhangig, aber un- 
abhangig vom Gasdruck in der Apparatur. DaB es sich nicht um eine 
Mehrschichtenadsorption handelt [BrEEcK, SmirH und WHEELER (1. c.) 
nehmen zwei Sauerstoffmolekiile pro Gitterplatz an], wird an Hand der 
Untersuchungen von BowpENn und Ripeat (I. c.) klargestellt. 

Messungen an aufgedampften Nickelschichten, die 30 cm? groB, aber 
erheblich dicker als die hier untersuchten waren, wurden bereits von 


“as a 
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BEECK, SMITH und WHEELER (I. c.) in einem anderen Zusammenhang 
durchgefiithrt. Als DruckmeBgerat verwendeten sie ein McLEopsches 
Manometer. Den zweiten Vorgang der Sauerstoffsorption durch Nickel 
erwahnen sie nur kurz und erklaren ihn als Diffusion ins Schicht- 
innere. Unsere Messungen ergaben, daB die zeitabhangige Sorption 
unabhangig vom Gasdruck in der Apparatur und stark temperatur- 
abhangig ist. Bei der Temperatur der fliissigen Luft kommt sie zum 
Stillstand. Die durchgefiihrten theoretischen Uberlegungen sprechen 
gegen die Annahme einer Diffusion des Sauerstoffs durch die Nickel- 
schicht. Die hervorragende Ubereinstimmung der Versuchsergebnisse 
mit der zweiten Theorie macht es wahrscheinlich, daB der ProzeB des 
Eindringens zur Oxydation einzelner Stellen in der Nahe der Schicht- 
oberflache fiihrt. 


Zudem geben diese Uberlegungen einen Hinweis auf die Natur der 
Oberflachenbedeckung. Wiirde der Sauerstoff in atomarer Form an die 
Oberflache gebunden, so miiBte der anschlieBende Eindringvorgang 
physikalischer Natur sein, also einen DiffusionsprozeB darstellen. Wenn 
aber der Sauerstoff mit der Oberflache eine chemische Verbindung ein- 
geht (Chemisorption), wird verstandlich, daB die zeitabhangige Sorption 
nach einem anderen Mechanismus ablaufen muf. Da8B der Sauerstoff 
bei Zimmertemperatur. nicht physikalisch adsorbiert wird, geht daraus 
hervor, da8 sowohl momentane Bedeckung als auch zeitabhangige Sorp- 
tion druckunabhangig sind. 

BEECK, SMITH und WHEELER (I. c.) geben an, da Wasserstoff, der 
mit einer sauerstoffbedeckten Nickelschicht in Beriithrung kommt, die 
Stellen der Schichtoberflache belegt, die durch das Abwandern des 
Sauerstoffs frei werden. Unsere Untersuchungen zeigen, daB diese An- 
nahme unhaltbar ist, denn wenn sie richtig ware, diirfte die Wasserstoff- 
druckabnahme als Funktion der Zeit nicht erheblich gr6Ber sein als die 
Druckabnahme bei der zeitabhangigen Sorption des Sauerstoffs. Zudem 


ist der Druckverlauf ein wesentlich anderer und nicht mehr unabhangig 


vom Anfangsdruck in der Apparatur. 


Zusammenfassung. 


Die Sorption des Sauerstoffs durch aufgedampfte Nickelschichten 
zerfallt in zwei Prozesse. 1. Momentane Bedeckung der Schichtober- 
flache mit einer monatomaren Sauerstoffschicht, aus der sich Riick- 
schliisse auf die wahre Oberflache des Nickels ziehen lassen. 2. Von der 
Oberflache dringen die Sauerstoffatome in das Schichtinnere. Die so 
zeitlich aufgenommene Sauerstoffmenge ist unabhangig vom Gasdruck 
in der Apparatur. Dieser Eindringeffekt ist stark temperaturabhangig 
und kann eingefroren werden. Es wird theoretisch gezeigt, da die 
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zeitabhangige Sorption nicht mit einer Diffusion des Sauerstoffs durch 
das Nickelgitter identifiziert werden darf. 

Wasserstoff wird von Nickel nicht so stark sorbiert. Die Zahl der 
momentan adsorbierten Wasserstoffatome ist um einen Faktor 3 kleiner 
als die Zahl der momentan adsorbierten Sauerstoffatome. Mit Sauerstoff 
vorbelegte Nickeloberflachen geben mit Wasserstoff AnlaB zu kata- 
lytischen Reaktionen. Dagegen hat eine Wasserstoffbelegung der Nickel- 
schicht auf die Sorption des Sauerstoffs keinen EinfluB. 


Es ist mir eine besondere Pflicht, dem Direktor des Physikalischen 
Institutes der Technischen Hochschule Karlsruhe, Herrn Professor Dr. 
Cur. GERTHSEN, meinen Dank auszusprechen fiir die Anregung zu dieser 
Arbeit und fiir das fordernde Interesse, das er ihr stets entgegenbrachte. 
Danken méchte ich auch der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir 
ein Assistentenstipendium, das mir die Durchfithrung dieser Arbeit 
erméglichte. 
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Eine Analyse des Winkelkorrelationsexperimentes 
mit einem Bericht derartiger Messungen am Ni°”. 


Von 
SANTIMAY CHATTERJEE und Ajit Kumar SAHA. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. Februar 1953.) 


Es wurde eine vollstandige Analyse der Voraussetzungen fiir die Messung des Win- 
kelkorrelationsverhaltnisses der von einem aktiven Kern emittierten verschiedenen 
Zerfallsstrahlungen durchgefiihrt. Ein allgemeiner Ausdruck fiir die Zeit, in der 
die gesamte Zahl der Koinzidenzen fiir irgendeinen Punkt zu beobachten sind, damit 
der Fehler des Korrelationsverhaltnisses innerhalb einer bestimmten Grenze bleibt, 
wird hergeleitet. Fiir den Einflu8 der Compron-Streuung auf das Korrelations- 
verhaltnis wird eine theoretische Formel angegeben. Diese stimmt mit den experi- 
mentellen Ergebnissen gut iiberein. Der durch die endlichen Abmessungen des 
Zahlers bedingte Einflu8 der Winkelstreuungen auf das Korrelationsverhaltnis wird 
ebenfalls berechnet. Messungen am Ni® werden mitgeteilt. Die Ergebnisse stimmen 
mit denen von BrapDy und DeEuTscH iiberein. Weiter werden Methoden, um Ergeb- 
nisse mit gréBerer Genauigkeit zu erhalten, angegeben. 


I. Einleitung. 

1940 vermutete DunwortTH, daB Messungen der Winkelkorrelation 
zwischen Strahlungen, die in Kaskaden von einem radioaktiven Kern 
emittiert werden, Auskun{t iiber die Niveaus, von denen sie kommen, 
geben kénnen. Die Korrelationsabhangigkeit wurde zuerst theoretisch 
von HAMILTON (1940, 1948) untersucht. Seiner Arbeit folgten weitere 
von FALKorF und ULHENBECK (1950) und anderen. Die erste experi- 
mentelle Untersuchung wurde von Brapy und DEUTSCH an verschie- 
denen Kernen durchgefiihrt. Seit dieser bahnbrechenden Arbeit sind 
weitere Winkelkorrelationen an anderen Kernen gemessen worden. Das 
gesamte Gebiet ist ausfiihrlich von DEutscH (1951) dargestellt worden. 
Die Methode ist jetzt zu einem machtigen Werkzeug fiir die Unter: 
suchung von Kernniveaus geworden. Das Experiment besteht aus dem 
Auffinden des Verhiltnisses der wahren Koinzidenzen G(Q) fiir zwei 
Zerfallsstrahlungen, emittiert unter einem Winkel 0, zu den wahren 
Koinzidenzen emittiert unter einem Winkel 2/2 fiir verschiedene 


O-Werte. Das Verhiltnis W(@) = ay wird als Korrelationsverhaltnis 
TU, 

bezeichnet. W(Q) ist eins, wenn die Strahlungen isotrop sind. Die 

theoretischen Untersuchungen zeigen, da8 W(@) sich als Polynom in 

cos?@ darstellen lat. Die Werte der verschiedenen Koeffizienten der 


Potenzen in cos@ hangen von den Drehimpulsen der Kernniveaus, von 
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denen die Strahlungen emittiert werden, ab. Lioyp (1951) hat die 
numerischen Werte der Koeffizienten bei verschiedenen Ubergiangen 
berechnet. 

In unserem Institut haben DAs und SEN (1951) derartige Unter- 
suchungen am Ni® durchgefiihrt und von den Werten von BRADy und 
DeEvuTSCH abweichende Ergebnisse erhalten. Wir haben die Experimente 
unter verbesserten Versuchsbedingungen wiederholt und ahnliche Er- 
gebnisse wie die letzteren Autoren erhalten. Die eigentliche Schwierig- 
keit bei Durchfiihrung derartiger Versuche entsteht durch die geringe 
Anisotropie bei den Kernen wie z.B. Ni®. Der MeBfehler des Verhalt- 
nisses W(@) mu8 daher sehr klein gehalten werden. Die experimentellen 
Bedingungen erlauben 
jedoch selten diese For- 
derung. In der vorliegen- 
den Arbeit haben wir 
einen allgemeinen Aus- 
druck fiir die notwen- 
dige Beobachtungszeit 
hergeleitet, um die ge- 
samte Zahl der Koinzi- 

Fig. 1. denzen zweier in Rich- 

tung 0 emittierten y- 

Zerfallsstrahlungen zu ermitteln, fiir die der Fehler des Verhaltnisses 

W(@) unter einem bestimmten Wert bleibt. Die Zeit wird in Abhangig- 

keit von der Starke der benutzten Strahlungsquelle, des Wirkungsgrades 

der Zahler, der durch die Zahler bedingten Raumwinkel und der Auf- 

lo6sungszeit der elektrischen Anordnung angegeben. Der Ausdruck gibt 

Auskunft tiber die experimentellen Erfordernisse und erlaubt Schliisse 
auf weitere Verbesserungen. 

Brapy und Deutscu haben erwahnt, da8 bei ungeniigender Ab- 
schirmung der Zahler die Compron-Streuung das Winkelkorrelations- 
verhaltnis vollstandig verdecken kann. Wir haben ebenfalls die pro- 
zentuale Zunahme der wahren Koinzidenzen — hervorgerufen durch die 
gestreuten Quanten — berechnet und ein entsprechend abgedndertes 
Korrelationsverhaltnis hergeleitet. Die theoretischen Ergebnisse stim- 
men mit den experimentellen iiberein. Die endliche Winkelausdehnung 
beeinflu8t ebenfalls das Korrelationsverhaltnis. Wir haben die durch 


diese Ausdehnung der Zahler bedingte Anderung der Winkelkorrelation- 
funktion genau berechnet. 


L autzeitkette 


II. Die Beobachtungszeit und der gesamte relative Fehler TE " 
Im Winkelkorrelationsexperiment werden zwei y-Zahler in gleicher 


Entfernung von der Strahlungsquelle aufgestellt (Fig. 4). Einer der 
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e 


= 


“ahler ist so aufgestellt, daB er auf einem Kreis, in dessen Mittelpunkt 
sich die Strahlungsquelle befindet, verschoben werden kann. Auf diese 
Weise kann der Winkel 0 zwischen den Zahlern veriandert werden. Die 
Entfernung der Zahler von der Strahlungsquelle kann ebenfalls lings 
eines Radius dieses Kreises verindert werden. Fiir irgendeine Aufstel- 
lung erhalt man nun die wahren Koinzidenzen durch Subtraktion der 
zufalligen Koinzidenzen von der Anzahl der beobachteten Koinzidenzen. 
Die zufalligen Koinzidenzen lassen sich entweder durch direkte Messun- 
gen bestimmen, indem man hinter einem der Zahler eine der iiblichen 
Zeitverzogerungen einschaltet, oder indirekt aus der Kenntnis der Auf- 
lésungszeit der elektrischen Anordnung ermitteln. Es sei 


G = Anzahl der wahren Koinzidenzen in der Sekunde, 
R = Anzahl der zufalligen Koinzidenzen in der Sekunde, 
N = Zahl der vom Kern in der Sekunde emittierten y-Kaskaden, 
€,, €g = Wirkungsgrad der Szintillationszahler D,, D, fiir y-Nachweis, 
@,, @, = Raumwinkel (durch die Zahler bestimmt), 
t = Aufldsungszeit des Koinzidenzkreises. 


Dann ist 
G=N-&° &°@,' Ws, R = 21 N? & £90 Wo. 
So wird (DUNWORTH 1940) 
G 1 


ay ae are oer (1) 


Wir definieren / durch die Gleichung 


a 


LS eeer (2) 


wobei ¢ die in der Zeit T registrierte gesamte Zahl der Koinzidenzen ist. 


Benutzen wir 
C= (G*PRPHT; 


so erhalten wir unter Beriicksichtigung von Gl. (4) und (2) 


2 1+4_ Oa 
‘suumameeny emma TA 
und 
Fett ee (3) 


- & En Wy Wo 


Das Experiment besteht in der Bestimmung des Winkelkorrelations- 
verhaltnisses W(0) = Saar Es ist notwendig, eine Beziehung fir 


den bei der Messung dieser GréBe auftretenden Fehler anzugeben. Ist 
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AW (@) der mittlere Fehler von W(Q), so erhalten wir 


wie) _|/__ 2), (oof) kk ( e's | 
W (0) =| angie G?(O) ' T*(/2)G*(a/2) " T?(R)\G?(@) © G*(x/2)}’ 


wobei ¢(@) die gesamte Zahl der in der Zeit T(@) aufgenommenen 
Koinzidenzen angibt. R ist die Anzahl der zufalligen Koinzidenzen, die 
in der Zeit T (R) gemessen werden. Eine Umformung ergibt dann unter 
Beriicksichtigung von Gl. (2) fiir den gesamten relativen Fehler 


AW) _ ]/42 2 sock i {ats edeehbellen 

479) _ |p 0) +Pea+ealaetaus) 
Bestimmen wir nun R in einer geniigend langen Zeit T(R), konnen wir 
den dritten Term unter der Wurzel in Gl. (4) vernachlassigen. Wenn 


weiter {(O) = /(z/2) ist, ae 


Tn = V2: Foe). 
Betrachten wir nun fiir einen Winkel 0 den Wert von te so gibt 
uns Gl. (3) bzw. (4) eine Abschatzung fiir die erforderliche Beobach- 


tungszeit. 

Wir bestimmen nun die Beobachtungszeit T aus (3), indem wir 
einige praktische Werte fiir ¢,w, A, t vorgeben und annehmen, daB die 
Zahler identisch sind, also ¢,=¢, und w,=@,. Der Wert fiir w hangt 
dabei von der Entfernung (7) von der Strahlungsquelle und der gegen- 
tiber der Strahlungsquelle wirksamen Flache ab. 

Es sel 

f=O001 ée=0,1, 
dann ist 


T= 


ek -40°—* sec, fiir, j= 110 secy 


Die Werte fiir aan bei verschiedenen Werten von w und 4 sind in 
Tabelle 1 zusammengestellt. 


Tabelle 1. Werte von ————+ 2(1 at) 


fiir verschiedene w und A. 


Hieraus lassen sich fiir verschiedene t, w die notwendigen Beobachtungs- 
zeiten ermitteln, In Tabelle 2 sind einige angegeben. 
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labelle 2 gibt einen Uberblick iiber die an das Experiment zu stel- 
lenden Anforderungen. Unter den oben genannten Bedingungen, d.h. 
€=10%, w=2,5 +108 [4% Raumwinkel], 4=1, t=10~7 sec, ist es un- 


mdoglich den statistischen Fehler kleiner als 2% zu machen, wenn man 
sich auf die tiblichen Beobach- 


tungszeiten beschrankt. Tabelle 2. 
Wir konnen natiirlich die in Beobachtungszeit T fiir f = 0,01, 
€=0,1 und A= 1,0. 


Tabelle 2 angegebenen Beobach- 
tungszeiten auf ¥/, verkiirzen, 
wenn wir den Wirkungsgrad « 
von 10% auf 20% steigern oder 


T in sec 


2-5. 105" 4,0-40-4 


@ von 2,5-10-3 auf 5,0-10 [4z tare 178,0 Std 7000 Std 
Raumwinkel] erhédhen. Weiter ae Teast en aa 
73 . - 2 fo J SCG 
1aBt sich der Faktor } gewinnen, 10-9 10 min 40sec | 7,0 Std 
wenn wir A=0,1 statt 1 wahlen. 4Q>1¢ 1min4sec | 42 min 


Um jedoch einen kleineren rela- 

tiven Fehler durch eine Erhéhung von T zu erhalten, z.B. f=0,001, 
hat man die Beobachtungszeit gegeniiber den in Tabelle 2 angegebenen 
Werten um den Faktor 10? zu erhdhen. 

Beziiglich der Abhangigkeit von ¢ vom Massenabsorptionskoeffi- 
zienten des Phosphors méchten wir noch bemerken, daB unter Voraus- 
setzung vollstandiger Absorption des Szintillationslichtes durch die 
Photokathode des Multipliers fiir ¢ gilt 


= a 


wobei 4 der Massenabsorptionskoeffizient und x die Kristalllange ist. 
GILLETTE (1950) gibt fiir ~ folgende Werte an: Anthracen 0,074 cm, 
Calciumwolframat 0,404cm +, Cadmiumwolframat 0,496cm?. Wir 
haben yu fiir Stilben berechnet und den Wert 0,075 cm™ gefunden. Die 
nachstehende Tabelle 3 gibt die auf den Einheitsquerschnitt bezogenen 
Werte fiir ¢ fiir verschiedene Phosphore und Langen ~% an. 


Tabelle 3. Werte fiir €. 


x [cm] | Anthracen oder Stilben | CaWO, | CdWoO, 
1 | 0,08 0,33 | 0,39 
5 0,33 0,86 0,91 
10 | 0,55 0,98 | 0,99 


Der tatsidchliche Wirkungsgrad hangt von weiteren Faktoren wie 
den Brechungsindex des Phosphors, der Absorption der eigenen Fluo- 
reszenz durch den Phosphor ab. AuBerdem ist bei der Auswahl des 
Phosphors zu beriicksichtigen, daB dessen Abklingzeit wesentlich ktrzer 
als die im Experiment benutzte Auflésungszeit ist. 
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III. Der EinfluB der Compton-Strewung auf das Korrelationsverhaltms. 


In organischen Kristallen werden y-Strahlen von 1 MeV vorzugs- 
weise durch ausgeléste Compron-Elektronen erkannt. Wie Brapy und 
Devutscu bereits ausgefiihrt haben, lassen sich wahre Koinzidenzen da- 
durch auslésen, daB ein Zahler das Compron-Elektron und der andere 
das gestreute Photon mi®t. Man kann das Verhaltnis 6(@) der auf diese 
Weise erzeugten Koinzidenzen zu den 
wahren Koinzidenzen bei einem Winkel 0 
berechnen. Fiir die Durchfiihrung dieser 
Berechnung nehmen wir an, dab die 
Zahler in jeder Hinsicht gleich sind und 
ihr Wirkungsgrad fiir eine Elektronen- 
anzeige eins ist. Es sei 


do(z) = KLEIN-NisHina _ differentieller 

Streuquerschnitt fir den Win- 

O+n2 
2 


Ker 7 = zwischen ein- 


fallendem y- Quant und gestreu- 
tem y-Quant, 

m = Anzahl der Molekiile im cm? des Phosphors, 

z = Anzahl der Elektronen pro Molekiil des Phosphors, 

y = Entfernung der Strahlungsquelle vom Zahler, 
7,(0) = Entfernung zwischen den Zahlern bei einem Winkel 0 

zwischen diesen, 
l = Lange des Kristalles. 


Dann ist 


77 (0) 
__ 2nzlda(x) (5) 
~~ 4esin? (0/2) * 


6(0) = 2nzlda(x) r 


Der KLEIN-NISHINA-Querschnitt ist durch 


2 2 2 
Jo (gy Desert eer HELA = cos 2) 
(x 2mc* [1+ 4, (1— cos x)]8 ee (1 + cos? x) {1 + », (1 — cos x)} 
gegeben. Hierbei ist 
hy 
Mi ial pees 


Wir kénnen nun berechnen wie sich 6(@) mit @ verandert und finden fiir 


uw 


5(%) = 0,037 und O{zt) == 0,016; 
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wobei 1 = 38,94- 10”, Z=96 (Stilbenkristall), 1=5 cm, e=0,1 »,=2 


c 


waren. Das scheinbare Korrelationsverhaltnis ist dann durch 


W'(0) =W (0). wW(0)|1 + (0) — (2) 


1+ 0 (7/2) 


(6) 


gegeben. Es zeigt sich, daB die Streuung stets das Korrelationsverhilt- 
nis W(@) vermindert. Dies wurde auch von Das und SEN beobachtet. 
Der Einflu8 der Streuung wurde beobachtet, indem die Phosphore mit 
und ohne Bleiabschirmung benutzt wurden. Der Wert von W’(@)/W(0) 
ergab sich als 0,95, wahrend aus Gl. (6) 0,975 berechnet wurde. Es sei 
bemerkt, daB 6(@) unerwarteterweise von 7 unabhangig ist. Beziiglich 
der Streuung bringt also eine gréBere Entfernung der Zahler von dem 
Strahler keinen Gewinn. Die Winkelauflésung 
nimmt dann jedoch zu. Es ist interessant in 
diesem Zusammenhang festzustellen, daB die 
prozentuale Zunahme des wahren Koinzidenz- 
verhaltnisses auf Grund der Streuung dem 
Wirkungsgrad der Zahler umgekehrt pro- 
portional ist. Mit zunehmendem Wirkungs- 
grad der Zahler mindert sich also der Ein- 
flu8 der CompTon-Streuung. 

Aus dem Vorangehenden ist die Notwen- 
digkeit ersichtlich, bei einer Messung der 
Anisotropie des Korrelationsverhaltnisses die 
ComPpTon-Streuung zu unterdriicken. Beieiner 
Schwankung der Energie der gestreuten y-Quanten von 0,225 bis 0,2 MeV 
geniigt es, die gestreuten Quanten durch 1/,"" Bleibleche an den Seiten 
und 1/,” Bleibleche an den Stirnflachen der Kristalle abzuschirmen. Auf 
diese Art und Weise lieBen sich etwa 99% der gestreuten Photonen 
abfangen, wahrend die einfallenden Photonen nicht merklich beein- 
fluBt wurden. 


IV. Der EinfluB der Winkelausdehnung der Zéahler 
auf das Korrelationsverhaltnis. 
In Fig.3 sind die Verhaltnisse geometrisch im einzelnen beschrieben. 
Die horizontalen AEmessungen der Zahler sind 2g,, 2g,, die vertikalen 


2h,, 2hy. Somit gilt fiir die horizontale Winkelausdehnung 20, = ety 
h 
2a, = 78 und fiir die vertikale 26, = 21, 2p, = 74. 0,(4A0B) 


ays 
ist der Winkel zwischen den Mittelpunkten der beiden Zahler. Eine 
Koinzidenz wird dann festgestellt, wenn zwei Zerfallskaskaden des 
Strahlers gleichzeitig auf irgendeinen Punkt der Oberflachen E und F 


der Zahler auffallen. Der Winkel ~FOE=@0 und cos@ ist durch 
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[cos(O9, +9 +p) + sinésiny] gegeben. Die Bedeutung der Winkel 


y, v, €, 7 ist aus Fig.3 ersichtlich. Die gesamte Zahl der wahren Koin- 
zidenzen fiir einen Winkelabstand 0, der Zahler ist durch 


ay ae B Bs 
G(Q) =Nee fap fay fae { 4-8) 


gegeben. g(Q) ist dabei die Winkelkorrelationsfunktion fiir een Win- 


kel @ der Zerfallskaskaden und kann als 
g(O) = a, + a, cos? O + a, cos* O 
geschrieben werden. Potenzen von cos@ sind nicht beriicksichtigt wor- 


den. Die hier benutzte Methode 1aBt sich jedoch fiir derartige Falle 
erweitern. Das Ergebnis der Integration wird nachstehend fiir % =a,, 


fb, =P, angegeben. 


G (Oo) = N ey &2.0 | a + ay ae cos? Oy + > (! a ae 


7 (t- sa) fay we cost 0, + cos? Oy x 


2p 1602 

x (= 20 sin? 4 3 sin? 2a {1 sin 26 )2 
40? 1602 2 40° 2B f) 
j 1 ‘sin? ee 3 3 sin? 2a 
AUS ATES oye 4 etn eA 
. | ET eet oe Sr Supls 

3 sin? 2% sin 2 

Aa FAGED Cheame Genes Apis 

4 4a 2B 


{i Se Sp oa 


Gehen « und f gegen Null, wird 
G(Oo) = N 1 €,@ Me [ay + @, cos? Oy + ay cos! Og). 
An dieses Ergebnis anschlieBend schreiben wir 
G(Oo) =N & €y@, We [ (ay + a5) + (@, +.4}) cos? Oy + (a+ a5) cost Oy] (7) 


. / / , ss : ~ 
mit dy, 4, und a, unter Vernachlassigung von Termen kleiner als 10~4 


a = af a} i 


2 402 


gh {- xy sin? 2% 


24s 402 
r Sino. sin? 2% sin? 
ay = {Ga — 1} +a {mee Sin te 
4a 4a 1602 


sin? 4% 
Ma ara rE i} 


: : 3 sin? 2% 
sin? « — sin4 ee ae 
( %) tig 8 4a? \ 


2 
ASE 
I 
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Der beobachtete Wert des Korrelationsverhiltnisses ist dann durch 


W"'(0) = — sig fe Se ay 26 - i 
(0) G (a/2) acon cos? @, + 5 =e 7 > cost Y, (8) 


gegeben. Das endliche Winkelauflésungsvermégen der Zihler bedingt 
also eine Anderung der Koeffizienten fiir W(@,) gegeniiber dem theo- 
retischen Ausdruck 


W(0,) =1+ . cos*@, + “ * cost Oy. 


Wir haben diese Anderungen fiir verschiedene Werte von « und fb be- 
rechnet (Tabelle 4). Als das dem Ni® entsprechende Ubergangssystem 


Tabelie 4. 

7 | 
Winkelausdehnung 2¢ . (e) 11° 28,5° 45° 
Winkelausdehnung 28 . (a) SH} 28,5° | 45° 
RS ed EE at 1,1656 1,1642 | 1,1525 | 1,1335 


benutzten wir 0->2—4. Gl. (8) gibt uns das scheinbare Korrelations- 
verhaltnis in Termen des theoretischen. Sind also die Winkelauflésungen 
der Zahler bestimmt, so ist es mittels dieser Gleichung méglich, das 
theoretische Korrelationsverhaltnis aus dem scheinbaren zu bestimmen. 


V. Experimentelles. 

Die Anordnung ist aus Fig. 1 ersichtlich. Der kreistérmige Tisch, 
in dessen Mitte sich der Strahler befindet, hat einen Durchmesser von 
2m. Von den beiden Szintillationszahlern ist einer (D,) fest angebracht, 
wahrend der andere (D,) sich langs eines Kreisbogens mit dem Strahler 
als Zentrum bewegen 14Bt. Als Szintillationszahler benutzten wir 
Stilbenkristalle einer mit /=5 cm und einem rechteckigen Querschnitt 
von 2cm? und der andere /=4cm und 2cm?. Diese wurden in Ver- 
bindung mit einem E.M.I. 5060 Photomultiplier (an die, Réhre angelegte 
Spannung 1750 V) benutzt. Die Kristalle und Teile der Zahler wurden 
durch Bleibleche abgeschirmt (seitlich 3/,’’, Stirnflache 1/,’’). Die Aus- 
gangsimpulse wurden mittels eines 50 pF Kondensators auf einen nega- 
tiven Riickkopplungsverstérker iibertragen. Dieser war direkt am 
Zahler angebracht. Der am Zahler D, angebrachte Verstarker hatte 
einen Verstarkungsfaktor von 78, Bandbreite 3 MHz (Abfall dabei 3 db). 
Die entsprechenden Werte fiir den am Zahler D, angebrachten Verstarker 
waren: Verstarkungsfaktor 80, Bandbreite 5 MHz (Abfall dabei 3 db). — 
Die verstairkten Impulse wurden durch ein koaxiales Kabel zu der Koin- 
zidenz Einheit — Typ 1036-A entwickelt von der Elektronics division 
of A.E.R.E. Harwell — iibertragen. Die Impulse von den beiden Zahlern 
lieBen sich durch zwei verschiedene Kanale leiten. Es war méglich in 
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jedem dieser Kanile ein Verzogerungsglied fiir kurze Zeiten einzuschalten. 
Die Impulse wurden, bevor sie in die Koinzidenzmischstufe geleitet 
wurden, auf gleiche Gestalt gebracht und durch eine kurzgeschlossene 
delay-line verkiirzt. Die Auflésungszeit unserer Koinzidenzeinheit be- 
stimmten wir durch die Messung der zufalligen Koinzidenzen zweier 
verschiedener y-Strahler. Sie betrug 6,47:10~* sec. Die Kaniale hatten 
eine Erholzeit von 10~® sec und konnten somit 10° Impulse in der Minute 
bei dem sehr geringen Zahlverlust von 0,2% erfassen. Leider ist es sehr 
schwierig den tatsachlichen Wir- 

W (0) =1+0,12482 cos°O+0,0418 cos" @ kungsgrad der Szintillationszahler zu 

116 bestimmen. Méglich ist es, mittels 
einer dreifachen Koinzidenzmethode 

oder durch Vergleich mit einer Nor- 


a malstrahlungsquelle. Wir haben je- 
doch erst mittels Gl. (4) die Starke 

108 unseres Strahlers bestimmt. Da sich 
das Verhaltnis der wahren Koinziden- 

pi fe zen zu den zufalligen experimentell 
3 bestimmen lat, erhielten wir dann 
aus Gl. (1) und der Kenntnis der 

100 ea ag ap a ae:~S«individuellen Zahlgeschwindigkeiten 
O—- die Werte von ¢ w und damit von ¢ 

Wige a: jedes Zahlers. Fir D, fanden wir 


€,=16,9% und Dy &=15%. Die 
Natur der Szintillationsimpulse haben wir mittels eines Dumont Typ 294A 
Oszillographen, dessen Verstarker eine Ansprechzeit von 5 - 1078 sec 
besitzt, untersucht. Ein Zeitsignal von 1077 sec erlaubte die Bestimmung 
der auf dem Oszillographenschirm erscheinenden Impulse. Die wirklichen 
Impulse sind sehr kurz und erschienen innerhalb von 5: 10~8sec. Durch 
die Grenze der Ansprechzeit des Oszillographenverstirkers lieBen sie 
sich also nicht mehr erfassen. An den Koinzidenzteil schlieBt sich ein 
Untersetzer an. Um den hohen Betrag der Impulse zu erfassen, haben 
wir zwei in Serie geschaltete Untersetzer von 1:100 und 1:128 benutzt. 
Die Zahlgeschwindigkeiten der einzelnen Zahler liegen bei 10° in der 
Minute. Die Anzahl der Koinzidenzen liegt bei 85/min und die Anzahl 
der zufalligen Koinzidenzen bei 40/min. Bei unserer Anordnung war die 
horizontale Winkelausdehnung 2%—11° und die vertikale 26 =5,5°. 
Der EinfluB einer derartigen Winkelausdehnung auf das Korrelations- 
verhaltnis ist zu vernachlassigen (Tabelle 4). Die experimentellen Er- 
gebnisse fiir W(@)) werden in Fig. 4 in Abhangigkeit vom Winkel an- 
gegeben. Die ausgezogene Kurve entspricht der Beziehung 


W(0,)=1+ ‘Ee cos? Oy + a cos! Oy. 
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Die Werte fiir a,/a) und a,/ay wurden nach den Tabellen von LLoyp (1951) 
berechnet und als 0,1248 bzw. 0,0418 gefunden. 


VI. Diskussion. 


Unser Ergebnis von 1,166-+0,0116 stimmt mit dem Wert von 
DeEvuTscH (1950) iiberein. Der gesamte Fehler bei der Bestimmung 
seines Ergebnisses betrug + 2%. Das und SEN (1951) erhielten fiir 
W (x) = 1,47. Dieser hohe Wert des Korrelationsverhiltnisses zwang sie 
ein besonderes Niveauschema fiir Ni® anzunehmen. Sie benutzten 
G. M.-Zahler mit einem Wirkungsgrad von nur 1% fiir y-Quanten. Der 
Betrag der gesamten Koinzidenzen war sehr gering. Der auf Grund von 
Gl. (4) bestimmte Fehler ist zu groB, um die Anisotropie mit geniigender 
Genauigkeit festzustellen. Gl. (3) und Tabelle 2 geben Hinweise fiir 
weitere Verbesserungen von Winkelkorrelationsexperimenten. In der 
vorliegenden Arbeit haben wir die gesamten Koinzidenzen und die zu- 
falligen Koinzidenzen in einem Zeitraum von 24 und 36 Std gemessen, 
um den Fehler fiir W(@) kleiner als 1% zu machen. Um eine gréBere 
Genauigkeit bei einer kleineren Zeit zu erhalten, muB 7 so klein wie 
modglich und «¢ so groB wie méglich gemacht werden. Die Verbesserungen, 
die in dieser Hinsicht durchgefiihrt werden, werden spater berichtet. 


Wir danken Herrn Prof. M.N. Sana fiir sein stetes Interesse am 
Fortgang dieser Arbeit. Die Arbeit wurde von der Atomic Energy 
Commission of India unterstiitzt. 
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Die Elektronenemission von Metallen 
als Nachwirkung einer Bestrahlung. 
Von 
KARLHEINZ SEEGER. 

Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 23. Februar 1953.) 


Es werden Messungen der Emission von Metallen nach Bestrahlung mit Rontgen- 
licht, ultraviolettem und sichtbarem Licht und nach Glimmentladungen beschrie- 
ben. Die Zeit- und Temperaturabhangigkeit wurden untersucht, ebenso die Ab- 
hangigkeit von der Wellenlange des eingestrahlten Lichtes und der Beschaffenheit 
der Metalloberflache. Die Zeit- und Temperaturabhangigkeit ist unabhangig von 
der Art der Erregung immer dieselbe, wie sie auch bei mechanischer Bearbeitung 
gefunden wurde, und unterscheidet sich auch nicht von den Ergebnissen, die an 
Nichtmetallen von J. KRAMER! gewonnen wurden. Die GroBe des Nachstromes 
hangt von dem Oxydationszustand der Oberflache ab. Ferner wird darauf hin- 
gewiesen, daS durch UV-Bestrahlungen in sauerstoffhaltiger Atmosphare die 
Austrittsarbeit von Metallen in kleinen Bereichen sogar bis auf Werte unter 1 eV 
herabgesetzt wird. 


|. Einleitung. 

In einer Reihe von Arbeiten, die sich meist mit den sog. Nachent- 
ladungen? von Zahlrohren befassen, wurde gezeigt, daB eine Gasent- 
ladung einen sog. Nachstrom’, d.h. eine verzégerte Elektronenemission 
zur Folge hat. Dieser Nachstrom klingt reziprok mit der Zeit ab* und 
weist dieselbe Temperaturabhangigkeit auf wie der Nachstrom nach einer 
mechanischen Behandlung der Oberflache >. Partow? zeigte durch Mes- 
sung des Ziindverzuges, da nach einer UV-Bestrahlung ebenfalls ein 
Nachstrom auftritt. DaB auch Réntgenstrahlen diese Fahigkeit besitzen, 
zeigten VAN ATTA und Mitarbeiter* und RoGGEN und SCHERRER’. 


1 Kramer, J.: Z. Physik 128, 538 (1950); 129, 34 (1951); 133, 629 (1952). 

2 Vel. z.B. Lauteryune, K. H.: Naturwiss. 34, 119 (1947). 
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1950. — Louw, J.D., u. S.M. Naup#£: Phys. Rev. 76, 571 (4949). — WIEDEN- 
BECK, M. L., u. H. R. CRANE: Phys. Rev. 75, 1268 (1949). — SEEGER, K.: Diplom- 
arbeit Gottingen 1950. — Haxet, O., F. G. HoureRMANS u. K. SEEGER: Z. Physik 
130, 109 (1951). Im folgenden kurz als (I) bezeichnet. 

8 Arta, L. C. van, D. L. Norturup, R. J. VAN DE GRAAFF u. C. M. vAN ATTA: 
Rev. Sci. Instr. 12, 534 (19441). 

? Roccen, F., u. P. SCHERRER: Helv. phys. Acta 15, 497 (1942). 


Die Elektronenemission von Metallen als N Nachwirkung einer Bestr ahlung. 1538 
TANAKA! beschoB Metalle mit Elektronen und fand ebenfalls einen Nach- 
strom. KRAMER? zeigte, daB dieselben Erscheinungen, also Nachstrome 
nach Bestrahlungen mit ultraviolettem Licht, R6ntgenbestrahlungen 
und nach mechanischer Bearbeitung, auch bei Nichtmetallen auftreten 
und eine ahnliche Abhangigkeit von der Temperatur ze igen wie bei 
Metallen. 

Auch Halbleiter wie z.B. die Lithium-Antimon-Photokathoden von 
Multipliern emittieren nach Belichtung verzégert einzelne Elektronen?. 
Die diesbeziiglichen Untersuchungen von SCHAETTI und BAUMGARTNER? 
stimmen in ihren Ergebnissen qualitativ mit denen KRAMERs iiberein. 

Eine einwandfreie Deutung dieses Effektes ist bisher noch nicht ge- 
lungen. KIEPENHEUER® deutete den Nachstrom als MALTER-Strom®, 
hervorgerufen durch einzelne positive Ionen, die auf der Oberflache 
sitzen und damit eine Feldemission erméglichen. KRAMER? schlug als 
Ursache des Nachstromes nach mechanischer Bearbeitung einer Metall- 
oberflache eine Phasenumwandlung des Metalls vor. Weiterhin wurde 
die Auffassung vertreten (I), daB der Nachstrom die Folge einer Chemo- 
sorption an der Oberflache ist, wobei die bei der Sorption freiwerdende 
Energie die Auslésung der Elektronen erméglicht. 


2. Ziel der Untersuchung. 


Die im folgenden beschriebenen Messungen sollen zeigen, daB das 
zeitliche Abklingen und die Temperaturabhangigkeit des Nachstromes 
von Metallen nach Bestrahlung mit Rontgenlicht, ultraviolettem und 
sichtbarem Licht, nach Beschu8 mit Elektronen, nach Behandlung mit 
einer Gasentladung oder nach einer mechanischen Bearbeitung immer 
dieselben sind, der Nachstrom also unabhangig von der Art der Anregung 
ist. Ferner wird der Einflu8 des Oxydationszustandes der Metalloberflache 
auf die Starke der Emission untersucht und gezeigt, daB die Abhangig- 
keit von der Oxydschichtdicke denselben Verlauf zeigt, den TANAKA? 
an elektronenbestrahlten Metallen fand. Ferner soll untersucht werden, 
wieweit der Nachstrom von der Natur des Metalles oder von der Natur 
des umgebenden Gases abhingt. Die Ergebnisse werden im Rahmen 
der oben angefiihrten Deutungen fiir den Nachstrom diskutiert. 


1 Tanaka, M.: Phys. Rev. 48, 916 (1935). — Proc. phys.-math. Soc. Japan 22, 
899 (1940). } 

2 Kramer, J.: Z. Physik 128, 538 (1950); 129, 34 (1951); 133, 629 (1952). 

3 Davison, P. W.: Nucleonics 10, 33 (Marz 1952). 

4 ScuaEti, N., u. W. BAUMGARTNER: Helv. phys. Acta 25, 605 (1952). 

5 KIEPENHEUER, K. O.: Z. Physik 107, 145 (1937). ' 

6 Matter, L.: Phys. Rev. 39, 183 (1932); 50, 48 (1936). — Temperaturabhangig- 
keit siche MUHLENPFORDT, J.: Z. Physik 108, 698 (1938). 

7 Kramer, J.: Z. Physik 125, 739 (1949). — Der metallische Zustand. Gottingen 
1950. 
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3. Versuchsapparatur. 


Die Versuche wurden mit derselben Apparatur durchgefiihrt, die 
bereits in unserer friiheren Arbeit (I) benutzt und dort ausfihrlich be- 
schrieben wurde. Die Roéntgenbestrahlungen erfolgten auBerhalb des 
Zahlrohres in Luft ; dann wurde die Metallprobe in das Zahlrohr gebracht 
und die Zahl der Impulse/min des Zahlrohres gemessen. Die tibrigen 
Bestrahlungen wurden teils in Luft, teils auch im Vakuum oder anderen 
Gasen im Zahlrohr, das zu diesem Zweck mit einem Quarzfenster aus- 
gestattet wurde, durchgefiihrt. Die Metallproben besaBen in allen Ver- 
suchen eine Oberflache von 10 cm?. Im folgenden wird die Emission 
der Metalloberflache stets auf 1 cm? der Oberflache bezogen. Der Null- 
effekt des Zahlrohrs von 300 Impulsen/min ist dabei bereits in Abzug 
gebracht. Ebenso sind die Korrekturen, die infolge der Totzeit des 
Zahlrohrs von (414+ 15) usec nétig sind, bereits angebracht. Die Zahl- 
verluste des Verstarkers mit angeschlossenem 100fach-Untersetzer und 
Zahlwerk waren dagegen vernachlissigbar klein. 


4, MeBergebnisse. 
a) Nachstrom nach Ronigenbestrahlung. 


Aus fritheren Versuchen tiber die Erregung des Nachstromes durch 
mechanische Bearbeitung und Gasentladung [vgl. (I), Gl. (4)] ist be- 
kannt, daB der Nachstrom reziprok mit der Zeit nach der Bearbeitung 
abfallt, sofern die Behandlungsdauer klein gegen die MeBzeit ist. Bei 
kurzzeitiger Roéntgenbestrahlung mit normaler Intensitat ist der Nach- 
strom fiir eine Messung zu gering. Deshalb wurde langere Zeit bestrahlt. 
Da wahrend der Bestrahlung selbst der Nachstrom bereits abklingt, 
wird man fiir den Fall, daB fiir das Abklingen das 1/t-Gesetz gilt, fiir das 
Produkt J:t aus dem Nachstrom J und der Zeit ¢ nach Beendigung 
der Bestrahlung folgenden Verlauf bekommen: 


t, 


[t= psf ee a) ‘t = const - FE -In (1 + *)) : (1) 
0 


wobei 7, die Bestrahlungsdauer bedeutet. Fiir tj<t geht das Gesetz 
liber in J-¢ = const. Die ausgezogene J -t-Kurve in Fig.1 (linke Seite) 
ist nach Gl. (1) berechnet, indem fiir die Konstante der Wert 6,50: 104/cm?2 
angenommen wurde. Die Kurve gibt die Me8punkte innerhalb der MeB- 
genauigkeit richtig wieder. Dies beweist, daB auch bei der Réntgen- 
bestrahlung der Nachstrom reziprok mit der Zeit abklingt, sofern die Zeit 
fiir die Erregung klein gegen die Beobachtungsdauer ist. 

Um die Temperaturabhangigkeit der Emission festzustellen und mit 
derjenigen von geschmirgelten Metallen vergleichen zu kénnen, wurde, 
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nachdem der anfangliche Nachstrom abgeklungen war, die Starke des 
Nachstromes bei stetig ansteigender Temperatur gemessen. Das Er- 
gebnis dieses Versuches ist auf der rechten Seite der Fig.4 dargestellt. 
Es zeigt, daB der Nachstrom zunichst mit der Temperatur bis zu einem 
Maximum ansteigt, mit wachsender Temperatur weitere Maxima durch- 
lauft und schlieBlich in die Gliithelektronenemission iibergeht. LaB®t man 
die Temperatur wieder absinken, so ist nach Aufhéren der Glithelektro- 
nenemission kein Nachstrom mehr vorhanden, auch nicht bei erneutem 
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Fig. 1. Nachstrom J einer Silberprobe, die ¢, = 156 min lang mit Réntgenstrahlung bestrahlt wurde. t=0: 
Ende der Bestrahlung. Linke Seite: Zeitliches Abklingen bei Zimmertemperatur. Die Punkte geben den 
Verlauf des Nachstroms als Funktion der Zeit wieder, die Kreise das Produkt aus Nachstrom und Zeit. 
Rechte Seite: Die Temperaturabhangigkeit des Nachstroms beistetiger Temperaturerhohung. In der unteren 
Abszissenskala ist die Zeit nach dem Ende der Bestrahlung angegeben, in der oberen Skala die zugehérigen 
Temperaturwerte. — Auf der Ordinate ist die Zahl der Impulse des Zahlrohres (ohne Nulleffekt) pro min 
und cm? bestrahiter Silberflache aufgetragen. Als zweiter OrdinatenmaSstab ist der Emissionsstrom der Silber- 
flache in Amp/cm? angegeben, wobei angenommen ist, daB jeder Impuls nur durch eine Elementarladung 
ausgelost wurde. Dies gilt auch ftir die Ordinaten der tibrigen Figuren. 


Hochheizen. Der nach einer Roéntgenbestrahlung ausheizbare Nach- 
strom zeigt damit dasselbe Verhalten, wie es friither bei Erregung durch 
mechanische Bearbeitung oder Gasentladung auftrat [vgl. Fig. 2 von (I)]. 


b) Nachstrom nach Bestrahlung mit ultraviolettem und sichtbarem Licht. 


Ebenso wie Roéntgenstrahlen wirken ultraviolettes und sichtbares 
Licht. Als UV-Lichtquelle wurde eine Xenonhochdruckbogenlampe, die 
mit 2 Amp betrieben wurde, benutzt. 

Fig.2 (obere Kurve) zeigt die Emission einer Goldprobe nach 60 min 
UV-Bestrahlung in Luft. Nach der Bestrahlung war ein zeitlich abklin- 
gender Nachstrom zu beobachten, der sich analog wie der Nachstrom 
nach Réntgenbestrahlung verhielt. Bei stetiger Temperaturerhohung 
ergaben sich drei Maxima der Emission bei 75, 190 und 295° C. Oberhalb 
370° C trat die Glithelektronenemission auf, die der RICHARDSON-Formel 
folgt. Wurde nach der Abkiihlung erneut ausgeheizt (Fig. 2, untere 
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Kurve), sO war vor dem‘ Einsetzen der RICHARDSON-Emission keine 
merkliche Emission zu beobachten. 

MeBreihen dieser Art wurden auBerdem an den Metallen Silber, 
Molybdin und Aluminium durchgefiihrt. Qualitativ ergab sich bei allen 
Metallen das gleiche Verhalten. Insgesamt wurden etwa 100 MeBreihen 
durchgefiihrt, von denen die typischsten wiedergegeben sind. 


Bei diesen MeBreihen 
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einer Goldprobe, die 60 min lang an Luft mit UV bestrahlt wurde. 
Die Temperatur wurde stetig erhéht. Die Kurve zeigt den Emis- 
sionsstrom in Abhingigkeit von der Zeit (untere Abszissenskala) 
und damit von der Temperatur (obere Skala). #=0: Ende der 
Bestrahlung. Untere Kurve: Emission bei erneuter Temperatur- 


die Intensitat der aus- 
heizbaren Emission, geht 
jedoch bei Bestrahlungs- 
dauern von mehr als 


erhohung ohne vorherige Belichtung. 

30 min einer Sattigung 

entgegen. Der Sattigungswert wurde nicht naher untersucht, da er eben- 
so. wie die dafiir erforderliche Bestrahlungsdauer wenig reproduzierbar 
war, denn beide hangen von der Vorbehandlung der Oberflache ab. 


d) Wellenlingenabhdngigheit. 

Auch eine Bestrahlung mit sichtbarem Licht ergab beim Ausheizen 
einen Nachstrom, wahrend der Nachstrom bei Zimmertemperatur nicht 
meBbar war. In Fig. 3 stellt die untere Kurve den Nachstrom einer 
Molybdanflache als Funktion der Temperatur dar, wobei dieselbe zuvor 
90 min lang mit dem Licht einer 60 W-Gliihbirne bestrahlt wurde. Die 
obere Kurve zeigt das Ergebnis einer 5 min langen Bestrahlung mit dem 
hauptsachlich ultravioletten Licht der Xenonlampe. Wie man sieht, 
tritt bei der Bestrahlung mit sichtbarem Licht das erste Maximum, das 


zu den Zentren mit der niedrigsten AS reer ee [vgl. (1)] gehért, 
nicht in Erscheinung. 


Versuche, den Nachstrom mit dem Licht einer auf Gelbglut geheizten 
Chrom—Nickel-Spirale anzuregen, ergaben keine nennenswerte Emission. 
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e) Vorbehandlung der Oberfliche. 

Um eine einigermaBen reproduzierbare Oberflichenbeschaffenheit 
der Metallprobe zu erhalten, wurde die Probe zuniichst auf einer Dreh- 
bank trocken abgedreht. Die hierdurch angeregte Emission wurde durch 
kurzzeitiges Erhitzen auf 350°C im Zahlgas (Ar + 10% Alkohol) aus- 
geheizt. Eine solche Oberflache werde im folgenden mit ,frisch‘‘ be- 
zeichnet. 

Eine frische Aluminiumoberflache wurde an Luft 10 min lang mit 

Be ama? rz x " 

UV bestrahlt (Fig. 4, Kurve 1). Als Wirkung der Bestrahlung ist nur 
eine schwache Emission bei 
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Kurve 2). Weitere Oxyda- - Ze 


ti n Luft z= Fig. 3. Nachstrom einer Molybdanprobe nach Bestrahlung in 
ponerse t ergab yh Luft mit ultraviolettem Licht (obere Kurve) und sichtbarem 


ndachst eine zunehmende Licht (untere Kurve). =0: Ende der Bestrahlung. 
Wirkung der UV-Bestrah- aa 

lung (Fig.4, Kurve 3), von einer gewissen optimalen Oxyddicke an 
jedoch eine wieder abnehmende Wirkung (Fig. 4, Kurve 4), bis schlieB- 
lich wiederum védllige Unempfindlichkeit eintrat (Fig. 4, Kurve 5). 
Dabei war die Starke der Nachstréme unabhangig davon, ob die Be- 
strahlung in Luft oder in einem Vakuum von etwa 10~‘4 Torr erfolgte. 


Um zu untersuchen, ob die Art des Gases, in der die UV-Bestrahlung 
erfolgt, einen Einflu8 ausiibt, wurde eine leicht oxydierte Aluminium- 
oberflache in Wasserstoff (1 Atm) 10 min lang mit UV bestrahlt (Fig.5). 
AuBer dem Maximum bei 60° C ist jetzt ein zweites Maximum bei 250° C 
zu beobachten, welches offenbar auf den anwesenden und méglicherweise 
adsorbierten Wasserstoff zuriickzufiihren ist. 


Ahnliche Ergebnisse wurden bei Gold gefunden. Dazu wurde eine 
Glimmentladung in etwa 1/,, Torr Wasserstoff bei einer Stromstarke von 
0,1mA 1 min lang mit dem Gold als Kathode gebrannt, worauf die 
Oberfliche in bekannter Weise emittierte. Diese Emission wurde aus- 
geheizt und sodann 60 min in Luft mit UV bestrahlt. Die Temperatur- 
abhangigkeit des dann auftretenden Nachstromes, die zwei Maxima bei 
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Fig. 4. Nachstrom einer Alu- 
miniumprobe, die jeweils 10 min 
lang mit UV in Luft bestrahlt 
wurde, bei verschiedener Vor- 
behandlung der Probe. Kurve J: 
Frische Oberflache. Kurve 2: 
Oberflache oxydiert, 30 min bei 
335°C in!/,, Torr Luft. Kurve3: 
Nach weiteren 150min bei 
365° Cin?/,, Torr Luft. Kurve 4: 
Nach weiteren 10 min bei380° C 
in 1 Atm Luft. Kurve 5: Nach 
weiteren 13 min bei 330°C in 
4 Atm Luft. Ende der Bestrah- 
lung bei #0. Temperaturver- 
Jauf: von t=O bis ¢=5 min: 
20°C; ab ¢=5 min wurde die 
Temperatur stetig erhoht. 


Fig. 5. Nachstrom einer Alu- 
miniumprobe nach 10 min lan- 
ger UV-Bestrahlung in Wasser- 
stoff. Ende der Bestrahlung bei 
t=O. Temperaturverlauf: von 
t=0 bis t¢=5 min: 20°C; ab 
?= 5 min wurde die Temperatur 
stetig erhGdht. 


Fig. 6. Nachstrom einer Gold- 
probe, die jeweils 60 min lang 
mit UV in Luft bestrahlt wurde, 
bei verschiedener Vorbehand- 
lung. Kurve 7: Mit Wasserstoff 
behandelteOberflache. Kurve2: 
Oxydiert durch 15 min Lagern 
bei 450°C in 4 Atm Luft. 
Kurve 3: Nach weiteren 60 min 
bei-450°C in 1 Atm Luft. 


200 und 300°C zeigt, ist in der Kurve 1 der Fig.6 dargestellt. Wird 
das Gold nun durch Tempern bei etwa 450° C an Luft oberflachlich oxy- 
diert, so tritt mit zunehmender Oxydation mehr und mehr das 60° C- 
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Maximum in Erscheinung, wahrend die héheren Maxima an Intensitiit 
verlieren. Gleichzeitig nimmt die Austrittsarbeit in bekannter Weise! 
zu, indem sich die RICHARDSON-Emission zu héheren Temperaturen hin 
verschiebt (Kurve 2 und 3 der Fig.6). Auch hier liegt wie im Falle des 
Aluminiums die Vermutung nahe, daB die hdheren Maxima mit adsor- 
biertem Wasserstoff, der durch die Wasserstoffentladung erzeugt wurde, 
zusammenhangen. 

Ein analoges Verhalten zeigten auch Silber und Molybdan. Die 
Versuche zeigen, daB die Lage und Héhe der Maxima weniger von der 
Natur des Metalles als von dem Oxydationszustand, der durch die Vor- 
behandlung hervorgerufen wurde, und durch die Gasatmosphiire, in der 
die Bestrahlung erfolgte, abhangt. 


f) Nachstrom nach Glimmentladungen. 

Die Beschaffenheit der Metalloberflache hat auf den Nachstrom nach 
einer Glimmentladung einen ganz entsprechenden Einflu8 wie auf den 
Nachstrom nach UV-Bestrahlung. Auch hier zeigte eine frische Alu- 
miniumoberflache nur einen sehr geringen Nachstrom, wahrend eine in 
sauerstoffhaltiger Atmosphare langere Zeit bei hoher Temperatur ge- 
haltene, also oxy pan Aluminiumprobe einen héheren Nachstrom emit- 
tierte. 

Ferner wurde der Nachstozi nach einer Glimmentladung mit dem 
an derselben Oberflache unmittelbar zuvor gemessenen Nachstrom nach 
einer UV-Bestrahlung verglichen. Der Vergleich zeigte, daB die Maxima 
in beiden Fallen bei denselben Temperaturen lagen. Damit ist gezeigt, 
daB eine Erregung mittels Glimmentladung zu einem gleichartigen 
Nachstrom fiihrt wie eine Erregung mittels UV-Bestrahlung. 

Auch konnte die von PAETow? gemachte Beobachtung, daB eine 
Metallprobe nach einer Glimmentladung, in der sie als Anode geschaltet 
wurde, einen zehnmal gréBeren Nachstrom emittiert als nach einer Ent- 
ladung, in der sie als Kathode geschaltet wurde, bestatigt werden. 


5. Diskussion. 


Die MeBergebnisse zeigen, da8 Metalloberflachen nach Bestrahlung 
mit Réntgenstrahlen, ultraviolettem oder sichtbarem Licht Nachstréme 
emittieren, die denselben zeitlichen Verlauf und dieselbe Temperatur- 
abhangigkeit besitzen wie die Nachstréme von Metallen nach mecha- 
nischer Bearbeitung, einer Glimmentladung oder einem Beschu8 mit 
Elektronen und wie die Nachstréme von Nichtmetallen nach mechanischer 


1 Boer, J. H. bE: Elektronenemission und Adsorptionserscheinungen, S, 102. 


Leipzig 1937. 
2 Partow, H.: l.c. 
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Bearbeitung oder Bestrahlung. Die Beobachtung Curistopus', daB die 
Gasbeladung der Metalloberflache einen wesentlichen Einflu8 auf den 
Nachstrom ausiibt, konnte bestatigt werden. Insbesondere gibt es eine 
optimale Dicke der Oxydschicht auf dem Metall zur Erzeugung des 
Nachstroms, worauf schon TANAKA? hingewiesen hat. Wie man sieht, 
ist die Oberflaichenbeschaffenheit des Metalls von wesentlicherem Ein- 
fluB auf den Nachstrom als die Art des Metalls selbst. 

Die Ursache der Nachstréme ist bis heute noch nicht bekannt. Wir 
konnten zeigen (I), daB die Gesamtzahl der emittierten Elektronen un- 
abhangig von der Temperatur wahrend der Emission ist, also ein Zu- 
sammenhang ahnlich dem der konstanten Lichtsumme in der Phospho- 
reszenz gilt. Mit diesem Ergebnis laBt sich die Deutung des Nachstromes 
als Feldemission nur schlecht vereinbaren. AuBerdem haben wir UV- 
Bestrahlungen sowohl im Hochvakuum als auch in Luft von normalem 
Druck bei gleichzeitiger Einwirkung elektrischer Felder durchgefiihrt. 
Bei Variation der Feldstaérke zwischen +200 V/em und — 200 V/cm 
ergab sich keine Anderung des Nachstromes gegeniiber einer Bestrahlung 
ohne Feld. Damit ist gezeigt, daB nicht die von den Lichtquanten aus- 
gelésten Photoelektronen die emittierenden Zentren erzeugen, sondern 
bereits die Quanten selbst. Eine Deutung des Nachstromes als MALTER- 
Effekt ist daher nicht méglich. Als Ursache des Nachstromes nahmen 
wir daher eine gehemmte exotherme Reaktion an der Metalloberflache 
an, wobei die Reaktionszentren durch die Bearbeitung erzeugt werden. 
Die Reaktionswarme wird gelegentlich auf ein Elektron iibertragen, das 
dann die Fahigkeit besitzt, das Metall zu verlassen. Durch eine plausible 
Annahme iiber die Abhangigkeit der mittleren Lebensdauer der Zentren 
von der Aktivierungsenergie und der Temperatur konnten wir den zeit- 
lichen Verlauf sowie die Temperaturabhangigkeit der Emission richtig 
beschreiben und die Aktivierungsenergien der Zentren berechnen. 


Als elektronenliefernde Reaktion nahm KRAMER eine Phasenumwand- 
lung? des Metalls an. Da die Gasbeladung der Metalloberflaiche von 
wesentlichem EinfluB auf den Nachstrom ist, schien uns eine Chemo- 
sorption von Gasen als Reaktion wahrscheinlicher. Durch die Bearbei- 
tung oder den Beschu8 mit Ionen, Elektronen oder Quanten wird die 
Gasbeladung stellenweise zerstért. Bei ihrer Wiederherstellung werden 
Adsorptionswarmen frei, die in der GréBe der Austrittsarbeit der Elek- 


1 CHRISTOPH, W.: 

2 Tanaka, M.: lic. 

: Vel. auch E. HoupREMoNT und O. RtpIcER [Natiirwiss. 39, 399 (1952)], die 
von einem Nachweis von magnetischen Umwandlungen mit dem Spitzenzahler 
im Bereich der Glithelektronenemission berichten. Gegen eine Phasenumwandlung 
sprechen Versuche von H. Goprecut und G. Barscu [Z. Physik 132, 129 (1952)], 
die mit Photoplatten arbeiteten. 
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tronen aus dem Metall liegen. Ferner zeigt der Nachstrom denselben 
zeitlichen Verlauf wie die Chemosorption!, und die Aktivierungsenergien 
sind fiir beide Prozesse dieselben. SchlieBlich ist eine Emission von 
Elektronen bei chemischen Reaktionen schon lange bekannt2 und neuer- 
dings wieder Gegenstand von Untersuchungen . 

Ob bei der Bestrahlung mit Lichtquanten eine Desorption von Gas- 
atomen und danach eine Readsorption, verbunden mit der beobachteten 
Elektronenemission, stattfindet, konnte jedoch nicht festgestellt werden. 
Im Hinblick auf seine Versuche mit Nichtmetallen wies KRAMER auf 
die enge Analogie der Emission mit der Phosphoreszenz hin. Fest steht 
jedenfalls, da8 durch jede Behandlung der Oberflache fester Kérper, 
die Nachstréme erzeugt, in einzelnen Zentren der Oberfliche fiir eroBere 
Zeitdauern Energiebetrage von einigen eV pro Zentrum gespeichert 
werden. Diese Energien werden bei Zufuhr von Aktivierungsenergien, 
die maximal 1,5 eV betragen, freigemacht und auf Elektronen itiber- 
tragen, die’ dann die Fahigkeit besitzen, den Kérper zu verlassen. Die 
Schwierigkeit bei der Untersuchung der Natur dieser Zentren liegt darin, 
daB nur auf jedes 10°-te Oberflachenatom ein solches Zentrum kommt. 


6. Anhang. 
Austritisarbeit nach Bestrahlung. 


Die Glihelektronenemission der Fig.4, Kurve 1 folgt der RIcHARD- 
soN-Formel, wenn man fiir die Austrittsarbeit g und fiir die Konstante A 


die Werte My = 0,62 eV 


A =1:107? Amp/cm? Grad? 
einsetzt. Als emittierende Flache wurde dabei die scheinbare, geometri- 
sche Oberflache von 10 cm? eingesetzt. Eine im Vakuum mit UV be- 
strahlte frische Aluminiumflache ergab dagegen die Werte 
y = 2,83 eV 
: A = 25 Amp/cm? Grad? 

die nahe bei den Werten fiir eine reine Aluminiumoberflache im Vakuum 
liegen: 

~ =2,26eV bis 3,63 eV (entsprechend einer GrenzwellenlangeA=5460A 

bis 3400 A fiir den Photoeffekt) 4, 
A: nicht gemessen, theoretischer Wert A ~ 10? Amp/cm? Grad?. 


1 ScHEUBLE, W.: Diss. T. H. Karlsruhe 1951. 

2 Haper, F., u. G. Just: Ann. Phys. 30, 411 (1909). 
3 Paprop, H., W. RaTHJE u. J. N. STRANSKI: Z. Elektrochem. 56, 409 (1952). 
4 Gervinc, H.: Z. phys. Chem. B II, 1 (1930). 
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Eine unbestrahlte frische ‘Aluminiumflache sowie eine in Wasserstoff 
bestrahlte Flache (Fig. 5) ergaben ahnliche Werte. Eine Bestrahlung 
in Luft, die ein ahnliches Ergebnis wie eine Bestrahlung in Sauerstoff 
hatte, lieferte dagegen die niedrigen Werte fiir die Austrittsarbeit, wie 
sie oben angegeben wurden. Der zugehdérige extrem niedrige Wert von A 
zeigt, daB diese Stellen niedriger Austrittsarbeit sich auf extrem kleine 
Bereiche, ja sogar einzelne Atome beschranken miissen. 

Diese Erscheinung wurde z. B. auch an Silber beobachtet und scheint 
nicht auf bestimmte Metalle beschrankt zu sein. An Silber, das nor- 
malerweise eine Austrittsarbeit von etwa 4,4 eV hat!, wurden je nach 
Oberflachenbeschaffenheit nach UV-Bestrahlung in Luft Werte der Aus- 
trittsarbeit von z.B. 0,87, 1,59 und 2,12 eV mit zugehérigen Werten fiir 
A von 0,8- 1077, 3-10-19 und 4- 10-8 Amp/cm? Grad? gemessen. 

Eine zu diesen niedrigen Austrittsarbeiten an Metallen analoge Er- 
scheinung findet KRAMER? bei Nichtmetallen, bei denen sich die lang- 
wellige Grenze nach der Erregung bis weit in das Ultrarot hinein ver- 
schiebt. Solche Anderungen der Lichtempfindlichkeit, wie sie bei Zahl- 
rohren schon haufig? beobachtet wurden, wurde von B. Gross* auch 
bei Glas nach Gasentladungen gefunden. 

Diese Stellen niedriger Austrittsarbeit brauchen jedoch nicht direkt 
zusammenzuhangen mit den Zentren fiir die Erzeugung des Nachstromes, 
denn der Nachstrom tritt auch bei solchen Oberflachen auf, die eine 
normale Austrittsarbeit zeigen. Daher soll eine Deutung des Auftretens 
von Stellen sehr niedriger Austrittsarbeit hier nicht versucht werden. 


Herrn Prof. Dr. O. HAXEL méchte ich fiir sein lebhaftes Interesse 
am Fortgang der Arbeit und klarende Diskussionen meinen herzlichen 
Dank aussprechen. Die Messungen in Abschnitt 4a hat Herr Dr. 
M. Danos im hiesigen Institut durchgefiithrt und mir seine MeBergeb- 
nisse dankenswerterweise iiberlassen. 


Heidelberg, 11. Physikalisches Institut der Universitat. 


1 HERRING, C.: Rev. Mod. Phys. 21, 185 (1949). é 

2 KRAMER, J.: Z. Physik 133, 629 (1952). 

3 Vgl. zB. LauTerjuNG, K. H.: Naturwiss. 34, 119 (1947). — NEUERT, H.: 
Z. Naturforsch. 3a, 221 (1948). 

* Gross, B.: Vorgetragen auf der Tagung.der Deutschen Physikalischen Ge- 
sellschaften in Berlin am 3. Oktober 1952. Vel. auch ScHwarz, H.: Z. Physik 134, 
540 (1953) sowie Aron, A.: Z. Physik 134, 622 (1953). 
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Zur Deutung 
der optischen Konstanten der Alkalimetalle. 


Von 
HERWIG SCHOPPER. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 28. Februar 1953.) 


Es wird gezeigt, da8 sich die experimentellen und theoretischen Werte der optischen 

Konstanten der Alkalimetalle zur Ubereinstimmung bringen lassen. Dies wurde 

bisher nur in unvollstandiger und nicht befriedigender Weise erreicht. Die Zahl 

der freien Elektronen/cm* und die Dampfungskonstante der Elektronenbewegung 

k6nnen eindeutig und in einfacher Weise aus den experimentellen Werten bestimmt 
werden. 


Fiir das Verstandnis der Dispersion der Metalle ist das Verhalten 
der Alkalimetalle besonders interessant, da bei diesen die Eigenfrequenzen 
der gebundenen Elektronen weit im Ultravioletten hegen, so da8 man 
es nur mit freien Elektronen zu tun hat. Die vollstandigsten Messungen der 
optischen Konstanten der Alkalimetalle wurden von Ives und Brices};? 
ausgefiihrt. Diese Autoren vergleichen die experimentell gefundenen 
optischen Konstanten von Kalium! mit theoretischen Kurven, die von 
Kronic® berechnet wurden (Fig. 1, Kurve 2). Dabei wurde die experi- 
mentell ermittelte statische Leitfahigkeit a) (oy) = 1,35 - 10!” CGS-Einh. 
=1,50-10°Q+cm) und eine aus o, und der Dichte abgeleitete Kon- 
stante 6=4,11-10!2sec? benutzt. IvEs und Briccs! verbessern die 
Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theorie dadurch, daB sie 
6=2,9-10!2 sec setzen und oy unverdndert lassen (Fig. 1, Kurve 3). 
Uberlegt man sich die physikalische Bedeutung dieser Anpassung, dann 
zeigt sich, daB sie nicht sinnvoll ist: Aus der Theorie*® ergeben sich 
ndmlich folgende Zusammenhange®: 


6 Bc Wacie id ded Soe (1) 


2m 

1 Ives, H.E., u. H. B. Briacs: J. Opt. Soc. Amer. 26, 238 (1936). 

2 Ives, H. E., u. H. B. Briees: J. Opt. Soc. Amer. 27, 181, 395 (1937). 

3 Kronic, R. DEL.: Nature, Lond. 133, 211 (1934). 

4 FROHLICH, H.: Elektronentheorie der Metalle. Berlin 1936.— Kronia, R.DEL.: 
Proc. Roy. Soc. Lond. 124, 409 (1929); 133, 255 (1931). 

5 Kronic, R. DEL.: Proc. Roy. Soc. Lond. 133, 264 (1931). 

6 g,6 hangt micht von g ab, da d~g und o,~ 1/g ist. 
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(N,; = Zahl der freien Elektronen/cm’; e = Elementarladung; m = 
Elektronenmasse; g = Dampfungskonstante! der Elektronenbewegung). 
Eine Verkleinerung von 6 bedeutet daher eine verminderte Dampfung 
der Elektronenbewegung und gleichzeitig eine dazu proportionale Ver- 
minderung der Elektronenzahl (a, wird konstant gehalten!). Fir diese 
Proportionalitat liegen jedoch keine Griinde vor. Uberdies kann bei 
diesem Vorgehen von Ives und Briccs nicht erklart werden, warum 
der experimentell gefundene Brechungsindex fiir 4 >400 my etwa um 
den Faktor 10 gréBer ist als der berechnete. 

Physikalisch sinnvoller ist es daher, betde Konstanten 0,6 und to) 
unabhingig voneinander so zu wahlen, daB die bestmégliche Uberein- 
stimmung zwischen Experiment und Theorie erzielt wird. 


Zu diesem Zweck kénnen die Naherungsgleichungen 
n® — k® — 1 = — 20, 6/é9?", (2) 
2nk = (20 6/é v”) + O/v (3) 


benutzt werden. Man erhalt sie aus den strengen Gleichungen?, indem 
man auf deren rechten Seiten im Nenner »? + 62 ersetzt durch y?. Dies 
ist fiir optische Frequenzen erlaubt, da dann »? > 6? gilt (6? = 9- 10®sec ?, 
y? ~~ 25-10*8 sec? fiir sichtbares Licht). 


Der Schnittpunkt der n- und k-Kurve liegt bei der Frequenz 


Y, = |/20p d/ £9. (4) - 


Zufolge (1) hangt er nur von N,, nicht dagegen von g ab. Daher kann 
man umgekehrt aus der Schnittpunktfrequenz mit Hilfe von (4) und (4) 
ohne weiteres die Zahl der freien Elektronen/cm? gewinnen. 


AuBer Nr kann aber auch die Démpfungskonstante g bestimmt 
werden. Dazu betrachten wir zunachst den Frequenzbereich »< »,. 
(Wellenlange gréBer als A,.) Aus (2) und (3) folgt dann (vgl. Fig. 4) 
n2*<k? und aus (2) wird 


kh? + 1 we 20, d/egr?. (5) 
Der ansteigende Ast der k-Kurve wird also durch N; allein festgelegt, 
d.h. g kann daraus nicht gewonnen werden. 


Der Brechungsindex dagegen hangt zufolge (3) von N, und auch 
von 6 ab. Daher kann aus den experimentell gefundenen Werten von 1 
(bei bekanntem k) die Dampfungskonstante aus (3) unter Zuhilfenahme 


1 ¢ hat die Dimension Kraft/Geschwindigkeit. 
® Kronic, R.DEL.: Proc. Roy. Soc. Lond. 133, 264 (1931). 
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von (5) bestimmt werden. » ist praktisch konstant und kann daher ex- 
perimentell verhaltnismaBig sicher ermittelt werden}. 

Analoge Betrachtungen gelten fiir den Frequenzbereich » >»,, in 
dem k? <n? gilt. Die Rollen von » und & sind dann vertauscht. iy ee 
nur von N;, k von N; und g ab. Da die Messungen bei kurzen Wellen- 
_ langen jedoch schwieriger auszufiihren sind, ist fiir die Auswertung der 
Bereich »< », besser geeignet. 


400 S00- mL 600 
5 wellentinge —- 

yptischen Konstanten von Kalium. Kurve 1: E imentelle Werte nach Ives und Briccs, 
Hig. t. Die 9 — nach Gl. (2) und (3) mit den ea _Kurve 2: 20,6/e = 110-107 sec? _ 
6 = 4,11-10"sec™* (Kronic). Kurve 3: 20,6/e, = 77: 10° sec~*, 6 = 2,9-10!sec"! (Ives und Brices) 
 Kurv od: ARSE, 10** sec*, 6 = 35-10"sec™. Kurved: Berechnet nach Gl. (7) und (8) mit 
= 20,5/e = 115° 10% sec-#, (6 = 165- +10" sect (Wechselwirkung berlicksichtigt). le 

a nt SC tizin 1bo ties Qeloid neais webapsicisiny winov 


Bei der hie angegsbenen Art die Konstanten zu bestimmen, uae 


diese auf direktem wmsta hes Suchen der geeignetsten 
ie Warten mae ais “eetldoests Motes HOOT 
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iibereinstimmt. Insbesondere stimmen jetzt auch die »-Werte fir 
4 >400 my und die k-Werte fiir A< 300 my, tiberein, im Gegensatz zur 
Anpassung, die von Ives und Briccs! vorgenommen wurde, bei der die 
berechneten 1-Werte etwa um einen Faktor 10 zu klein sind (vgl. Fig. 1, 
Kurve 3). 

In analoger Weise wurden die experimentellen Werte der optischen 
Konstanten? fiir die iibrigen Alkalimetalle ausgewertet. Das Ergebnis 
ist in der Tabelle 1 zusammengefaBt. In der vorletzten Spalte ist die 
Zahl der freien Elektronen pro Atom angegeben. Daf dieses Verhaltnis 
kleiner als 1 ist, kann quantentheoretisch verstanden werden®. 


In der letzten Spalte ist das Verhaltnis der optisch bestimmten 
Dampfungskonstante 6,,, zu derjenigen, die aus der statischen Leit- 
fahigkeit berechnet werden kann 64.4, angegeben. Auf eine ausfiihrliche 
Diskussion tiber das Zustandekommen dieser groBen Werte von dop¢/Ostat 
soll hier verzichtet werden. Die dazu von Kronic‘ und Se1Tz*® gemachten 
Deutungsvorschlage sind nicht vollstandig befriedigend, da sie zum Teil 
im Widerspruch mit anderen Beobachtungstatsachen stehen. Bemerkens- 
wert erscheint es, daB das Verhaltnis 6,):/dstae etwa mit der Ordnungs- 
zahl Z der Metalle zunimmt. 


Tabelle 1. 


| dopt/Sstat 


26, 6/& } NF/Natom 


184 + 1088 sec? | 2,26- 1072 cm? | 32- 10!2 secu 0,9 6 


Na 

K 77+ 10% | 0,95 + 10% 35+ 1012 0,72 | 9 
Rb 56+ 1078 | 0,69 + 1022 | 85+ 40! i 6,65 “> 46 
Cs 46 + 1028 | 0,57 + 1022 | 150+ 102 kod), On6 62h! ALIA 


Zum SchluB soll noch untersucht werden, ob die Wechselwirkung der 
Elektronen untereinander einen Einflu8 ausiibt oder nicht. Die Gln. (2) 
und (3) sind unter der Voraussetzung abgeleitet, daB auf der linken Seite 
der Dispersionsgleichung ¢—1 steht, d.h. die Wechselwirkung der Elek- 
tronen wird vernachlassigt. Es scheint bisher nicht méglich zu sein, 
durch theoretische Uberlegungen endgiiltig zu entscheiden, ob dies er- 
laubt ist oder nicht®. Bei Beriicksichtigung der Wechselwirkung miiBte 
é—41 durch (e—1)/(e+2) ersetzt werden. An Stelle von (2) und (3) 


1 Ives, H.E., u. H.B. Briccs: J. Opt. Soc. Amer. 26, 238 (1936). 

> Ives, H.E., u. H. B, Brices: J. Opt. Soc. Amer. 27, 184, 395 (1937). 
FrOu ic, H.: Elektronentheorie der Metalle. Berlin 1936.— Krontc, R.DEL.: 
Proc. Roy. Soc. Lond. 124, 409 (1929); 133, 255 (1931). 

Kronic, R. DEL.: Proc. Roy. Soc. Lond. 133, 264 (1931). 

Sr1tz, F.: The modern theory of solids, S. 652. London 1940. 

Darwin, D.: Nature, Lond. 133, 62 (1934). — Mort, N. F., u. C. ZENER: 
Proc. Cambridge Phil. Soc. 30, 249 (1934). 
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erhalt man dann 
sli ratte tae ai a 
2nk= Lb aadaF : (8) 
s Fur die Schnittpunktfrequenz gilt dann nicht mehr die Gl. (4) sondern: 
. v? = 2+ 204 dé: (9) 
: 


Der Vergleich zwischen Experiment und Theorie wird auch in diesem 
Falle so durchgefiihrt, daB zunachst mit Hilfe von (9) 20,6 und damit 
aus (8) 6 bestimmt wird. Fiir Kalium erhalt man die Werte 20)6/e = 
115 - 108 sec? und 6=165- 10! sec. Damit ergibt sich die Kurve 5 
der Fig. 1, die mit den experimentellen Werten nicht vertraglich ist. 


Man gelangt daher zu der Folgerung, daB die sitiaralnaae a der 
Elektronen zu vernachlissigen ist. 


- Herrn Professor FLEISCHMANN bin ich fiir anregende Diskussionen 
und Hinweise zu Bees Dank verpflichtet. 
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Die Winkelverteilung und Ausbeute 
von Kernphotoprotonen zwischen 20 und 60 MeV 
aus Be, C, Cu und Pb bei 150 MeV y-Strahlenergie*. 
Von 
H. HENDEL. 


Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 2. Marz 1953.) 


In der vorliegenden Arbeit wurde der Kernphotoeffekt an Be, C, Cu und Pb bei 
150 MeV Maximalenergie des y-Strahles untersucht. Zusammenfassend ergeben 
sich folgende Resultate: 

1. Die Winkelverteilungskurven der Photoprotonen zwischen 20 und 60 MeV steigen 
vom MeBwert fiir 125° kontinuierlich an und erreichen bei etwa 45° einen maximalen 
Wert, um dann fiir kleine Winkel zwischen y-Strahl und Protonenaustrittsrichtung 
wieder langsamer abzufallen. 

2. Der Anstieg der Winkelverteilungskurven vom Wert fiir 90° zam Maximalwert 
ist fiir 50 MeV-Protonen etwa 1,5mal so groB wie fiir 30 MeV-Protonen. Ebenso 
ist der Abfall vom MeBwert fiir 90° zu dem fiir 125° etwa 2mal so stark fiir die 
schnellen Protonen, welche also bevorzugt in y-Strahlrichtung emittiert werden. 
3. Das Maximum der Winkelverteilungskurve verschiebt sich mit wachsender 
Protonenenergie in Richtung kleinerer Austrittswinkel. 

4. Wahrend die Winkelverteilung der Photoprotonen fiir Be, C und Cu sehr ahnlich 
ist, wurde fiir das schwere Pb eine isotropere Winkelverteilung gefunden. 


5. Der Wirkungsquerschnitt fiir 30- und 50 MeV-Protonen ist proportional zu Z. 


I. Einftthrung. 

Kernphotoreaktionen sind seit 1934 bekannt. In diesem Jahre ent- 
deckten SzILARD und CHALMERS? die Kernumwandlung Be (y, n) Be’. 
CHADWICK und GOLDHABER? untersuchten diese Reaktion sorgfaltiger 
und fanden weiter die Deuteronen-Photoreaktion H? (y,n) H!. Beide 
Umwandlungen wurden hervorgerufen von den 2,62 MeV-y-Strahlen des 
ThC’. Die 17,6 MeV-y-Strahlung der Reaktion Li? (p, y) Be’ ermég- 
lichte die Untersuchung der Kernphotoreaktionen an den iibrigen Ele- 
menten, welche eine gréBere Energiezufuhr bendtigen. Es zeigte sich, 
daB auBer Neutronen auch Protonen, Deuteronen und «-Teilchen in 
Kernphotoreaktionen frei werden. Die Winkelverteilung dieser sekun- 
daren Reaktionsprodukte steht bei geringen y-Strahlenergien (bis etwa 
20 MeV) in Ubereinstimmung mit der aus dem Zwischenkernmodell 
berechneten isotropen Winkelverteilung. (Der Zwischenkern unter- 


* Auszug aus der Miinchener Dissertation des Verfassers. 
1 Szicarp, L., u. T. A. CHatmers: Nature, Lond. 134, 494 (1934). 
* CHADWICK, J., u. M. GOLDHABER: Proc. Roy. Soc. Lond. 151, 479 (1935). 
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scheidet sich in diesem Falle nur durch den Anregungszustand vom ur- 
spriinglichen Kern.) Ebenso deutet die Energieverteilung der ausge- 
sandten Neutronen und Protonen auf die Bildung eines Zwischenkernes 
hin. Das Verhaltnis von Neutronen- zu Protonenausbeute stimmt fiir 
Cu bei 24 MeV-Bremsstrahlung nach den Messungen von BYERLY und 
STEPHENS iiberein mit den Ergebnissen einer Berechnung von WEISS- 
KOPF und EWING ?, welche auf dem Zwischenkernmodell beruht. H1rzEL 
und WAFFLER® fanden fiir das Verhaltnis von Protonen- zu Neutronen- 
ausbeute fiir 17,6 MeV-y-Strahlung ein Ergebnis, das nicht mit der 
Bildung eines Zwischenkernes zu vereinbaren ist. 

In den letzten zwei Jahren wurde schlieBlich die Winkel- und Energie- 
verteilung schneller Photoprotonen aus Reaktionen im Bremsstrahlungs- 
spektrum von iiber 100 MeV Maximalenergie gemessen. Winkel- und 
Energieverteilung dieser Protonen stehen im Gegensatz zu den Voraus- 
sagen auf Grund eines Zwischenkernmodells, da eine anisotrope Winkel- 
verteilung gefunden wurde und Protonen mit Energien, die etwa gleich 
der halben y-Strahlmaximalenergie sind, relativ haufig vorkommen. 
Experimente dieser Art sind insbesondere von LEVINTHAL und SILVER- 
MAN+*, WALKER®, KIKUCHI® und KECK? ausgefiihrt worden. LEVINTHAL 
und SILVERMAN untersuchten mit Proportionalzahlrohren die Winkel- 
verteilung der Protonen. Sie fanden fiir 10 MeV-Protonen isotrope Ver- 
teilung, fiir 40 MeV-Protonen Zunahme des differentiellen Wirkungs- 
querschnittes in y-Strahlrichtung. Die Messungen der beiden Autoren 
reichen nur bis zu Winkeln von 45° (zwischen y-Strahl- und Protonen- 
austrittsrichtung). Der Wirkungsquerschnitt fiir 90° zum y-Strahl 
ergibt sich proportional zu Z. WALKER beobachtete (y, p)-Reaktionen 
an C bei 195 MeV y-Strahlmaximalenergie. Nach seinen Messungen 
nimmt die Ausbeute an Protonen mit abnehmendem Winkel zwischen 
y-Strahl und Protonen-Emissionsrichtung zu. KIKUCHI arbeitete mit 
y-Strahlenergien zwischen 150 und 300 MeV, d.h., er beschaftigte sich 
hauptsdchlich mit den Vorgingen oberhalb des Schwellenwertes fiir die 
Mesonenerzeugung. Seine Winkelverteilungskurve zeigt ein Maximum 
bei ungefahr 45° und fallt fiir kleine Winkel zwischen y-Strahl- und Pro- 
tonenaustrittsrichtung wieder ab, wahrend WALKER kein Maximum fand. 
Die Atome, an welchen die Photoreaktion hervorgerufen wird, sind bei 
den Untersuchungen Krxucuis die Atome der photographischen Emul- 
sion. Daher sind diese Messungen mehr qualitativer als quantitativer 


1 ByeERty, P.R., u. W.E. STEPHENS: Phys. Rev. 81, 473 (1951). 
2 WEISSKOPF, V., u. D. H. Ew1ne: Phys. Rev. 57, 472 (1940). 
3 Hrrze, O., u. H. WArFLER: Helv. phys. Acta 20, 373 (1947). 
4 LEVINTHAL, C., u. A. SILVERMAN: Phys. Rev. 82, 822 (1951). 
5 WALKER, D.: Phys. Rev. 81, 634 (1951); 84, 149 (1951). 
6 Kixucui, S.: Phys. Rev. 86, 41 (1952). 
?7 Keck, J.C.: Phys. Rev. 85, 410 (1952). 
12" 
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Art, da erst die Kenntnis der relativen Wirkungsquerschnitte und der 
relativen Winkelverteilung fiir alle in der photographischen Schicht 
vorkommenden Atome die Zuordnung dieser MeBwerte zu einer be- 
stimmten Atomart erméglichen wiirde. KrEck untersuchte mit Szin- 
tillationszahlern (y, p)-Reaktionen im Protonenenergiebereich von 100 bis 
200 MeV. Er fand fiir 100 MeV-Protonen ein Maximum der Winkel- 
verteilungskurve bei etwa 45°. Der Wirkungsquerschnitt fiir 130 MeV- 
Protonen ist, nach KEcKs Messungen, proportional zu Z. Eine ausfiihr- 
liche Literaturiibersicht der Photoreaktionen an schweren Elementen 
befindet sich in der zusammenfassenden Arbeit von EyGEs}. 

Die geringe Anzahl experimenteller Arbeiten tiber den Kernphoto- 
effekt lieBen es wiinschenswert erscheinen, Kernphotoeffekte bei mitt- 
leren Energien, also unterhalb des Mesonenschwellenwertes, an leichten, 
mittleren und schweren Elementen zu untersuchen. Insbesondere sollte 
der Verlauf der Winkelverteilungskurve der sekundaren Reaktions- 
produkte gemessen werden, um die Frage nach dem Auftreten eines 
Maximums (bei etwa 45°) beantworten zu kdnnen. 


II. Versuchsanordnung. 


Zur Untersuchung des Kernphotoeffektes, d.h. der Winkel- und 
Energieverteilung derjenigen Teilchen, die von den Atomkernen eines 
mit y-Strahlung beschossenen Elementes ausgesandt werden, sind 
mehrere Versuchsanordnungen méglich. Die einfachste Anordnung ruft 
die Kernphotoreaktion an solchen Atomen hervor, die normalerweise 
schon im Nachweisgerat vorhanden sind, z.B. an den C-Atomen in der 
Gelatine der photographischen Emulsion oder den H?- oder N-Atomen 
in der Fiillung einer Witson-Kammer. Kernemulsion oder WiLson- 
Kammer werden der y-Strahlung ausgesetzt; die Reaktion findet in der 
Schicht oder der Kammerfiillung statt, und wird hier auch. registriert. 
Eine zweite Methode ist die, eine Platte des zu untersuchenden Ele- 
mentes in den y-Strahl zu bringen und die aus dieser diinnen Platte 
austretenden sekundaren Partikel in Nachweisgeraiten aufzufangen, 
welche im Halbkreis unter verschiedenen Winkeln um diese Platte, dem 
sog. ,, target‘ (dem Ziel des y-Strahls), angeordnet werden. Als Nach- 
weisgerate dienen entweder die verschiedenen elektrischen Proportional- 
zahler oder die photographische Emulsion. Die bei der ersten Methode 
auftretenden Schwierigkeiten bei der Bestimmung des Austrittswinkels 
der Partikel, d.h. des Winkels zwischen der Flugrichtung des neuent- 
standenen Reaktionsproduktes und dem primaren y-Strahl, sind bei - 
auBerhalb des Targets angeordnetem Nachweisgerat nicht vorhanden, 
da auf Kosten der Ausbeute und unter Verlust der energiearmen Teilchen 


1 Eyces, L.! Phys. Rev. 86, 325 (1952). 
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eine fast beliebig genaue Festlegung der Winkel moglich ist. Im Gegen- 
satz hierzu gibt jedoch die erste Anordnung auch Partikel geringer 
Energie wieder, welche bei auBerhalb des Targets aufgestellten Nach- 
weisinstrumenten in dem Absorber zwischen Target und Nachweisgerat 
durch Absorption der Messung entzogen werden kiénnen. Der Vollstin- 
digkeit halber sei eine weitere, dritte Methode erwahnt. Setzt man ein 
vollig reines Element, besser noch ein Isotop, langere Zeit einem starken 
y-Strahl aus, so lassen sich durch analytische Verfahren die Mengen 
der in dem anfanglich reinen Element durch Kernphotoeffekt entstan- 
dene Elemente bestimmen. 

In der vorliegenden Arbeit wurde eine etwa 1 mm starke Platte des 
zu untersuchenden Elementes dem y-Strahl des Elektronensynchrotrons 
des Massachusetts Institute of Technology ausgesetzt. In diesem diinnen 
Target finden Kernreaktionen A{(y,n) B%~1, A%(y, p) B27] usw. statt, 
deren sekundare Reaktionsprodukte in Kodak-N.T-B.- Kernplatten 
(200 u) aufgefangen wurden, welche in einem Kreis mit dem Target als 
Mittelpunkt aufgestellt waren. Aus Korndichte und Reichweite der so 
erhaltenen Partikelspuren wurden Art! und Energie? der sekundaren 
Teilchen bestimmt. Die Gesamtenergie der Teilchen, die als Protonen 
identifiziert wurden, ergab sich durch Addition der Energieverluste im 
Target, im Luftzwischenraum zwischen Target und Kernplatte und in 
der Lichtschutzschicht der Photoplatte zu der der gefundenen Spurlange 
des Protons entsprechenden Energie. Die Winkelverteilung der in den 
Kernphotoreaktionen entstandenen Protonen erhalt man aus der Anzahl 
der Spuren in den unter verschiedenen Winkeln aufgestellten Photo- 
emulsionen. Zu diesem Zweck wurden fiir jedes Element insgesamt etwa 
200 Spuren ausgemessen. Zur Untersuchung der Energieabhangigkeit 
der Winkelverteilung wurden die Protonen in zwei Energiebereiche von 
20 bis 40 MeV und von 40 bis 60 MeV eingeteilt. Im folgenden wurden 
Protonen des ersteren Bereiches kurz als 30 MeV-Protonen, die des 
zweiten als 50 MeV-Protonen bezeichnet, da vorausgesetzt werden kann, 
daB innerhalb dieser Energiebereiche keine sprunghafte Anderung der 
Winkelverteilung stattfindet. 

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes benétigt man eine MaB- — 
zahl fiir die auf das Target auffallende Strahlungsintensitat. Zur Angabe 
der Intensitat des Synchrotron-Bremsspektrums wird eine ,, Aquivalente 
Quantenzahl‘‘ 0 definiert als 


Totaler Energieflu8 im y-Strahl 
Gee Maximale Energie der Elektronen im Synchrotron ¢ 


1 Lattes, C.M.G., G.P.S. Occutatini u. C.F. PowELi: Nature, Lond. 160 


486 (1947). 
aT Larces, C. MiG. GaP. 5. Geena u. C. F. PowEty: Proc. Phys. Soc. 


“Lond. 61, 173 (1948). 
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Der Energieflu8 im y-Strahl wurde mit einer Victoreen-Fingerhutkammer 
gemessen. Der differentielle Wirkungsquerschnitt dq/dQ in Abhangigkeit 
von dn/dQ, der Zahl der pro Raumwinkeleinheit austretenden sekundaren 
Protonen, ergibt sich damit zu 


A 


Es bedeuten A das Atomgewicht, x die Targetstarke, N, die LoscHMIDT- 
sche Zahl und d die Dichte des Targets. 


III. Ergebnisse und ihre Deutung. 


1. Die Form der Winkelvertetlungskurve. 


Alle Winkelverteilungskurven der Photoprotonen steigen vom Meb- 
wert fiir 125° kontinuierlich an, durchlaufen einen Wendepunkt und er- 
reichen bei 40 bis 45° den maximalen Wert, um dann wieder etwas lang- 
samer abzufallen (vgl. Fig. 1, 4 und 5). 

Diese Form der Winkelverteilungskurve erlaubt es nun, Schliisse zu 
ziehen auf den Mechanismus der Aufnahme eines energiereichen Photons 
in den Kern mit darauffolgender Emission eines schnellen Protons. 
Zwei Wege zur Erklarung dieser Reaktion sind naheliegend: 1. Aufnahme 
des Photons in den Kern, Verteilung der Energie des Photons auf alle 
Nukleonen im Kern unter Bildung eines angeregten Zwischenkernes yon 
kurzer Lebensdauer und anschlieBende Abgabe eines Protons, falls sich 
zufallig eine geniigend groBe Energie auf einem Proton angesammelt 
haben sollte. 2. Direkte Wechselwirkung des Photons mit einem Proton 
des Kerns. 

Da das erstgenannte Zwischenkernmodell eine isotrope Winkelvertei- 
lung ergeben wiirde (gleiche Wahrscheinlichkeit fiir jedes Nukleon, einen 
Energietiberschu8 zu erlangen), kommt es fiir die Erklarung der hier 
vorliegenden Winkelverteilung nicht in Frage. Mit Annahme einer di- 
rekten Wechselwirkung fiihrte LEvINGER! Rechnungen durch fiir ein 
Modell, das in der Mitte hegt zwischen dem Zwischenkernmodell und 
einem Modell, in dem die Nukleonen des Kerns keine Wirkung aufein- 
ander austiben. Dieses sog. Deuteronenmodell besteht aus je einem, 
' nahe beieinanderliegenden Neutron und Proton, wahrend alle anderen 
Nukleonen des Kerns sich paarweise in groBem Abstand befinden. Die 
hier vorliegenden Messungen zeigen nun keine sehr gute Ubereinstim- 
mung mit LEvINGERs Theorie. Die Lage des Maximums ergibt sich 
experimentell bei kleineren Winkeln, als aus dieser Theorie hervorgeht. 
Der Anstieg der Kurve vor dem Maximum ist geringer als nach LEvIN- 
GERs Rechnungen, die einen etwa symmetrischen Verlauf der Winkel- 
verteilungskurve in bezug auf das Maximum ergeben. Da WALKER nur 


1 LEVINGER, J.S.: Phys. Rev. 84, 43 (1951). 
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sehr wenig MeBpunkte angibt und LevinTHAL und SILVERMAN bei 45° 
aufhérten zu messen, kann dieses Ergebnis nur mit der Winkelverteilung 
von KIKUCHI verglichen werden. Die Lage des Maximums in KIKUCHIs 
Kurve stimmt mit der hier gefundenen iiberein. 


2. Abhdngigkeit der Winkelverteilung von der Protonenenergte. 


Bei der Betrachtung der Winkelverteilungskurve entsteht die Frage, 
ob sich ein Zusammenhang zwischen der Steigung dieser Kurve und der 
Protonenenergie aufzeigen laBt. Berechnet man fiir die vier untersuchten 
Elemente das Verhaltnis des Wirkungsquerschnittes fiir den Maximal- 
wert bei etwa 45° zu dem Wert bei 90°, und ebenso das Verhialtnis 
Maximalwert zu dem Wert bei 125°, so ergibt sich folgendes: 


q max) Foe 


Der Anstieg vom Wirkungsquerschnitt fiir 90° zum Maximalwert ist also 
fiir die schnellen Protonen etwa 1,5mal so groB wie fiir die langsamen. 
Ebenso ist der Abfall vom MeBwert fiir 90° zu dem fiir 125° etwa 2mal 
so stark fiir die schnellen Protonen. Diese Zusammenhdange sind in der 
Fig. 1 graphisch dargestellt. 


3. Abhingigkeit der Winkelvertetlung von Z. 


Die folgende Fig.1 zeigt die Winkelverteilungskurven (normiert auf 
1 fiir 90°) fiir die beiden Energiegruppen der vier untersuchten Elemente. 
Nach dieser Darstellung ist sowohl fiir die schnellen als auch die lang- 
samen Protonen die Winkelverteilung des Elementes Pb isotroper als die 
von Be, C und Cu. Die Erklarung dieses Effektes diirfte folgende sein: 
In einem sehr groBen Atom wird es haufig vorkommen, da8B ein durch 
ein Photon innerhalb des Atomkerns angestoBenes, schnelles Proton in 
diesem Kern an anderen Nukleonen gestreut wird, und daher den Kern 
nicht in seiner urspriinglichen Richtung verlaBt. Die Wirkung dieser 
Streuung ist eine mehr isotrope Verteilung der austretenden Protonen. 


4. Abhingigheit des Wirkungsquerschnittes von Z. 


Die gemessenen Wirkungsquerschnitte fiir 90° sind in folgender Fig. 2 
aufgetragen gegen die Kernladung Z. Wie zu erwarten, ergibt sich an- 
nahernd Proportionalitat zwischen qg- und Z, d.h., der Wirkungs- 

-querschnitt fiir die Emission schneller Protonen steigt. mit wachsender 
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Anzahl der Protonen im Kern. Die Steigung der Geraden ist bei logarith- 
mischer Darstellung 0,98 fiir 30 MeV-Protonen und 0,90 fir 50 MeV- 
Protonen. LEVINTHAL und SILVERMAN fanden fiir die gleiche Kurve eine 
Steigung von 0,91 fiir 40 MeV-Protonen. Die hier gefundenen absoluten 
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Wig 60° 700° =7140°20° = 60°. — 700° — 740° 


Winkel y-Strahl-Photoplatte 


Fig. 1. Abhangigkeit der Winkelverteilung der 
Photoprotonen von Z. 
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709 = y 
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Fig. 2, Abhangigkeit des Wirkungsquerschnittes 
bei 90° von Z. 


Wirkungsquerschnittswerte mussen 
mit 1,35 multipliziert werden, um den 
Werten LEVINTHALs und SILVERMANs 
zu entsprechen. 


5. Vergleich der gemessenen Winkel- 
vertetlungskurven mit denen anderer 
Autoren. 


Eine Betrachtung der hier gefun- 
denen Winkelverteilungskurven legt 
die Frage nach der Form dieser 


| 


nach Keck 


; eigene Messung 


nach Halpern u.Co. 
25 + 


relativer Wirkungsquerschiiit 


45 
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Winkel p-Strahl-Protonenaustrittsrichtung 


Fig. 3. Vergleich der gemessenen Winkelverteilungs- 
kurven mit denen anderer Autoren. 


Kurven bei anderen Energien der Protonen nahe. In der Fig.3 sind des- 


halb die Winkelverteilungskurven 


fiir Photoprotonen von 175, 130 und 


100 MeV nach Keck und die Kurven fiir Protonen von etwa 7 MeV nach 
den Messungen von HALPERN, MANN und RoTHMAN! mit den eigenen 
Kurven fiir 30 und 50 MeV verglichen. Zu diesem Zweck sind alle 


1 HALPERN, I., A, K. Mann u. M. Rotman: Phys. Rev. 87, 164 (1952): 
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Messungen auf 67,5° normalisiert. Wie die Figur zeigt, wandert das 
Maximum mit steigenden Protonenenergien in Richtung kleinerer Winkel. 

In den folgenden Fig. 4 und 5 wird die Frage nach dem Verlauf der 
Winkelverteilungskurve fiir eine bestimmte Protonenenergie noch einmal 
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Fig. 4. Winkelverteilungskurve fiir 30 MeV-Protonen aus Be, C und Cu. 
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Fig. 5. Winkelverteilungskurve fiir 50 MeV-Protonen aus Be, C und Cu. 


aufgegriffen. Die Darstellungen zeigen die Zahl der Protonen, die unter 
einem bestimmten Winkel (g) austreten, normiert auf die Protonenzahl 
fiir den Winkel von 30° zwischen y-Strahl und Protonenaustrittsrichtung. 
Diese Normierung wurde gewahlt, um den Verlauf der Kurve bei Winkeln 
kleiner als 45° deutlich hervortreten zu lassen, da, wie schon erwahnt 
wurde, die Messungen von LrvINTHAL und SILVERMAN fiir 40 MeV- 
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Protonen nur Winkel gréBer als 45° umfassen, und WALKER fiir 70 MeV- 
Protonen zu wenig MeBpunkte aufnahm, so daB in diesem Energie- 
bereich die Form der Winkelverteilungskurve fiir Winkel die kleiner 
als 45° sind, noch nicht feststeht. Wie die Figuren zeigen, verschiebt sich 
das Maximum der Winkelverteilungskurve mit wachsender Protonen- 
energie in Richtung kleinerer Austrittswinkel. 


Der experimentelle Teil dieser Arbeit wurde im Sommer des Jahres 

1951 wahrend eines halbjahrigen Studienaufenthaltes im Rahmen des 
Foreign Student Summer Project‘ im Synchrotronlabor des Massa- 
chusetts Institute of Technology ausgefiihrt. Den Kommitteemitgliedern 
des ,,F.S.S.P.“‘, sowie allen Angehérigen der Synchrotronarbeitsgruppe 
spreche ich fiir ihre freundliche Hilfsbereitschaft meinen herzlichsten 
Dank aus, insbesondere Herrn Professor Dr. B. T. FeELp fiir die An- 
regung zu dieser Arbeit. 
_ Die Auswertung der Kernphotoplatien erfolgte im Physikalischen 
Institut der Technischen Hochschule Miinchen. Mein besonderer Dank 
gilt Herrn Professor Dr. G. Joos, der mir die Institutsmittel zur Aus- 
wertung zur Verfiigung stellte und mich dabei und bei der theoretischen 
Deutung laufend beriet. 


Miinchen, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 
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Der Anteil der Wirmestrahlung 
bei Wirmeleitungsvorgiingen. 
Von 
L. GENZEL. 

Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 4. Marz 1953.) 


Es werden die physikalisch-mathematischen Beziehungen fiir den Energiestrom 

und den Temperaturverlauf bei solchen eindimensionalen Warmeleitungsvorgangen 

berechnet, bei denen die Strahlung des Materials selbst sowie die Einstrahlung 

von Begrenzungsflachen bedeutsam gegeniiber der ,,echten Warmeleitung in 
Erscheinung tritt. 


A. Evnleitung. 


Die klassische Theorie der Warmeleitung beschreibt einen an sich 
sehr komplizierten physikalischen Vorgang auf Grund der Erfahrung 
durch eine relativ einfache Differentialgleichung, welche im eindimen- 
sionalen, zeitlich stationdaren Fall die Form 

O,=—x, ict (1) 
hat. Der Proportionalitatsfaktor x, ist eine Materialkonstante und 
heiBt Warmeleitungskoeffizient. Er wird -gewohnlich als temperatur- 
unabhangig angenommen, was innerhalb gewisser Temperaturbereiche 
auch zutrifft. Die Erfahrung zeigt jedoch andererseits, daB x,, tiber 
groBere Temperaturbereiche gesehen, mehr oder weniger von der Tem- 
peratur abhangt. So ergab sich z.B. bei kristallinen Nichtleitern, daB 
%, von sehr tiefen Temperaturen bis etwa 100°C nahezu umgekehrt 
proportional zur absoluten Temperatur T ist!, was zumindest im Prinzip 
auch theoretisch gedeutet werden konnte?. Auf der anderen Seite liegen 
iiber die Temperaturabhangigkeit von x, bei héheren Temperaturen 
bisher nur wenig zuverlassige Messungen vor, welche auBerdem noch 
vermuten lassen, daB dort andere Effekte hinzutreten, welche direkt 
nichts mit der ,,echten Warmeleitung“ zu tun haben. Messungen der 
Temperaturabhangigkeit von x, an Gldsern*4 ergaben ziemlich ein- 
deutig ein sehr starkes Ansteigen der Warmeleitfahigkeit nach héheren 
Temperaturen zu (etwa ab 500° C). 


1 Eucken, A.: Ann. Phys. 34, 185 (1911). — Phys. Z. 12, 1005 (1941). 

2 DEBYE, P.: Vortriage iiber die kinetische Theorie der Materie. Leipzig 1914, 
S43 te: 

3 McCauty, G. V.: J. Amer. Ceram. Soc. 8, 493 (1925). 

4 Zpe, A. F. van, u. C.L. Bascocx: J. Amer. Ceram. Soc. 34, 244 (1951). 
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Dieser Anstieg wurde auch wohl sehr richtig auf den Einflu8 der 
Warmestrahlung zuriickgefiihrt, und zwar nicht nur auf die Strahlung 
der jeweils experimentell benutzten Begrenzungsflachen, sondern auch 
auf die Eigenstrahlung des zu untersuchenden Mediums selbst. Gerade 
der StrahlungseinfluB der Begrenzungsflachen einer diesbeztiglichen 
Versuchsanordnung diirfte einer der unklarsten Punkte sein, welchen 
man ohne eine theoretische Einsicht in die Verhaltnisse der Uberlagerung 
von ,,echter Warmeleitung‘‘ und Strahlung kaum iiberblicken kann. Vor 
einiger Zeit wurde im Hinblick auf die Vorgange, welche sich bei der 
Technik des Glasschmelzens abspielen, eine Theorie dieser Uberlagerung 
von KELLET! ausgearbeitet, welche trotz relativ groBer Vereinfachungen 
sicher schon viele charakteristische Erscheinungen zu erklaren vermag. 

Es scheint uns aber gerade eines der typischen Merkmale der dabei 
auftretenden Strahlungsvorgange zu sein, daB sie selbst bei Annahme 
eines eindimensionalen Temperaturgefalles einen dreidimensionalen dif- 
fusen Charakter haben, so etwa wie man schon vor Jahren in der Astro- 
physik die Strahlungsvorgaénge in den auBeren Schichten der Stern- 
atmospharen beschrieben hat?:*, oder wie es schon sehr friih von KOE- 
NIGSBERGER®* fiir das Emissionsvermégen von K6érpern mit endlichem 
Absorptionsvermoégen formulert wurde. 

Die vorliegende Arbeit, welche unter moglichst allgemeinen Gesichts- 
punkten die Frage der diffusen Strahlungsfortleitung ohne und mit 
,echter Warmeleitung’’ in optisch isotropen K6érpern angehen will, 
schlieBt sich an Messungen der Temperaturabhangigkeit des optischen 
Absorptionskoeffizienten®, an Berechnungen iiber die Eindringtiefe 
raumlich diffuser Strahlung in Glas®, sowie an theoretische Betrach- 
tungen uber Temperaturverlauf und Energiestrom in Glasschmelz- 
wannen’? an, welche wir in Zusammenarbeit mit der Deutschen Glas- 
technischen Gesellschaft vor einiger Zeit ausgefiihrt hatten. Im Zu- 
sammenhang mit den angefiihrten Arbeiten hat GEFFCKEN® analoge 
Rechnungen ausgefiihrt, die in einigen Punkten sogar iiber das hinaus- 
gehen, was im folgenden beschrieben wird. 

Uber die Versuchsanordnung zur Messung der Absorption bei hohen 
Temperaturen haben wir kiirzlich in dieser Zeitschrift berichtet®. Die 

1 KELLET, B.S.: J. Opt. Soc. Amer. 42, 339 (1952). J. Soc. Glass Technol. 
165, 115 (1952). 

2 MivneE, B. A.: Monthly Note 81 (1921). 

3 Hopr, E.: Z. Physik 46, 324 (1928); 49, 155 (1928). 

* KOENIGSBERGER, J.: Ann. Phys. 12, 342 (1903). 

5 GENZEL, L.: Glastechn. Ber. 24, 55 (1951). — NerurotH, N.: Glastechn. 
Ber. 25, 242 (1952); 26, 66 (1953). 

° CzERNy, M., u. L. Genzev: Glastechn. Ber. 25, 134 (1952). 

” CzERNy, M., u. L. GenzEL: Glastechn. Ber. 25, 387 (1952). 

8 GEFFCKEN, W.: Glastechn. Ber. 25, 392 (1952). 

° GENZEL, L., u. N. NEurotH: Z. Physik 134, 127 (1953). 
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Messungen ergaben, daB der Absorptionskoeffizient der Glaser wohl von 
der Wellenlange der Strahlung, jedoch im allgemeinen nur relativ 
schwach von der Temperatur abhiangt, sofern man nicht gerade vom 
festen in den fliissigen Aggregatzustand iibergeht. Es bedeutet daher 
vorerst keine allzu groBe Beschrankung der Allgemeinheit, wenn im 
folgenden von der Temperaturabhangigkeit der Absorption abgesehen 
wird. Letzteres gilt mit noch gréBerer Berechtigung fiir die zweite 
optische Materialkonstante, den Brechungsindex. 


B. Energietransport durch raéumlich diffuse 
Strahlung. 

Wahrend die Energie, welche im ein- 
dimensionalen stationéren Fall durch die 
echte Warmeleitung transportiert wird, der 
einfachen GesetzmaBigkeit (1) gehorcht, 
miissen die Energiestréme, die durch Strah- 
lung hervorgerufen werden, erst mathe- 
matisch auf Grund der Strahlungsgesetze 
formuliert werden. Wir wollen daher, um 
das spater Folgende nicht zu sehr mit Ab- 
leitungen zu belasten, eine Betrachtung 
voranstellen, welche zwei grundsitzlich c eae a 42 
einfache Falle der Strahlungsleitung be- ae oom |, eee 
handelt. Dabei soll also fiir alles Folgende gefiille. 
ein eindimensionales Temperaturgefalle in — 
einem optisch isotropen Medium vorausgesetzt werden. Dieses sei in 
den zwei anderen Dimensionen unendlich ausgedehnt. Die beiden 
Falle betreffen 1. den Energiestrom, welcher infolge der Eigenemission 
eines absorbierenden Mediums durch dasselbe hindurchflieBt, 2. den 
Energiestrom, welcher infolge der Emission einer schwarz strahlenden 
Flache durch das absorbierende Medium flieBt. 

4. Das Medium mit dem wellenlangenabhangigen Absorptions- 
koeffizienten k =k (A) und dem Brechungsindex n reiche in der durch das 
Temperaturgefalle ausgezeichneten Richtung (z-Richtung) von 2, bis 2. 
Eine Koordinate ¢ laufe ebenso wie z und diene als Integrationsvariable. 
Gefragt ist nach dem Energiestrom, welcher infolge der Eigenemission 
des Mediums durch die Flacheneinheit einer Ebene bei 2 flieBt (Fig. 1). 

Aus der Richtung #, aus dem Raumwinkel dQ und im Wellenlangen- 
intervall 2, A+-d/ flieBt infolge der Emission einer differentiellen 
Schicht bei € durch die Testflache i z nach dem KircHHOFFschen 
Gesetz der Energiestrom 


Absorption k(A) 


| 
Brechungsirigex 7 : 
| 


sie (A) (28) 
WE, (4,T 0) 2 de-cost-¢ dQdA, 
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wobei E,(A,T) eine Abkiirzung fiir das PLANcKsche Strahlungsgesetz 
im Falle unpolarisierter Strahlung ist: 


Bild, 1) SoG, Ae” (eek og ees (2) 
Der Term pad stellt das Absorptionsvermégen der Schicht bei ¢ 
k(A)+(2—) 


in Richtung # dar; der Terme °°  tritt infolge der Absorption 
der Strahlung im Medium zwischen z und ¢ hinzu. Um die Emission 
der gesamten Schicht € zu erfassen, muB tiber den Halbraum mit 
dQ =sin?-dddy integriert werden. Das ergibt 


2 


4 (g— 
2a n2E,(A,T(0)):k(A)-do-da- ‘ae sind: de. (3) 
0 


b= 


Hier tritt nun eine fiir alle Diffus-Strahlungsvorgange typische Funk- 
tion auf, welche eng mit dem sog. Exponentialintegral! 


Ei(—x) = — fetttdt <o (4) 
zusammenhangt. Es gilt namlich 
70/2 


fig ets sing <p EEL TL. (5) 


0=0 


Die Ableitung der so definierten Funktion K, (x) ist gerade die £7-Funk- 
tion selbst: 


ay Kil*) = Et(—2). (6) 
Damit wird aus (3) 
arn? E.(A,T(C)) Ky (R (A) (2 — 0))- kA) do - da. 
Den gesamten Energiestrom durch die Testflache bei z erhalt man nun 


durch Integration iiber € von z, bis z, und iiber alle Wellenlangen: 


®,,=2nn® ff E(ATO)+K, (h(a) + (@—)-R(a) ald — 


4=056=2 


2am ff E,(oT(O)- Ky(k )(€ —2))- RA) de dd. 


A=0 C=z 


(7) 


Das Integral tiber ¢ muB hierbei aufgeteilt werden, da die Energie- 
strome entgegengesetzte Richtungen und damit auch entgegengesetzte 


-Vorzeichen haben, je nachdem ob sie von ¢-Schichten mit ¢< z oder 
€ >z herkommen. 


1 Tabuliert z.B. in JAHNKE-EmpE: Tafeln héherer Funktionen. 
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2. An das Medium mit dem Absorptionskoeffizienten k(A) und dem 
Brechungsindex » grenze ohne Brechungsindex-Sprung eine schwarz 
strahlende Flache der absoluten Temperatur @ an!. Gefragt ist nach 
dem Energiestrom, welcher durch eine Test- 
flache der Ebene z infolge der Emission der ge- 
samten, unendlich ausgedehnten schwarzen 
Flache hindurchflieBt (vgl. Fig. 2). 

Aus Richtung#, aus dem Raumwinkel dQ 
und im Wellenlangenintervall 4, 2+ dd ist das 
der Strom 


R(A)-+2 


nF (A,O)-cosB:e °° -dQ-di, 


schwarz strahlende . 
Flache der Temperatur O 


Medium 
Absorption k (A) 


E,(A,@) ist wie unter (2) definiert, der Term 
z. Brechungsindex rn 


| 
(a): | 
e os? riihrt wieder von der Absorption der | 
Strahlung in dem Medium zwischen der schwar- | 
zen Wand und der Ebene z her. Die Inte- 9 iO aid teas Z 


gration tiber den Halbraum liefert mit dQ = _ Fig.2. Zur diffusen Einstrah- 
‘ Jung einer schwarzen Flache in 
sim 0 - dd ; dy ein absorbierendes Medium. 
/2 
> R(A)-2 
22 nF, (A, O) dd | @ 8" - cos? sind sat. (8) 
b=0 


Auch hier tritt eine fiir diese Vorgainge typische Funktion auf, welche 
mit der £7-Funktion und der in (5) definierten A,-Funktion eng zu- 
sammenhangt. Es ist namiich, wie man durch partielle Integration 
verifizieren kann? 


1/2 
a ee = — 4 [x? Ei (— x). e7-*(% — 1)] (9) 
‘ff = — K,(x)>0. 
Dabei gilt noch 
2 . 
4 K(x) =Ky(x); ye K(#) = Bi (— 4). (10) 


Damit wird aus (8) 


— Inn? E, (A, 0) Ke(k(d)-2) da. 


— 


1 Uber die Behandlung dieses Falles mit einem Brechungsindex-Sprung, vg. 
FuBnote 6, S. 178. 

2 Eine Tabulierung der Funktion K,(¥%) findet sich in der unter FuBnote 6, 
S. 178 zitierten Arbeit. ) 
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Den gesuchten Energiestrom erhalt man jetzt durch Integration tiber 
alle Wellenlangen zu}: 
O,p= —2nn* f E,(A, 0): Ka (R (A): 2) dA. (11) 
a=0 
In den beiden Ausdriicken (7) und (41) traten die Funktionen A, 
und K, auf, welche durch Integration aus dem Exponentialintegral 
; entstehen. Es ist unter Umstanden 
auch noch die Kenntnis hoherer 
Integrale der E1-Funktion notwen- 
dig, welche sich jedoch alle rekursiv 
auf die £7i-Funktion zuriickfihren 
lassen. Bezeichnet man namlich mit 
K,(x) das v-fache unbestimmte In- 
tegral der £i-Funktion, dann gilt 
bis auf eine additive Konstante 


4 5 
K(x) =+ eK, a(x) + | 

th Aye ais | 
sowie laut Definition 


5 Ke) =Ke_-1(9)- 43) 


(12) 


Fig. 3. Exponentialintegrale, 


Ei(—+) =Ko (Qa-f ett tat In Fig. 3 sind diese Exponential- 
Ky (0) =. fe Kya (x) £(— 11-2] integrale bis K3(x) und zum Ver- 
43 gleich die gewohnliche Exponential- 
ig ee funktion e~* graphisch dargestellt. 


C. Strahlungsleitung im ,,Innern‘ eines Mediums. 


Es soll nun unter Benutzung des eben Dargelegten ein idealisierter 
Grenzfall betrachtet werden, welcher zu strengen Aussagen iiber den 
Energiestrom und den Temperaturverlauf fiihrt. Wir nehmen an, das 
Medium mit dem Absorptionskoeffizienten k(A) habe auch in Richtung 
des Temperaturgefalles eine unendlich groBe Ausdehnung. Wir wollen 
diesen Sachverhalt durch den Ausdruck ,,im Innern des Mediums‘ 
abkiirzen. Dieser Fall ist nicht nur realisiert, wenn die tatsachliche 
Ausdehnung (z,—4%,) sehr gro8 wird, sondern auch schon wenn der 


1 Wiirde man der Berechnung Parallelstrahlung an Stelle von Diffusstrahlung 
zugrunde gelegt haben, so erhielte man die gelaufigere Formel 


oo 
Dsp=an® f E,(4,0)e #4 "Faq. 
A=0 


Es tritt demnach in Gl. (11) an Stelle von }e~* die GréBe — K, (x) 
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,,Absorptionsweg‘‘ k(A)(z.—2,) fiir alle Wellenlaingen geroB ist. Denn 
dann spielen etwaige Einstrahlungen oder Abstrahlungen von den weit 
entfernt liegenden Grenzen fiir das ,,Innere des Mediums‘ keine Rolle 
mehr. 

Weiterhin sei eine echte Warmeleitung im Sinne der Gl. (1) vernach- 
lassigbar klein. Im Medium selbst herrsche durch irgendwelche Um- 
stande ein Temperaturgefalle. Die Gleichung, welche dann den Energie- 
strom durch eine Einheitsflache bei z beschreibt, ergibt sich aus Gl. (7), 
wenn dort die Grenzkoordinaten z, und 2, ins Unendliche riicken. Also 


@,,=2nn? ff E,(A,T(O)-K,(k (a) (2-0) -&(a)-dt dd — 
yam (14) 
J E.(a,T(0)) + Ky(R(A) (6 — 2) -R(A) do da. 


Durch partielle Integration iiber € laBt sich diese Integralgleichung 
formal vereinfachen zu: 


®,,= 200 f [K = LYE NES yee Fa poe cea Fal yA 
Im allgemeinen wird dieser Energiestrom ®,, von z und von der Zeit 
abhangen; nimmt man ‘aber die Voraussetzung der zeitlichen Statio- 
naritat hinzu, so heiBt das, daB M,, von z und der Zeit unabhangig sein 
mu: An jeder Stelle z flie8t durch die Einheitsflache der gleiche Ener- 
giestrom. 

Diese Stationaritatsbedingung bedeutet mathematisch, da8 fiir 
Gl. (15) die Beziehung d®, ,/dz=0 gelten muB. Das ergibt eine Integral- 
gleichung fiir den Temperaturverlauf im stationdren Zustand?: 


[k(a)-E,(A,T (2) da+4 ‘i AMER } | 
=0 =0 — oo 


a = 


(15a) 
<s { A):|z—C|)-d0-dA=0. | 


Da es uns bisher nicht sia ist, bei beliebigem Absorptions- 
verlauf k=k(A) die Lésung fiir die Gln. (15) bzw. (15a) zu finden, soll 
nun ein etwas spezialisierter Fall behandelt werden, der dadurch cha- 
rakterisiert ist, daB man nur einen solchen Absorptionsverlauf betrach- 
tet, welcher abschnittsweise konstant ist. Also 


k=k, ‘fer. O74 = A} Rk, aur rgatieg shee Y 
Resbsfinuwrh «Hideo; 


1 Diese Differentiation kniipft am besten an Gl. (14) an, wobei zu beachten ist. 
daB die Integrationsgrenzen selbst noch von z abhangen. 
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Es wird sich zeigen, daB in diesem Falle Gl. (15) der strengen Losung 
zuganglich wird. Zu dem Zweck wird (15) derart umgeformt, daB erstens 
die Integrationsfolge zwischen Wellenlange A und Ortskoordinate ¢ ver- 
tauscht wird, und da8 zweitens das dadurch entstehende innere A-Inte- 
gral partiell integriert wird. Es ergibt sich dann? 


aaa dE,(a,T(t 
Pai artte J Kxllo|2—6))- | aig cas di-ky: dl — 
f=—00 A=0 
rp ak 
—2nn* | f Gp Ka) 2-2) +28] (RA) x — Sx 
€=—oo A=0 
A hh. 
Coe ea ee oe 
xf oe GeO) dA da-dt. 


Nun ist zu sehen, da8 fiir den Fall eines abschnittsweise konstanten 


Absorptionsverlaufes das zweite Integral wegen ae = 0 verschwindet. 
Es bleibt somit 2 
+00 le dy 
O,,=2nn? | K,(Ro|z—C)): - | isi Tie) di-+k, dl. (16) 
€=—oo v—L Yak 5 
Setzt man nun 
“ Ay 
1 [ GE, (4, T (o) 
»: | at di = const, (17) 
v=1 Ayp-1 


so 1aBt sich mit diesem Ansatz Gl. (16) im Sinne der Stationaritat streng 
lésen. Denn man erhalt aus (16) mit (17): 


+ co 
O,,=2an? © f Ky(ko|z—€C))- Ryd. 


€=—0o 


1 Bei dieser partiellen Integration erweitert man zweckmaBigerweise unter dem 


Integral im Zahler und Nenner mit k(A), so daB dann das 4-Integral der Gl. (15) 
die Form annimmt 


dE, (A, T (0) 
) at 


di. 
a 


fo, 2} 
1 
kh (A) + Kg (R (A) ; 
f (A) Bab: |e— 2) 5 
* Das verbleibende Integral enthalt auf Grund der partiellen Integration einen 
wellenlangenunabhangigen Absorptionswert ky, dessen GréRe sich im Verlauf des 
Folgenden als belanglos erweist. 


Der Anteil der Warmestrahlung bei Warmeleitungsvorgdngen. 185 


Das _verbleibende Integral hat den Wert —%, unabhangig von der 
GroBe von ky. Also lautet somit die Lésung von Gl. (16): 


lu dy 


4a n? 1 re Ae) 
®..== : NO | s( Sel hudA 
So ateediity dt 
v=1 Ap- 
iv Ay ( (18) 
= fan Y CB (A,T (2) 
. | : er OM iV 6: | 
— ky “ ae 
y=1 Ay-y 


Das Ergebnis der Gl. (18) kann veranschaulicht werden am Beispiel 
des tiber alle Wellenlangen konstanten k, der sog. ,,grauen Absorption“. 
Dann folgt namlich wegen 


dE, (A, T (0) a aT4(C) 
| - {agai os wm at 
A=0 
die einfache Beziehung 
4an2 dT4 
o,,=— — 
ae ee ae (18a) 


Der Temperaturverlauf ergibt sich entsprechend aus der zweiten Gl. (18) : 


co 


it Bese A, »T) 


a fo) 
ve =0; ae te TO} =O. 
also 


TQ) a+b-l. (19) 


Mithin ein linearer Verlauf der GréBe T4 mit der Ortskoordinate ¢. Die 
Formeln (18a) und (19) stehen in einer interessanten Analogie zu den 
Lésungen, wie sie sich fiir die echte Warmeleitung ergeben. Dort ist 
der Energiestrom gegeben durch Gl. (1) 


dT 
DO, = my pi (1) 
und der Temperaturverlauf durch 
T(z) =A+B -2z 


wie die Integration von (1) ausweist. Hier hat man also im Vergleich 
zu (19) eine lineare Abhangigkeit von T selbst mit dem Ort. 

Diese Analogie legt es nahe, auch fiir die Fortleitung der Warme- 
energie durch Strahlung einen Koeffizienten x, der Strahlungsleitung 
einzufihren. Dieser stellt sich dann auf Grund von Gl. (18) und wegen 


ak, = aH. ade 
ate di wal 
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dar in der Form! 


L 
4m n? 1 "EE, 20 
nie fe 0 
y=1 Ap-1 


Diese Formel vereinfacht sich im Fall der grauen Absorption zu?: 


2 
Mt, = — T?. (20a) 
Daraus erkennt man die starke Temperaturabhangigkeit dieser Koeffi- 
zienten x, und der Strahlungsleitung tiberhaupt. 

Wie schon oben betont, gelingt es nicht, vergleichsweise einfache 
Aussagen zu machen, wenn man die Voraussetzung einer abschnitts- 
weise konstanten Absorption fallen laBt. Nach dem Vorgang von 
GEFFCKEN? kann man sich wenigstens dadurch einen Einblick verschaf- 
fen, daB man in Gl. (15) die PLAancKsche Funktion E, (A, T (¢)) beziiglich 
€ nach TAyLor entwickelt. Wie hier nicht naher ausgefiihrt werden soll, 
ergibt sich dann aus (15) die Formel fiir den Energiestrom 


i Ape ees seep pron eta er 
®,,=—4a98|! doa FET ALE * a 
1=0 Amd 
sing aE, (A, T (0)) 
tS | wa ae | 
A=0 


wobei die Temperaturverteilung wieder auf Grund der Stationaritats- 
forderung durch d®,,/d¢=0 festgelegt ware. 


D. Strahlungsleitung und echte Warmeleitung im ,,Innern des Mediums‘. 


Es sollen hier wieder dieselben Voraussetzungen wie unter Abschnitt C 
gelten, nur mége jetzt die echte Warmeleitung fiir das Medium als nicht 
vernachlassigbar klein mitberiicksichtigt werden. Dann tritt in Gl. (15) 
zu dem Ausdruck des Energiestroms durch Strahlung der Ausdruck aus 
Gl. (1) fiir die Leitung hinzu, so daB man die Integro-Differentialglei- 
chung 


dT 
OD=—x, 


foe) +00 
ff Kaeae|z— ty FO acaa (21) 


A=0 $=—oco 


* Beziiglich numerischer Auswertungen dieser Formel vgl.: L. GENzEL, Glas- 
techn. Ber. 26, 69 (1953). 
* Ein entsprechender Ausdruck findet sich auch schon bei KELiEt (s. FuBnote 4, 
S. 178), allerdings mit dem Faktor $ an Stelle von 4, wie es sich aus der Berech- 
nung mit Parallelstrahlung ergibt. 
8 GEFFCKEN, W.: Glastechn. Ber. 25, 392 (1952). 
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erhalt. Da hier nun neben T* auch noch T selbst vorkommt, erscheint 
es unwahrscheinlich, da8 man Lésungen in analytischer Form gewinnen 
kann. Ist jedoch der Temperaturgradient nicht allzu groB, so unter- 
scheidet sich ein linearer 7*-Verlauf nur relativ wenig von einem linearen 
T-Verlauf. In diesem Falle diirfen wir Strahlungsstrom und Leitungs- 
strom naherungsweise linear superponieren in der Form, wie sie sich bei 
alleinigem Vorhandensein von Strahlung bzw. Leitung darstellen. 

Bei abschnittsweise konstanter Absorption (vgl. Abschnitt C) ergabe 
sich so die Naherungsformel fiir den “ephaetaesy im Innern 


: 4 n® 1 dE atta ar. 
Ding x“ ight a: f' et . gre} 
ch ig Gui os alg ar 94)" a, (22) 
y=] Ay-1 
bzw. bei grauer Absorption Sod 
j nt6.on* £ a 
Dz — (1 Teeisin, Ts) = oe ee ¢ 
pie 
Es erscheint hier ein Koeffizient 2 Geen 
i 2 / " 46,9°107 
der ,,effektiven Warmeleitung ered 
wltad 
m= ey + —T?, (24) 


welcher selbst sehr stark von der 
Temperaturabhangt, auch wennman 
der Temperatur keinen EinfluB auf 
die echte Warmeleitung zubilligt. 
Die Formel (24) wird besonders 
niitzlich sein zur Abschatzung des 
Strahlungseinflusses auf die Gesamt- 
warmeleitung. In Fig.4 ist dieses x 


fiir die Werte k = 1cm™, m =1,5 und ‘9 500 pee” 7500 °K 
*r= 47-1074 cal cm sec? gr ad 1 Fig.4. Darstellung der Naherungsformel »= 
gr aphisch dargestellt 1. Dabei wurde ~ “uL+ a a T® fir die Temperaturabhangig- 
wie bisher immer, der Koeffizient keit der Warmeleitung. 


der echten Warmeleitung tempera- 

turunabhangig vorausgesetzt, was im allgemeinen nicht der Fall zu sein 
braucht. Es soll aber gerade der Zweck der vorliegenden Untersuchung 
sein, auf Grund theoretischer Abschatzungen die Méglichkeit zu geben, 
spater aus experimentellen Daten der Temperaturabhangigkeit der 
effektiven Warmeleitung auf die Temperaturabhangigkeit der echten 
Warmeleitfahigkeit schlieBen zu kénnen. 

_ “4 Der angegebene x ,-Wert entspricht der Warmeleitung der Glaser bei Zimmer- 


temperatur. Bei kristallinen Nichtmetallen liegt x, wesentlich hoher. Vgl. dazu 
die x,-Werte von Quarzglas und kristallinem Quarz. 


188 L. GENZEL: 


E. Strahlungsleitung in einem durch schwarz strahlende Flachen 
begrenzten Medium. 

In dem Augenblick, wo man irgendwelche Begrenzungsflachen fur 
das Medium einfiihrt, machen selbst bei vernachlassigter echter Warme- 
leitung mathematische Schwierigkeiten eine geschlossene Lésbarkeit der 
Gleichungen unmdglich. Diese Schwierigkeit trat auch schon bei der 
Integralgleichung von Mi1LNE!;?, auf. Man gelangt dann immer nur zu 
mehr oder weniger guten Naherungslésungen, welche natiirlich durch 
sukzessive Approximationsverfahren beliebig verbessert werden konnen. 

Wir haben uns daher, was die Lésungen und Ergebnisse der in diesem 
und im nachsten Abschnitt folgenden Gleichungen anbetrifft, an das 
Institut fiir praktische Mathematik in Darmstadt gewandt, wo wir bei 
den Herren WALTHER und DorR groBe Unterstiitzung fanden. Es sollen 
daher hier auch nur die Gleichungen und eine Auswahl von Ergebnissen 
mitgeteilt werden, wahrend beziiglich einer ausfiihrlichen mathemati- 
schen Darstellung auf die Publikation der obengenannten Herren ver- 
wiesen werden muB?. 

Es soll nun der offenbar einfachste Fall einer Begrenzung des Me- 
diums betrachtet werden. Zu dem Zweck wird angenommen, an den 
Stellen z=0 und z=/ grenzen an das Medium vom Brechungsindex 
und vom Absorptionskoeffizienten k (A) unendlich ausgedehnte Flachen, 
welche ideal schwarze Strahlung aussenden sollen. Damit entfallt die 
Komplikation von inneren Reflexionen. Die Temperaturen dieser Fla- 
chen seien fest vorgegeben und sollen die Werte 7, bzw. Tj, (gemessen 
in °K) haben, wobei noch Tj gr6éBer als T, sein soll. Die echte Warme- 
leitung mége in diesem Abschnitt nicht beriicksichtigt werden. 

Den Energiestrom, welcher durch eine Testflache der Ebene z infolge 
der Wandstrahlung und der Eigenstrahlung des Mediums flieBt, erhalt 
man dann durch sinngemaBe Anwendung der Gln. (7) und (11): 


©, =2n n? J [— OR Teh) hak } 
=0 
4 E,(A, T,) -Ke(k (A) «(h —2))]da + 
42am [FEAT O-Ky(kQ):—0)-aaat-aa— { >) 
fo) h 
puernats: J Es. TO) Ka (A) -(€ —2))-R(A):do-da. | 


Ist die Temperaturverteilung im Medium 7 = T(z) bekannt, so kann 
man wiederum auch im nichtstationdéren Fall zu jedem Zeitpunkt und 


1 MixneE, B. A.: Monthly Note 81 (1921). 
* Horr, E.: Z, Physik 46, 324 (1928); 49, 155 (1928). 
3 WaLTHER, A., J. DORR u. E. ELLER: Glastechn. Ber. 26, H.5 (1953). 
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an jedem Ort z den Energiestrom aus einer Quadratur erhalten. Dagegen 
gewinnt man aus Gl. (25) eine Gleichung fiir den Temperaturverlauf 
und den Energiestrom, wenn zeitliche Stationaritit vorliegt. Letzteres 
wollen wir annehmen. 

Dann wird Gl. (25) umgeformt analog zu dem Ubergang von Gl. (14) 
zu Gl. (15), indem das zweite und dritte Integral partiell nach ¢ integriert 
wird. Im einzelnen ist das 


: S SET ©)-Ky(RA @—)-R(A)-de-da 
=09 ¢€ 


-=0 


= f E,(A,T (0)) Ko(k (4) +2) da + 
ao 
+f f K(k) @—0) 242 © geag 
A=0, £=0 3 
foe) h 
Lf Fe TO)- Ky (h(a) —2)) (A) dead 


Hierbei treten die Temperaturgr6Ben 7 (0) und JT (hf) auf, welche nicht 
identisch mit JT, bzw. JT, sind, wie von DORR und WALTHER gezeigt 
werden konnte!. Dies bedeutet, daB keine Lésung T = T (z) der Gl. (25) 
existiert, wenn man fordert, daB der Temperaturverlauf stetig von T) 
nach J; gehen soll. Vielmehr tritt an den Grenzflachen ein Temperatur- 
sprung 7, — T (0) bzw. T,,— T (h) auf. Uber die physikalische Bedeutung 
dieses eigenartigen Verhaltens wird weiter unten noch zu sprechen sein. 
Damit bekommt nun Gl. (25) die Gestalt: 


Dee oat (i aT.) 2 Ese T Oye Kalki -2) dd — 
4=o 
— dan? f {EAT (h)) —E,(A,Ty)}-Kolk (a): h—2)dd+ § (252) 
4=0 


ee dB(A, TC 
i 2an f Jf Rall) -|z ~ Cl) Se ae da. 
A=0 C=0 S 


Zur weiteren Erleichterung soll wieder wie im Abschnitt C nur auf 


den Fall einer abschnittsweise konstanten Absorption itl 
(FUE ig ae Key Ae Baer EY Acted Le Bas 
kr8. fiir Asti ab Ate At ame 


1 WALanER, A., J. Dorr u. E. Etter: Glastechn. Ber. 26, H. 5 (1953). 
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eingegangen werden. Dadurch wird aus Gl. (25 a) 


Ay 
@, = — 207? Ss > Kalk.) yee. Ty) — E,(4,T(0))} 44 — 


v ae Aye 


Lu 
— 2nn* >" K(k, (h—2)) [ E.,Th) —E,(2, T,)}da+ \ (25b) 
v=1 jie 


be h 
REERE 
fann® >) [ K(k,-|z—) [z AEE) da-k, dl. 


= oO Ay-1 
Wir wollen wieder einen zur Gl. (17) Abschnitt C analogen Ansatz 
Ay 
tf SEG EO! dae, (26) 


hy de 
Ap-1 


machen; nur zeigt es sich, da8 man damit Gl. (25 b) nicht streng erfiillen 
kann. Denn wir erhalten nun wegen [s. Gln. (12) und (13)] 

h 

f Ka(k,-|2—0))k,dl = —§+K,(k, 2) + K,(k, (h — 2) 


€=0 


aus Gl. (25b) 


O, = — 20 nt > Kyl (ie duilat aith, Tae aak eR dabete | 


Wye 


dy 
— 27 n2 se Feat »(A ogee z)) f {E,(A, T (h)) weak T,)} ah =} (27) 


v—1 


a le be 
+ 2nn*|— 3 1c, + D6, Ka (hy 2) + D6, Ka (by (h — 2). 


Und nun miiBte zur Erfiillung der Stationaritat O, unabhingig von z 
sein. Dies ist aber auf Grund des Baues der Funktionen K, bzw. Ky 
durch keine Wahl der Koeffizienten c, zu erreichen. Wie aber anderer- 
seits aus Fig. 3 zu ersehen ist, erhalt man eine gute Annaherung, wenn 
man setzt 


— 2K 2(x) & + 3.3 (x); K(x) & — 5 Ky (x). (28) 


Diese Beziehung stimmt exakt fiir das Argument 0, aber auch noch 
einigermaBen bei kleinen Argumentwerten. Fiir gréBere Werte des 
Argumentes fallen die Betrage der K-Funktionen aber so rasch ab, daB 
dort die steigende Fehlerhaftigkeit der obigen Formel nicht mehr sehr 
ins Gewicht fallt. 
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Geht man nun mit der Beziehung (28) in Gl. (27) ein und ersetzt 
dort die K,-Funktion durch K,, so kann man @, von z unabhangig 
machen, wenn man die Koeffizienten c, gleich 


a 
cy= —3 f {E,(A,T,) — E,(a,T(0))} da 


Ay-1 
= —3 {E,(4, TW) — E,(A,T,)} da 
Ap-1 


setzt. Damit und auf Grund des Ansatzes (26) bestehen daher neben- 
einander die Lésungsgleichungen 


“ 7] Ap 
bas 4n® vb. Ore 4a0n® 1 a@F,(A, T (0)) 
ges gy ala 3 x k, | a 
p=1 pd Aye 
REL WA ei a 29) 
r dE,(4, T (0) 3 ( 
* [= Ga HS | {E,(4, Ts) — E,(A, T (0))} dA 
Ap-1 Ay-1 
20 n? {Tt — T4(0)} = 20 m2 {T4(h) — Ti} =9, . | 


Wir wollen uns dieses Ergebnis wieder an Hand des Spezialfalles 
der grauen Absorption & = const veranschaulichen. Es ergibt sich ebenso 
wie im ,,Innern des Mediums“ ein linearer Verlauf von T4 mit dem Ort. 


T#(6) =T#(0) — > {T4(0) — T#(A)}. 


Dabei lassen sich die Randtemperaturen des Mediums 7 (0) und T (h) 

durch die Temperaturen der schwarzen Flachen J, und T;,, in folgender 

Weise ausdriicken 

Té(2+3hh) +27} . ry) = 2Td+ Ti (2+3 kh) : 
4+3kh 4+3kh 


T#(0) = 


so daB sich schlieBlich fiir Energiestrom und Temperaturverlauf die 
Formeln hinschreiben lassen: 


T$(24+3kh)+2T$ 3(T$— Tf) 


el (A An SeRiswa, aoll4ehaeh aS 0) 
40 at. de ©, sao (IS = 7) 
Qe 3k dl  4+3kh 


Diese Naherung gilt sogar fiir den ganzen Variationsbereich des Para- 
meters k (0 <k < 0). Sie ist am schlechtesten in der Nahe von k= 1/h, 
wo die mittlere Reichweite der Lichtquanten der Tiefe h der Schicht 
entspricht}. Z 


1 Dort wirkt sich namlich die Naherung K,=— 3K, am ungiinstigsten aus. 


NY 
‘oy 
SS 
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In Fig. 5 ist der Temperaturverlauf (30) mit kh als Parameter gra- 
phisch dargestellt, wobei der Einfachheit halber nicht die Temperatur 
selbst, sondern 74 in Abhangigkeit von z bei einer speziellen Wahl von Ty 
und 7, aufgetragen ist. 

Die Lésung fiir kh =0 (bei festem Abstand # bedeutet das k=O) 
ist danach konstant tiber die gesamte Tiefe des Mediums und gleich 
4 (Tj +T,). Dieses Ergebnis ist auch physikalisch leicht einzusehen. 
Denn ein Medium ohne Warme- 
leitung und ohne Absorption 
wird eben durch das Vakuum 
realisiert. Im Vakuum stellt 
man aber etwa mit einem klei- 
nen schwarzen Probekdérper- 
chen als ,, Thermometer“ zwi- 
schen zwei schwarz strahlen- 
den Flachen unabhangig von 
der Lage desselben stets die 
“(h) Mitteltemperatur 4 (Tj + Tj) 
fest. 

Gerade dieser Fall ist dazu 
geeignet, den auch bei end- 


4 


schwarz strahlende Wand : 
7h = 1450 °K 


schwarz strahlende Wand 


0 Z [em|— Vad lichen k-Werten erscheinen- 
Fig. 5. Darstellung der Naherungslésung den Temperatursprung an den 
Pepynt o ae ee Randern verstandlich zu ma- 
ee 4+3kh chen. Dies tut aber auch noch 


fiir den Temperaturverlauf in einem von schwarzen Flachen eine andere Betrachtun gs- 
begrenzten Medium ohne echte Warmeleitung (xz =0). Y ke 3 
Absorption als Parameter. weise. Man denke sichnamlich 
das kontinuierliche Medium 
ersetzt durch eine Reihe gleich dicker Schichten geeigneter Absorption, 
jedoch in sich unendlich hoher Warmeleitfahigkeit, so daB sich jeweils 
gleiche Temperatur innerhalb der Einzelschicht einstellt. Ist die Folge 
der Schichten in z-Richtung unbeschrankt, so erhalt man genau das 
gleiche Ergebnis wie in den Gln. (18a) und (19) fiir das ,,Innere des 
Mediums‘. Will man jedoch die Schichtenfolge nach beiden Seiten ab- 
brechen, und an den Endstellen jeweils eine Ebene mit schwarzer Emis- 
sion setzen, welche die Strahlung aller nun fortgelassenen Schichten 
ersetzen soll, dann muB diese ersichtlich eine héhere bzw. niedrigere 
Temperatur haben, als sie an der betreffenden Stelle im Schichtmedium 
herrscht. 

Natiirlich ist ein Medium ohne echte Warmeleitung physikalisch 
nicht gut realisierbar, jedoch behalten die obigen Betrachtungen insofern 
ihren Wert, als bei Hinzutreten von echter Warmeleitung der Tempe- 
raturverlauf in einigem Abstand von den Grenzflachen weitgehend durch 
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die Beziehung (30) bestimmt wird, sofern die Mitteltemperatur nur ge- 
nugend hoch ist, um der Strahlung eine energetisch vorherrschende Rolle 
zu geben. 

Bisher wurde stets vorausgesetzt, daB die Grenzflachen ohne Bre- 
chungsindexsprung an das Medium grenzen sollen. LaBt man diese 
Voraussetzungen fallen, so zeigt es sich, daB der dior tacsecate « 
noch gr6Ber ausfallt, als dies hier der Fall war (vgl. FuBnote 3, S. 188). 
Diese Tatsache weist darauf hin, welch groBe Bedeutung die ontische 
Beschaffenheit der Begrenzungsflachen fiir Temperaturverlauf und 
Energietibergang haben wird. 


F. Strahlungsleitung und echte Warmetleitung 
in einem durch schwarz strahlende Fldchen begrenzten Medium. 


Wir iibernehmen alle Voraussetzungen des letzten Abschnittes, 
welche zur Aufstellung der Gl. (25) gefiihrt haben, nur geben wir dem 
Medium jetzt eine endliche ,,echte Warmeleitfahigkeit‘‘. Dann tritt zur 
rechten Seite der Gl. (25) der Ausdruck von Gl. (1) hinzu. Wieder ge- 
winnen wir aus der Bedingung der zeitlichen Stationaritat mit Hilfe der 
Operation d@O/dz=0 eine Gleichung fiir den Temperaturverlauf, welche 
im Fall der grauen Absorption ebenfalls von WALTHER, DORR und ELLER! 
durch ein Naherungsverfahren numerisch gelost wurde. 

Die so erhaltenen Lésungskurven bei einem festen Warmeleitungs- 
koeffizienten x, und bei verschiedenen Absorptionswerten Rk zeigt sche- 
matisch die Fig. 6. 

Den allgemeinen Charakter dieser Lésungskurven erhalt man, wenn 
man von den Lésungen fiir x, =0 ausgeht. Dort war ja 7T* proportional 
zu z. Iminneren Teil der Schicht verlaufen also auch hier dieTemperatur- 
kurven etwa wie Vz . Nach den Randern zu jedoch biegen die Kurven 
ab, um die Randwerte 7, und T, zu erfiillen. Andererseits fallen nun 
die Kurven fiir k=O und fiir k= co zusammen, mit der Lésung, wie 
sie die echte Warmeleitung allein liefern wiirde: 


T (2) SS ne 


Es gibt weiterhin zu jedem fest gewahlten x,-Wert einen kritischen 
k-Wert, bei welchem die Abweichung der Kurven von der obigen Geraden 
maximal wird. Je kleiner die echte Warmeleitung ist, um so gréBer 
ist auch diese Maximalabweichung. a 

Bei sehr kleinen und sehr groBen k-Werten tiberwiegt im Innern der 
Schicht der Temperaturverlauf JT ~z; in der Nahe des kritischen k-Wer- 
tes dagegen, wo namlich der Strahlungseinflu8 maximal ist, liegt im™ 


1 WattuER, A., J. DORR u. E. ELrer: Glastechn. Ber. 26, H. 5 (1953). 
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wesentlichen ein Temperaturverlauf gemaB Gl. (30) vor. Leider sind 
wir im Moment noch nicht in der Lage, diesen kritischen Punkt etwa 
durch eine Maximumaufgabe genauer zu bestimmen. In den Zwischen- 
werten von k liegt eine Uberlagerung im Sinne der Formel ¢, T+ ¢y += 
C3-+ C42 VOF. 

Zum SchluB mége noch auf eine Konsequenz hingewiesen werden, 
welche man aus dem oben erwahnten Zusammenfallen der Temperatur- 


Medium 


n,k, #7, +0 


schwarz strahlende Wand 


KAAAAAAAARAY 


ee 
schwarz strahlende Wand 


Z=0 g~—> Z=h 
Fig. 6. Temperaturverlauf in einem warmeleitenden Medium bei verschieden starker Absorption k, 
(Schematische Darstellung.) 


kurven fiir k=O und k= oo ziehen mu8. Wahrend namlich im Falle 
k=O der iiberhaupt gré8tmédgliche Energiestrom 


Drie =~ “E (To Foot T;) P (o) ae +r T}) 


ubergeht, hat man im Falle k = ov, also bei gleichem Temperaturverlauf, 


den kleinstméglichen Energiestrom bei gegebener echter Warmeleitung 
vor sich, namlich 


Dain = =! (To + Th) - 


Damit ist gezeigt, daB man nicht mit einer eindeutigen Zuordnung 
eines Energiestromes zu einem gegebenen Temperaturverlauf rechnen 
kann. Konkret ausgedriickt heiBt das: Wiirde man in Unkenntnis des — 
Strahlungseinflusses auf die Warmeleitung aus der Tatsache eines line- 
aren Temperaturverlaufes auf einen Koeffizienten der ,,echten Warme- 
leitung*‘ schlieBen, und diesen aus Energiestrommessungen experimentell 
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bestimmen, so kame man nur dann zu richtigen Werten, wenn das Ma- 
terial eine sehr groBe optische Absorption besitzt. Andernfalls erhielte 
man eine ungeheure Zunahme der Warmeleitfahigkeit mit der Tem- 
peratur, welche sich lediglich dadurch als nicht ,,echt‘‘ herausstellen 
wiirde, daB x von der Materialschichtdicke abhangig erscheint. 


Die vorliegende Arbeit geht auf eine Anregung der Herren Dr.-Ing. 

Dr. rer. nat. e.h. H. MAurAcH und Dr.-Ing. R. GUNTHER von der 
' Deutschen Glastechnischen Gesellschaft zuriick, wofiir Ihnen auch an 
dieser Stelle gedankt sei. Zu groBem Dank ist der Verfasser dem Direktor 
des hiesigen Institutes, Herrn Prof. M. Czerny, fiir seine Mitarbeit und 
fiir sein férderndes Interesse verpflichtet. SchlieBlich sei den Herren 
_ Prof. A. WALTHER und Dr.-Ing. J. DORR, sowie Frau Dipl.-Math. 
E, ELter fiir ihre bereitwillige Zusammenarbeit mit uns bestens gedankt. 


Frankfurt a.M., Physikalisches Institut der Universitat. 
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Intensitit und Polarisation bei der Beugung 
elektromagnetischer Wellen am Spalt. II. 


Von 
H. HONL und Eva ZIMMER. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 9. February 1953.) 


Es wird die Beugung elektromagnetischer Wellen am Spalt unter der Annahme 
untersucht, da® der elektrische Feldvektor senkrecht zu den Spaltrandern schwingt 
(,magnetischer Fall‘‘), nachdem das analoge Problem des parallel zu den Spalt- 
randern schwingenden elektrischen Feldvektors schon in Teil I behandelt worden 
ist (,,elektrischer Fall‘). Die Verbindung beider Falle erméglicht es, Intensitat und 
Polarisation des am Spalt gebeugten Wellenfeldes fiir polarisierte und unpolari- 
sierte einfallende Strahlung zu berechnen. Bei engen Spalten (e=kb<1, Spalt- 
breite 2b), auf welche die FRESNEL-KircHHoFFsche Theorie nicht mehr anwendbar ~ 
ist, iberwiegt im gebeugten Wellenfeld die senkrecht zu den Spaltrandern schwin- 
gende elektrische Komponente erheblich. Die Ergebnisse sind bis zur zweiten 
Naherung in Potenzen der kleinen GréBe ¢? = (kb)? angegeben. 


|. Einftthrung. 

In einer vorangehenden Arbeit von E. GRoscHwitz und dem einen 
der Verfasser! wurde die Beugung elektromagnetischer Wellen am gerad- 
linigen Spalt unter der Annahme behandelt, daB die elektrische Feld- 
starke des einfallenden und gebeugten Wellenfeldes bei im iibrigen senk- 
rechtem Einfall auf die Ebene des vollkommen leitenden Beugungs- 
schirmes parallel za den Spaltrandern schwingt. Die vorliegende Ab- 
handlung vervollstandigt diese Untersuchung dahin, da8 in ihr die 
entsprechende Aufgabe fiir den Fall senkvecht zu den Spaltrindern 
schwingender elektrischer Feldstarke fiir enge Spaltéffnungen gelést wird 
(bzw., was dasselbe ist, fiir den Fall, daB die magnetische Feldstarke 
parallel zu den Spaltrandern schwingt). Erst die Verbindung beider 
Falle erméglicht es, die Polarisationsverhiltnisse fiir das abgebeugte 
Wellenfeld — sei es fiir primar unpolarisierte Strahlung oder fiir ge- 
gebenes Azimut der Polarisationsebene der einfallenden Welle — quan- 
titativ zu beurteilen. Neuere Beobachtungen bei der Lichtbeugung an 
mikroskopisch nicht mehr auflésbaren Spalten scheinen das Auftreten 
von Polarisation (Farbeffekte bei Anwendung von optischen Analysa- 
toren) zu bestatigen®. Quantitative Messungen bei der Beugung elektro- 
magnetischer Mikrowellen am Spalt scheinen jedoch noch nicht in 

1 GroscHwiTz, E., u. H. H6nt: Z. Physik 131, 305 (1952). Im folgenden als 
I zitiert. 


» Nach freundlicher brieflicher Mitteilung von Herrn R. Barer, University 
Museum Oxford. 
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ausreichendem Mae vorzuliegen und mégen durch die theoretische 
Untersuchung angeregt werden. 

Das physikalische Interesse an diesen Untersuchungen liegt vor allem 
darin, daB es sich bei der Bestimmung von Intensitat und Polarisation 
bei der Beugung von Licht und elektromagnetischen Kurzwellen prin- 
zipiell um Abweichungen von der alteren FRESNEL-KIRCHHOFFschen 
Beugungstheorie handelt. Wahrend namlich die bekannte K1RCHHOFF- 
sche Theorie der Beugung auf der Anwendung des GrEENschen Satzes 
auf die skalare Wellengleichung 4u +?u=0 beruht, ohne jedoch den 
Randbedingungen und Stetigkeitsforderungen an das Wellenfeld geniigen 
zu konnen, werden die letzteren bei der hier angewandten, auf der 
FourrER-Darstellung des Wellenfeldes beruhenden Methode der Inte- 
gralgleichungen in Strenge beriicksichtigt?. Allgemein fallen die Ab- 
weichungen von der KircHHoFFschen Theorie um so mehr ins Gewicht, 
je kleiner das Verhaltnis der Lineardimensionen der Offnung zur Wellen- 
lange ist, und zwar derart, daB fiir sehr kleine Offnungen bzw. sehr enge 
Spalte von einer Giiltigkeit der KircHHorrschen Theorie auch nicht 
annahernd mehr die Rede sein kann. Bei der Beugung am Spalt zeigt 
sich tiberdies, daB sich die Transmissionskoeffizienten fiir die beiden 
Hauptfalle zu den Spaltrandern paralleler und senkrechter elektrischer 
Feldstarke bei engen Spalten quantitativ sehr verschieden herausstellen, 
so daB bei Spaltéffnungen, bei denen das Verhaltnis von Spaltbreite 20 
zur Wellenlange A sehr klein ist (27 b/A<11) in der gebeugten Strahlung 
praktisch nur noch die senkrecht zu den Spaltrandern schwingende elek- 
trische Komponente vorhanden ist (wie dies tibrigens bei der Beugung 
von elektromagnetischen cm-Wellen an Drahtgittern qualitativ sehr 
leicht nachweisbar ist). Wir werden unsere Entwicklungen demgemaB 
ebenso wie in Teil I als Potenzreihenentwicklungen nach der kleinen 
GroBe ¢«=2z b/d anzusetzen haben. 

Die skalare Wellengleichung, verbunden mit den Randbedingungen 

=0 und @u/én=0, die wir unseren Uberlegungen zugrunde legen, 
bietet bei elektromagnetischen Wellen nur beim Spalt eine, ausreichende 
Grundlage fiir die Behandlung des Beugungsproblems. Bei beliebig ge- 
stalteten Schirméffnungen muB man auf die MAxwettschen Gleichungen 
und die Randbedingungen fiir das elektromagnetische Feld in gréBerer 
Allgemeinheit zuriickgreifen. In dieser Weise ist die Beugung an der 
kreisférmigen Offnung (bzw. an der Kreisscheibe) fiir kleine Werte des 
Verhaltnisses Radius zu Wellenlange durch Reihenentwicklungen (nach 
,, Spharoidfunktionen“‘) bzw. durch Ansatz geeigneter Potentiale von 
MEIXNER und ANDREJEWSKI? So a worden. Eine strenge Lésung 


1 Hon, H.: Z. Physik 131, 290 (1952). Im folgenden als A zitiert. 
2 MEIXNER, J.: Z. Naturforsch. 3a, 506 (1948). — MEIXNER, J.; u. W. ANDRE- 
JEwsk1: Ann. Phys. (6) 7, 157 (1950). 
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fiir die Beugung akustischer Wellen am Spalt geben unter Verwendung 
geeigneter elliptisch-hyperbolischer Koordinaten MORSE und RUBIN- 
sTEIN!. Wir werden zeigen, daB unsere Methode der simultanen Integral- 
gleichungen beim Spaltproblem fiir kleine Werte von ¢ auf sehr direktem 
Wege zum Ziel fiihrt. 


2. Integralgleichungen und Lésungsansatz. 

Wir unterscheiden, wie erwaihnt, die beiden Hauptfalle, daB a) der 
elektrische Feldvektor, b) der magnetische Feldvektor parallel zu den 
Spaltrandern schwinge. Der als vollkommener Leiter vorausgesetzte 
Beugungsschirm liege in der x, y-Ebene, die Spaltrander seien x = + 8, 
der Einfall der ebenen linear polarisierten Welle er- 
folge aus der Richtung der negativen z-Achse 
(vgl. I). Die Ausbreitungsgleichungen fiir das ©, $- 
Feld im Vakuum sind 


AG +#E=0, AS +H =0 (1) 


und die Randbedingungen zu beiden Seiten des 
Schirmes 


E> Cy —0. (2) 

Figs. hnitt durch 2 5 : 
Be Be at ea paz. Diese Bedingungen zusammen mit der Koppelung 
lenkungswinkel, der Vektoren € und § durch die MAxwettschen 


Gleichungen, der Ausstrahlungsbedingung im Un- 
endlichen (SOMMERFELD) und der Kantenbedingung (MEIXNER) be- 
stimmen das elektromagnetische Wellenfeld eindeutig?. In den beiden 
Hauptfallen haben wir zu setzen: 


a) ,,Elektrischer Fall‘: 
E=|G|=%, €=E=0. (3) 
Die Randbedingung fiir u, ist dann nach (2): 
Was 0: (4) 
b) ,,Magnetischer Fall‘: 
Dy = |9| = M2, .= §,=0. (5) 


Die Randbedingung fiir v, ergibt sich aus der MAXwettschen Forderung 


(© =c rot §; diese fiihrt, angewandt auf &, =0, wegen (5) unmittelbar 
auf 
OUy 


FON oe. bs 0. (6) 


1 Morse, P.M., u. P. J. RuBINsTEIN: Phys. Rev. 54, 895 (1938). 
* Vel. hierzu z.B. A. SOMMERFELD: Theoretische Physik, Bd 4. (Optik), § 38. 
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_ Die Wellenfelder «, und w, sollen entsprechend unseren Darlegungen 
in A als Fourter-Integrale angesetzt werden. Fiir die beiden Hauptfalle 
haben wir die Darstellungen!: 


a) bet der Randbedingung u,=0: 


+co 
f g(a) et klart7) dq ele stead Ota b 
4 (x, 2) = 5 ae (7) 
eiks_e-ikt 1 f oly) eiklax-v)dqy fir 2z<0, 


—C 


| b) bet der Randbedingung 0u./ez =0 


co+ 

f h(a) efFlat+7) da LE SM 
: Us (x, z) ar fink +00 (8) 
: eke t e-ikt__ ff h(q) ef *ar-v) dq. fir z<0. 
, —oo 


Die Forderungen der Wellengleichung Aw +k?u~=0, der Randbedin- 
gungen und der Stetigkeit von w und @u/éz in der Schirmebene z =0 
fiihren dann auf die simultan zu erfiillenden Integralgleichungen: 


a) fiir die Fourrer-Amplituden g(a): 


Pew@etdaio fr [fsa | 


fy ga)eada 4 te Ui 5 telson (40) 
=) fr die FounenAmpiie h(a): dence 


4 
ri 


Bawa Lr reerriamo far [el>3, 


2 Benim 
a bie pinta bebe 
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Die Gln. (9) und (10) wurden schon in I durch einen geeigneten An- 
satz gelost. Der Grundgedanke der Auflosung bestand darin, daB g(x) 
in Gestalt einer unendlichen Funktionenreihe angesetzt wurde, deren 
jedes einzelne Glied eine homogene Integralgleichung vom Typus (9) 
befriedigt ; die noch unbekannten Koeffizienten der Reihe ergeben sich 
dann aus der inhomogenen Integralgleichung (10). Ganz entsprechend 
wird man bei Auflésung des Gleichungssystems (11) und (42) fiir /(q) 
vorgehen. Dieses Verfahren bestimmt den Gang der weiteren Entwick- 
lungen allerdings noch nicht eindeutig, da die homogenen Integral- 
gleichungen (9) und (11) im Prinzip durch verschiedene Funktionen- 
reihen fiir g(«) und A(x) befriedigt werden kénnen. MaBgebend wird 
hierbei die Konvergenz der Reihen bei Entwicklung nach dem Para- 
meter ¢=6 sein miissen. 


Wir bemerken zunachst, daB die homogenen Integralgleichungen (9) 
und (11) auch in der Form 


fg(a) costa) da =0 fiir [| Se, (9’) 
fy h(a) cos(Ca) du =0 fiir lest (11’) 


geschrieben werden kénnen, wenn wir €=—€ einfiihren. Wir verweisen 
fiir das weitere auf die SONINE-SCHAFHEITLINschen diskontinuierlichen 
Integrale?: 

2 cos (4 nz) 


fir w>aA 


Ge dt pe — 22}" 
ik Ji(At) cos (ut) — = pile } (14a) 
=, OS {n arc sin a fir w<A 
(A,ureell [> 0, Ren>0); 
— A" sin (4 nz) u 
2 Veet yea 
t = 
3 oie Ae cos { are sin a ae) 
. cere fir pw<A 


(A,ureell>0, Ren>—1). 


Das Integral (14a) verschwindet fiir w > A fiir alle ungeraden n = 2m +1 é 
das Integral (14b) dagegen fiir alle geraden n= 2 m (m ganzzahlig = 0, 
1, 2,...). Es ist daher naheliegend, zur Lésung der Integralgleichungen 


} Vgl. MAGNUS-OBERHETTINGER, Formeln und Satze der mathematischen 


mali S. 36/37. Springer 1943. J, bedeutet die Brsser-Funktion mit dem 
ndex n. ' : 
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(9’) und (41’) fiir g(«) bzw. A(x) Ansatze wie 
a Jom+1 (€ a) = 17 
a A m o ode I ‘y By J m (é a) 
m m 


zu versuchen?. Wir entscheiden uns fiir die Zuordnungen: 


= J2m+ E ) 
st0)= 24. (15) 
yh(a) = > By Jon (€ 2). (16) 


m=0 


In I wurde gezeigt, daB sich der Ansatz (15) fiir die Behandlung der 
Spaltbeugung im ,,elektrischen Fall‘‘ als geeignet erweist. Derselbe An- 
satz wiirde jedoch beim ,,magnetischen Fall“ auf Konvergenzschwierig- 
keiten stoBen. Dagegen wird, wie weiterhin gezeigt werden soll, die Be- 
handlung dieses Falles beim Ansatz (16) erméglicht. Hinzu tritt noch 
ein weiteres Argument. Nach der Kantenbedingung — die, sofern die 
Auflésung der Integralgleichungen gelingt, automatisch erfillt ist — 
ist zu verlangen, daB sich Wellenamplitude und Energiedichte in der 
Nahe der Spaltrander im elektrischen und magnetischen Falle analog 
verhalt, d.h. bei Annaherung an die Rander mit der gleichen Potenz 
des Abstandes zu- bzw. abnimmt; fiir die Art der Singularitaéten des 
Wellenfeldes ist aber bei der FourtER-Analyse des Wellenfeldes gerade 
das Verhalten bei groBen Werten von + maBgebend. Nach (15) und 
(16) ist mit Riicksicht auf (13) die asymptotische Abnahme von g(a) 
und /(«) fiir groBe |«|-Werte aber die gleiche, namlich beidemal pro- 
portional «—!. Nachdem gezeigt werden konnte, daB im ,,elektrischen 
Fall‘ der Ansatz (15) zum Ziele fiihrt, darf daher angenommen werden, 
daBim ,,magnetischen Falle“ gerade beim Ansatz (16) eine entsprechende 
Behandlung durchfiihrbar wird?. 


3. Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten A,, und B,,. 


Die Entwicklungskoeffizienten A,, und B,,, Gln. (14) und (415), er- 
geben sich nunmehr aus den inhomogenen Integralgleichungen (10) und 


1 Prinzipiell gibt es noch andere Ansatze, z.B. mit Bresser-Funktionen mit 
halbzahligem Index, die jedoch beim Spaltproblem — anders als bei der Beugung 
an der kreisférmigen Offnung (vgl. die folgende Arbeit in diesem Heft) — nicht 
zum Ziele fiihren. 

2 Wie sich aus der SoMMERFELDschen Lésung fiir die Beugung elektromagneti- 
scher Wellen an der Halbebene entnehmen lat, nimmt sowohl im elektrischen wie 
im magnetischen Falle die Wellenamplitude w=€, bzw. =, wie \r gegen die 
Spaltrander ab (wahrend die Energiedichte in beiden Fallen wie 1/y zunimmt). 
Es ist leicht zu sehen, daB die Abnahme von u wie Vv gegen die Spaltrander gerade 
bei einem asymptotischen Verhalten von g(x) und h(x) wie a—# fiir groBe Werte 
von (x) herauskommt. 

, 14* 
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(12). Diese lassen sich mit Riicksicht auf (13) jetzt umformen in: 


yA {fia x2 Jom+1(€%) cos (C a) Wyte 


a 


+if ei tends cos (¢ «) in| =3 fir ,|Gl<z 


s Bu f Famlead costa) gy; f amlendcosiea) g a} = ¥ 
0 \ iL \oe2 —1 


a) Elektrischer Fall. 


(10') 


(12') 


Die Berechnung des Koeffizienten A,, wurde in I, § 2 als Potenz- 
reihenentwicklung nach e=kb fir den ,,engen“ Spalt (e <1) bereits 
durchgefiihrt. Wir wiederholen hier, soweit fiir den Vergleich mit dem 
magnetischen Fall nétig, nur die wichtigsten Rechenschatttas Zunachst 


schreiben wir an Stelle von (10’) kiirzer: 


t 


v4, (02 +102) =4 fir |e|<e. 


ett Nala radi / 


Jismow asnumoneage vatielh kh it of4iX oye (2b) steak: 


1aBt sich @) in sere Teilintegrale UN ae fis? markseits Lass 


4 


Of = a oe mee Ym 
f Tamea(€0) 608 (Ca) dae — | 


PS Pe a8 Ri 


(10"’) 


aa | 


7) 
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ai iy afy 
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wenn wir x =£/b =C/e einfiihren und unter den U* (x) TSCHEBYSCHEFF- 
sche Polynome 2. Art! verstehen; insbesondere wird U¢* (x) =1, wahrend 
alle héheren U,* (x) Polynome »-ten Grades in x sind. Ferner verschwin- 
det @,) wie e?”*+ mit abnehmendem e¢. Behalt man in (10) bzw. (10’) 
nur die mit abnehmendem e¢ immer mehr iiberwiegenden Glieder bei, 
so erhalt man in erster Naherung 


= 
ze Picts Oy ( ‘) oa , fiir [| <a y 
m=0 
und da nur % (x) =1/e konstant ist, so ergibt sich wegen der Eindeutig- 
keit der Entwicklung in x unmittelbar: 


A,=-—> Awe) fiir WARD Jes (19) 
Somit wird nach (15) in erster Ndaherung: 


g(a) == BEY | (20) 


2i a 


Ferner wird nach ( d (20) mit Riicksicht auf (14a) [vgl. auch I, 
11 


7) 
Gin. (1.9) und (1.14)]: 
(6.0) = 4, 6) = 4 [1 — (21) 


Die héheren Naherungen ergeben sich aus (10’) bzw. (10’’), wenn 
man die auftretenden Integrale konsequent nach Potenzen von é¢ ent- 
wickelt. Stellt man die linke Seite von (10) als Reihe nach TscHEBy- 
SCHEFFschen Polynomen dar, so miissen, da die rechte Seite konstant 
ist, alle Koeffizienten mit Ausnahme dessen von U,* (x) verschwinden. 
Man erhalt so ein unendliches Gleichungssystem, das eine sukzessive 
Auflésung nach den A,, gestattet. In zwedter Ndherung ergibt sich?: 


doa Sift (mes +S ria) 4| 


2 
Ay=35; +" 


(22) 


1 Wegen der Bezeichnungen vgl. man Macnus-OBERHETTINGER (Springer 1943), 
S. 78/79. Dort wird 


U* (x) = sin [(m + 1) arc sin 7] 2, Uy ey (#) 


ji—# yi—-# 
definiert. In I hatten wir an Stelle der gesternten™ Polynome U,* (x) die U, (x) 


benutzt. 

2 Vgl. hierzu I, Gln. (2.22); die Koeffizienten A,, sind in I mit C,, bezeichnet. — 
Die dortige Angabe der Formeln (2.22) war noch nicht korrekt. Gegeniibers einer 
parallel laufenden Untersuchung von R. Mirier und K. WestpFAuHL [Z. Physik 
134, 245 (1952)] bestanden in der Koeffizientenbestimmung zweiter Naherung 
zunachst geringfiigige Unterschiede. Man vel. jedoch hierzu die Anmerkung bei 
der Korrektur (am Schlrsse dieser Arbeit). 
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b) Magnetischer Fall. 

Die Berechnung der Koeffizienten B,, im magnetischen Fall (ma- 
gnetische Feldstarke parallel den Spaltrandern) lat sich in weitgehender, 
aber keineswegs vollstandiger Analogie zur Berechnung der A,, im 
elektrischen Fall durchfiihren. Zundchst schreiben wir an Stelle der 
Integralgleichung (11’) kiirzer: 


(WO —7V) =4 fiir |el< e. (128) 


Um die erste Naherung von /(«), d.h. den Koeffizienten By, zu bestim- 
men, gentigt wiederum die Untersuchung des Unendlichwerdens der in 
(12’) bzw. (12’’) auftretenden Integrale mit verschwindendem ¢. Man 
iiberzeugt sich [durch Entwicklung von J,,,(€«) in eine Potenzreihe} 
unmittelbar, daB das Integral 


1 
wi) — [ feneaeees ae (12a) 
e © \1 — 
0 
sich in eine rasch konvergierende Potenzreihe nach «?, beginnend mit 
e*™, entwickeln 1a8t. Eine entsprechende Potenzreihenentwicklung ist 
dagegen bei 


ys(2) — Jom (€%) cos (F ax) vhs (12b) 
i i 2 —1 


wegen des unendlichen Integrationsgebiets nicht ohne weiteres méglich: 
fiir m=O wird das Integral im Limes e—0 divergent. Um die Art des 


Unendlichwerdens fiir m = 0 zu ermitteln, substituieren wir y = ¢ \ o—1, 
wodurch ¥4) in 


jf wiles y®) cos (x Ye? + 9?) ey 
0 


Jeary 
iibergeht (x = ¢/e). Nach Wahleiner GréBe q, die der Bedingung s<q<y, 


unterliegt, worin y, die erste Nullstelle von J)(y) ist, laBt sich Y?) mit 
hinreichender Naherung durch 


q foe) 
dy Jo(y) cos (¥ y) 
I Tas3 +f y m8 


darstellen ; hierin hat das erste Integral den angenaherten Wert In (2q/e), 
wahrend das zweite eine bestimmte Funktion f(x, q) ist. Wir finden 
daher 


YI w —Ine+In2¢ +(x, 9). 
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Bei einer strengeren Berechnung fallt natiirlich g im Endresultat heraus 
und wir haben genauer: 
=) 
9 ' tT 2. 5 
Yo =—Ine+ Yb, (x, Ine) ce" (23) 
n=0 
mit noch zu bestimmenden dg ,,(x, Ine). Fiir die erste Naherung ist das 
Glied —In ¢ ausreichend. Indem wir uns auf dieses von x unabhangige 
Glied als im Limes ¢->0 alle anderen Glieder auf der linken Seite von 
(12’’) iberwiegend beschranken, erhalten wir aus (12’’) unmittelbar 
1 
27 ne 


By = (24) 


Bei einer etwas genaueren Abschatzung ergibt sich! 


1 


= —————— = ,A' 
By Mi $e PRUE. (24’) 
2(a+iln? = igR] 


worln y=0,5772... die EuLersche Konstante bedeutet (das letzte 
Glied —i #8 ist ein Naherungswert). — Hiermit sind wir in den Stand 
gesetzt, das Wellenfeld in erster Naherung anzugeben. Durch Eintragen 
von (24) bzw. (24’) in (16) erhalt man: 


“Ain 1 wf 0 (€ x) 
fps hades Te er ps Ji—a’ (25) 
wobei iiber die Konstante a je nach den Genauigkeitsanspriichen noch 
verschieden verfiigt werden kann. Nach (24’) ware 


et eg oy (25a) 
zu setzen. 
Was weiter das Verhalten des Wellenfeldes in der Schirmebene z = 0 
betrifft, so ist zunaéchst nach (8) und (12) 


un (E,0) =H, (é)=1 fir [é|<d. (26) 


Dariiber hinaus 148t Gl. (16) auch eine Darstellung von v,=@u,/0z in 
der Schirmebene zu. Wir haben namlich, vgl. (8), 


d,(€) = | ihe je se 21 ely h(a) cos ( a) da 


= 21k By f Jom (x) cos(Ca) da 


m=0 


und daher nach (14b) 


cos [2m arc sin (&/d) | 


eV1— Eb? 


v (8) =2ik > B,, fir |&|<0. 
m=0 


1 ZIMMER, E.: Staatsexamensarbeit. Freiburg i. Br. 1953. 
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Mit Riicksicht auf die Definition der TscHEBYSCHEFFschen Polynome 
1, Art* 1, (a)ist 
cos (2marc sin x) =(— 1)” T,,, (x), (27) 


daher wird 


ries _ 2tk ‘ ee Ne Ty m (E/0) | fij = pe 28 
mele QM" Ba eae dE 28) 


In erster Naherung erhalt man somit wegen (24’) bzw. (25) und TJ, (x) =1: 


k 1 ee 
e(Ine+ a) \1— (&/b)? : 


do(é) = (29) 


Auferhalb des Spaltes, fiir || > 0, ist dagegen nach der Randbedingung 
03 () = 0?. 

Die héheren Naherungen ergeben sich bei systematischer Entwicklung 
der Integrale ¥ und Y%?) nach Potenzen von e?. Wir geben hier nur 
das allgemeine Schema an und verweisen beziiglich der Einzelbegriin- 
dungen auf die Arbeit von E. ZIMMER. — Man findet in Erganzung zu (23) : 


oo 
PO) — > ang (% neler tir) Ao 
=o 
- (30) 
Ys (2) — = Oi a (%, Ue) e2n fiir Views 
n=0 


Das durch Einsetzen von (23) und (30) in (12’’) und Vergleich der Koeffi- 
zienten von T),,(x) entstehende unendliche Gleichungssystem fiir die B,, 
gestattet eine sukzessive Auflésung®. Man erhalt so fiir die B,, ein 


1 Siehe MAGNUS-OBERHETTINGER, S. 78. 

2 Das Ergebnis (29) gestattet einen Vergleich mit einer Angabe von A. SoMMER- 
FELD in seiner ,,Optik“, § 39, Gln. (19) und (22)ff. Hiernach ist die funktionale 
Abhangigkeit bei 0,(£) — dort mit w(x) bezeichnet — in erster Naherung genau 
dieselbe wie bei SOMMERFELD. Wie schon in I, S. 312, FuBnote 2, hervorgehoben 
wurde, fehlt bei SOoMMERFELD im Ansatz fiir die GREENsche Funktion ein Faktor 
im/2. Nach Anbringung dieser Korrektur wird in eyster Naherung weitgehende 
Ubereinstimmung mit SOMMERFELD erreicht. Da bei SOMMERFELD Ine¢ nur in 


der Verbindung In auftritt, so ware nach SOMMERFELD 
1 


a=Iny—In4—i— 


zu setzen, was mit (25a) nicht genau iibereinstimmt. Dasselbe gilt auch fiir ein 
entsprechendes Ergebnis von R. MLLER und K. Westpuat, a.a.O. [siehe hierzu 
die Anmerkung bei der Korrektur (am Schlusse dieser Arbeit)]. — Dagegen 
mu betont werden, da8 der SOMMERFELDsche Ansatz (13), S. 285, fiir héhere 
Naherungen von %,(€) nicht mehr brauchbar sein kann, wie der Vergleich mit 
obiger Darstellung (28) zeigt. Man vgl. hierzu auch I, Fu note 2, S. 310. 

3 ZIMMER, E.: a. a. O. 
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Schema der Form: 


foe) 
Bn te 2 Oman (In é) + g2(m+n) (3 1) 


Wir geben hier die Endformeln in zweiter Ndaherung an?: 


1 f & 7 1 
B, = . 2 4) 2 i eae esl Sl Ral 
0 27 (In e+ a) \! ; ale Sel) ae j | t 
en Heda t> 1 62) 
me ie 


wobei a entsprechend (25a) einzusetzen ist. 
Auf die Diskussion dieses Ergebnisses sowie von (22) gehen wir erst 
im folgenden Abschnitt ein. 


4. Intensitat und Polarisation des gebeugten Wellenfeldes. 

Nach Ermittlung des Fourter-Amplituden g(a) und A(x) in erster 
und zweiter Naherung wenden wir uns zur Diskussion der Intensitats- 
verteilung und der Polarisationsverhaltnisse im gebeugten Wellenfelde. 
In hinreichend groBer Entfernung von der beugenden Spaltéffnung 
— in der ,,Wellenzone‘‘ — hat das Wellenfeld den Charakter einer von 
der Mittellinie x —z=—0 des Spaltes ausgehenden Zylinderwelle. Da das 
elektromagnetische Wellenfeld in der Wellenzone streng transversal wird 
(wobei in den beiden Hauptfallen nur einmal der elektrische, das andere 
Mal der magnetische Vektor parallel den Spaltrandern schwingt), so 
geniigt fiir die Beurteilung der Feldverteilung vollstandig die Kenntnis 
der skalaren GréBen u, =, bzw. uy=,. Die Intensitat des Feldes, 
gemessen durch den Poyntincschen Energievektor, wird proportional 
| #,|? bzw. | s|?. 

Zunachst ist es aber nétig, von den FourtER-Amplituden g(x) und 
h(a) zu der azimutalen Amplituden- und Energieverteilung im Beu- 
gungsfeld iiberzugehen. Wir setzen daher, indem wir den Abbeugungs- 
winkel # gemaB ] 


a =sin#, y=) —oa2=cosd (33) 
einfiihren (s. Fig. 1), fiir z > 0: ; 
+2/2 ; 
tic J A(d) ek (sind - x+cosd- 2) dd 
ls (34) 
42/2 , 
ge f B (8) eik (sind - x-+cos Oz) ad. 
—n/2 ; . 
Der Vergleich mit (7) und (8) ergibt ‘ 
A(#) = g(sin#) cos#, B(d) =h(sin#) cos#. (35) 


1 Man vel: hierzu die Anmerkung bei der Korrektur. 


208 H. Hont und Eva ZIMMER: 


In (34) haben wir die Integrationsgrenzen von @ gleich + 7/2 gesetzt, 
also nicht entsprechend «= -+ oo wie in (7) und (8). Dies ist berechtigt, 
da die Integrationsbereiche || >41 nur zu dem in |2z| exponentiell ab- 
klingenden Feld der am Schirm haftenden Oberfldchenwellen einen Beitrag 
liefern, wahrend jede Beobachtung von FRAUNHOFERscher Beugung einen 
Bereich von Rawmwellen erfaBt. Ubrigens ist nach (7) und (8) das nach 
vorwarts und riickwarts gebeugte Wellenfeld ganz gleich beschaffen, 
so daB wir uns im folgenden auf den Winkelbereich —az/2< 8< +a/2 
beschranken k6énnen. 

Weiterhin kénnen wir hinsichtlich der eznfallenden Strahlung ver- 
schiedene Annahmen machen. Die charakteristischen Hauptfdlle sind: 

a) Die einfallende Strahlung ist vollsténdig polarisiert (wie bei Ver- 
suchen mit kiinstlich erzeugten Ultrakurzwellen). 

b) Die einfallende Strahlung ist vollsténdig unpolarisiert (wie bei 
Versuchen mit natiirlichem Licht). 

Sofern wir zunachst nur nach den relativen Intensitdtsverhdlinissen 
fragen, haben wir als MaB fiir diese: 

a) Bei vollstandig polaristerter einfallender Welle im elektrischen und 
magnetischen Fall: 


I, =|A (8), I, = |B(d)/?. (36) 


Sind in der einfallenden Welle die Wellenfelder mit parallel und senk- 
recht schwingenden elektrischen Feldstarken im Verhaltnis der relativen 
(im allgemeinen komplexen) Amplituden a und b gemischt, so wird die 
Intensitat 


T=|aA (0/2 + [bB(A)P. 637) 


In diesem Falle ist die gebeugte Strahlung im allgemeinen (nach Mab- 
gabe des Winkels #) elliptisch polarisiert. 


b) Ist die einfallende Strahlung dagegen unpolarisiert, so haben wir 
fiir die gebeugte Strahlung die Intensitdtsverteilung 


T= }${[4 (8)? +| BO) 7} (38) 
und (nach der gewoéhnlichen Definition!) den Polarisationsgrad 


sea er 
o) Pada 


(39) 


Wir wollen die vorstehenden allgemeinen Formeln nunmehr auf die 
Darstellung des gebeugten Wellenfeldes fiir den sehr engen Spalt anwen- 
den. Wir begniigen uns bei der Diskussion mit der ersten Naherung, da 
schon nach dieser charakteristische Erscheinungen zu erwarten sind. 


+ Vgl. z.B. M. Born: Optik, S. 290, Berlin: Springer 1933. 
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Wir berechnen zunichst die Intensitait des gebeugten Wellenfeldes 
hinter dem Beugungsschirm fiir die erste Naherung. Nach (20) und (25 
haben wir zuniichst 


_ @ flea) 1 Jy (ex) 
a ts -- — ee A AB 4 F 
& (x) h(a) = ;: = (40 


21 Folled 


daher bei Einfiithrung von 


n= ea=—esin? (41) 
nach (33) und (35): 
A())= CAM) cos 9 | 
21 » . 
» (42) 
BO) => ht | 
und endlich nach (36): 
als 
Tyee | AM \ cos? ? | 
4 \ 7) 
(43) 
l. ~ Fined ape ol) P. | 
Die Winkelabhangigkeit der 


Beugungsintensitat kommt einer- 
seits 1 2 i 
an dem Faktor cos a bei I, , Fig. 2. Intensitaétsverlauf fiir @=0 als Funktion 
der bel Ty fehlt, andererseits durch von ¢€=227b/A fir parallel und senkrecht zu den 
: : x : : Spaltrandern schwingende elektrische Feldstarke 
die verschiedene Abhangigkeit von (Z\ und I, ) im Vergleich zur FRESNEL-KIRCHHOFF- 
7H in charakteristischer Weise zum schen Beugungstheorie (Irx). Die ausgezogenen 
4 A Kurvenziige von J) und J; sind im oberen Teil 
Ausdruck. Doch fallt die letztere extrapoliert, die gestrichelten entsprechend der 
Abhangigkeit im allgemeinen nur zweiten und dritten Naherung berechnet 
2 3 G Re oh fG (s. auch FuBnote 2, S. 210). 
wenilg ins ewicnt, a Sic ur 


kleine Werte von « die Beugungsfunktionen innerhalb des ganzen 


Winkelbereiches — = <#<+ = nur wenig andern; auf den Faktor 


cos? # werden wir noch zuriickkommen. 

Dagegen haben die von ¢ abhangigen Faktoren praktisch (z.B. fiir 
Mikrowellen) die gréBte Bedeutung. Nach (43) wird fiir ¢=2z7 b/A die 
Intensitat 7, fast véllig unterdriickt, wahrend demgegentiber J, (wegen 
der nur logarithmistischen Intensitatsabnahme) erst fiir sehr kleine 
Werte ¢ verschwindet. Dies hat unter anderem zur Folge, daB bei ein- 
fallender unpolarisierter Strahlung die abgebeugte Strahlung fast véllig 
polarisiert ist, so namlich, daB die elektrische Feldstaérke fast senkrecht 
zur Spaltéffnung schwingt. Der Effekt ist qualitativ bei der Beugung 
elektromagnetischer cm-Wellen an Drahtgittern sehr einfach nach- 
zuweisen 1. a 


1 Siche etwa G. F. Hutt: J. of Phys. 17, 559 (1949). 
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a 


Fig. 2 zeigt den Verlauf von I, und 7, fir #=0 als Funktion des 
Parameters e=kb. Zum Vergleich ist fiir gréBere Werte von eé die 
FRESNEL-KircuHorrsche Beugungstheorie herangezogen, in welche die 
Formeln (43) mit wachsendem ¢ asymptotisch iibergehen miissen. Nach 
der FRESNEL-KrrcHHoFFschen Theorie ist + 


F o é? /sinn)\2 o 
Ipx = | rx (a)|? + cos* 5 akat eae cos*—. (44) 


Fiir ?9—=0 haben wir daher die rvelativen Intensitaten: 


e2 


ae" (45) 


et 1 
Layee Lom wipe Ipn~ 
Das Ubergangsgebiet zwischen den Formeln fiir den sehr engen und 
sehr weiten Spalt ist interpoliert?. 

Eigenartige Verhaltnisse ergeben sich, wenn man zur genaueren 
Diskussion der Winkelabhangigkeit von Polarisation und Intensitat bei 


gegebenem kleinen « tibergeht. Nach den Formeln (42) und (43) hat es 


1 Nach der klassischen KircHHorFrFschen Formel wird die Wellenamplitude u 
in einem Aufpunkt P hinter dem Beugungsschirm durch das Integral 


4 et k(ro+7) d 
u{ Py aor me es [cos (1, r) — cos (11, to) ] do 
(0) 
dargestellt, wenn 1 die Normale des Schirmes nach der der im Endlichen angenom- 
menen Lichtquelle Q abgewandten Seite des Schirmes, r und r, die Radiusvektoren 
vom Element do nach P und Q bedeuten (die Lichtquelle sende die Kugelwelle 
e’kro/y, aus); die Integration ist bekanntlich tiber die ganze Offnung o zu erstrecken 
(vgl. die bekannten Darstellungen der Optik). Demgema8 wird bei FRAUNHOFER- 
scher Beugung (P und Q im Unendlichen) und bei senkrechtem Einfall der Primar- 
welle der ,,FRESNELsche Faktor‘‘ 
cos #-+ 1 2? 
== Cos ‘ 
2 2 
also gleich dem Mittelwert 3 [A (#) + (#)] der Faktoren cos # und 1 bei parallel 
und senkrecht zu den Spaltrandern schwingender elektrischer Komponente nach 
der strengen Theorie. Andererseits wird beim Spalt 
13* i 
fpe™do~ f ohare) feet patos 
(o) —6b 71) 
fiir «= sin #, x = 0, also nur Funktion von 7 =kb sin®. Auch nach der KircHHOFF- 
schen Theorie lat sich demnach die skalare Wellenamplitude in Faktoren f (yn): K (8) 
spalten, nur da beide Faktoren anders als nach der strengen Theorie bestimmt 
werden. 


K (8) =3 feos (11, 4) =1c0s (11, to) = 


* Die Interpolation zwischen den strengen Formeln fiir kleine Werte ¢—hb 
und der FresNeL-KircuHorrschen Theorie kann formelmaBig nur sehr wenig 
genau durchgefiihrt werden, da die hdheren N aherungen unbekannt sind. Immerhin 
diirfte die in Fig. 2 eingezeichnete Kurve fiir J  Sicherer sein als die Kurve fiir I, ; 
nach den durchgefiihrten Rechnungen (bis zur dritten Naherung) scheint eine Uber- 
schneidung der Kurven nicht ausgeschlossen. 
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zunachst den Anschein, als miiten Amplitude und Intensitit in den 
beiden Hauptfallen mit wachsendem # periodisch verschwinden und 
wieder auftauchen, und zwar derart, daB die Nullstellen von A (#) und 
ZI, (#) [Nullstellen von J, (#)] von denjenigen von B (¥) und J, (#) [Null- 
stellen von J,(#)] weit getrennt liegen. Man iiberzeugt sich indessen 
leicht, daB diesen Nullstellen im Anwendungsbereich unserer Formeln (42) 
und (43) (fiir die erste Naherung) keine reellen 9-Werte mehr entsprechen. 
Man ibersieht dies am einfachsten, wenn man die Lage der Nullstellen 
in einem Diagramm mit =e sin# als Abszisse und ¢ als Ordinate ein- 
tragt. In Fig.3 ist auf der Abszissenachse die Lage der Nullstellen von 


& 99R 10 


Fig. 3. Lage der Intensitatsminima von J), J; und Irx. Abszisse 7 =esin&, Ordinate e=kb. Der Be- 
reich oberhalb der Geraden ¢=7 ist allein der Beobachtung zuganglich. Die Lage der Nullstellen von J) 
und J, ist fiir e <1 berechnet, im weiteren Verlauf mutmaBlich extrapoliert (gestrichelt). 


A (#) und B(#) fiir den Limes e—0 eingetragen. Fiir groBe Werte von 
e(e>>1) nahern sich die Nullstellen von A(#) und B(#) immer mehr 
denjenigen der FRESNEL-KiRCHHOFFschen Beugungsfunktion, d.h. den 
Stellen y7=n a (n ganzzahlig 21). Da der reale Winkelbereich von 
|| auf |8|< 2/2 beschrankt ist, entspricht der zugangliche Bereich dem 
Gebiet oberhalb der eingezeichneten Geraden e=y(sin?=1). Da aber 
der Giiltigkeitsbereich unserer ersten Naherung auf e<1_ beschrankt 
ist und auch die héheren Naherungen keinesfalls tiber e=1 hinaus an- 
wendbar sind, so ist aus Fig. 3 ersichtlich, daB die Nullstellen von 
A(8) und B(#) dem Experiment jedenfalls nicht ohne weiteres erreichbar 
sind?, 

Fig. 4 zeigt die Winkelabhangigkeit der Intensitaten 7, (9), I, (8) 
und J;,(8) fiir e=1 gemaB den Ausdriicken (43) und (44). Die 


1 Man kénnte daran denken, die Beugung hinter der Spaltoffnung in einem 
Medium von hohem Brechungsindex zu untersuchen; z.B. wiirde bei cm-Wellen 
die Wellenlange in Wasser um den Faktor 1/n= 1/9 verkleinert werden. Entspre- 
chend werden die Interferenzminima hinter der Offnung bei kleineren Ablenkungs- 
winkeln liegen, so daB méglicherweise die Stellen verschwindender Intensitat zu- 
ganglich werden. Allerdings wiirde hierbei die Absorption schon eine wesentliche 
Rolle spielen. 
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Abhiangigkeit von 7 spielt fiir e =1 nur eine geringe Rolle; der Verlauf der 


Kurven ist im wesentlichen durch die Faktoren cos?@, 1, cos* bs be- 
stimmt. 

Fallt linear polarisiertes Licht unter einem Azimut g»), gemessen als 
Winkel der Schwingungsrichtung von & gegen die y-Achse, auf den 
Spalt ein, so wird nach der Beugung das Azimut der elektrischen 
Schwingungskomponente gegentiber q, fiir ¢ <1 stark verdndert sein, 
da im allgemeinen die Amplitude B(#) gegeniiber A(#) stark tiberwiegt. 
Offenbar ist 

Bi 2 y 1 

tgp = sa tS Po= Siete al sae “<Sosg 18 Po- (46) 
Wir wollen davon absehen, da8 a einen im Vergleich zu In « fiir e<1 
kleinen imaginaren Anteil enthalt, bei dessen Beriicksichtigung sich die 
gebeugte Strahlung als schwach ellip- 
tisch polarisiert ergeben wiirde. Nach 
(46) ist m auBer fiir vg) =0 dann nahezu 
gleich a/2. Die erste Nullstelle von 
Jo(y) wird nach dem Vorangehenden 
erst fiir groBe Werte von « erreicht 
(© >a), fiir welche unsere Naherung 
nicht mehr ausreicht. Wir befinden uns 


g° 


° 
x 


+% 

Fig. 4. Winkelabhangigkeit der Intensitaten 

J (9), 7, (9) und IpK(8) fir e=1 gemaB 
(43) und (44). 


dann praktisch schon im Giltigkeits- 
bereich der FRESNEL-KIRCHHOFFschen 
Theorie, fiir welchen sich die Nullstellen 
von A(#) und B(#) emander annahern 
und daher ein Umklappen der Polari- 
sationsebene wohl schwer feststellbar 


sein diirftet. 
Es mége noch der Fall ins Auge gefaBt werden, daB die einfallende 
Strahlung, wie bei natiirlichem Licht, unpolarisiert ist. In erster Nahe- 
rung haben wir dann nach (38) und (42): 


et 


10) = 2 {a5 (PAM) costo + rea Lola), 


: (47) 


wobei natiirlich das zweite Glied den Hauptanteil abgibt. Fiir den 
Polarisationsgrad JT ergibt sich in gleicher Naherung aus (39): 


Sine Be e*|Ine+ al? 2 Ji (m)/n \2 2 
1 ; ( rac J cos o. 


1 In jedem Falle diirfte das experimentelle Studium der Polarisation in dem _ 
Zwischenbereich ea a bzw. Aw 2b, in welchem weder die FRESNEL-KIRCHHOFFSChe 
Theorie noch die Formeln fiir den engen Spalt anwendbar sind, von besonderem. 
Interesse sein. 


(48) 
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Die Abweichung von der vollstandigen Polarisation ist im ganzen zu- 
ganglichen Bereich beim engen Spalt iiberall sehr gering. 

Bei Beriicksichtigung der zweiten und hdherer Naherungen werden 
die hier diskutierten Verhaltnisse prinzipiell nur wenig gedindert. Wir 
beschranken uns hier auf die Angabe von A(#) und B(9) bis zu den 
Gliedern in zweiter Naherung. Man findet hierfiir nach (22), (3 2) und (35): 


A(#) =| * 1—— (Ins $a’) +...) Ae ae e [1-+-+] Aly ffoosd 


4 21 H 
BO) = sae (1+ 2 (14 4 Ny (42) 
2t(ine all> +4 | Ineta] | { (7) + | 2 
“tte (1 1 +) alg) tos | 


Diese Formeln sind der Berechnung der Intensitaten in Fig. 2 zugrunde 
gelegt worden. Aus ihnen ]aBt sich auch der ungefahre Verlauf der Lage 
der Minima von |A(#)| und |B(#)| mit zunehmendem « (s. Fig. 3) er- 
mitteln. 

Endlich mége noch das Auftreten des Faktors cos # bei A(#) im 
Gegensatz zu B(#) nach Gl. (42) bzw. von cos? # bei J, im Gegensatz 
zal, nach Gl. (43) erlautert werden. Wahrend namlich die 7-Abhangig- 
keit dieser GréBen das Interferenzphanomen zum Ausdruck bringt, hat 
das Auftreten des Faktors cos# bzw. cos? ? unmittelbar mit dem pri- 
maren Ausstrahlungsvorgang zu tun. Um dies genauer einzusehen, 
k6nnen wir uns auf einen schénen Satz von MAvE! tiber komplementare 
Beugungsprobleme stiitzen (BABINETsches Theorem). Dieser Satz ge- 
stattet es, die Beugungserscheinungen an zwei komplementaren, d.h. 
sich zur vollen Ebene ergaénzenden SchirmenI und II aufeinander 
zuriickzufiihren, und zwar in der Weise, daB hierbei dieselbe einfallende 
Welle, aber verschiedene (,,komplementare‘‘) Randbedingungen aui den 
Schirmen benutzt werden?. Man setze im elektromagnetischen Falle 
die Randbedingungen voraus: 


gers — 0 auf I, Hrs — 0 auf IT, 


wobei im iibrigen die Zerlegung vorgenommen werde: 
€, = & + EF, Ey = G + Eh; 
9; = Do + Df, Sq = So + Oh- 


1 Mauve, A.-W.: Z. Naturforsch. 4a, 393 (1949). Herrn Prof. MavE mdéochten 
wir fiir seinen Hinweis herzlich danken. — 

2 Ein analoger Satz wie bei Mave war schon vorher von J. MEIXNER [Z. ee 
forsch. 3a, 506 (1948)] formuliert worden. MEIXNER halt im Gegensatz zu MAUE 
an denselben Randbedingungen fiir die komplementaren Schirme fest, vertauscht- 
jedoch die elektrische und magnetische Feldstarke in der einfallenden Welle. Fir 
unseren Zweck bietet die MAuveEsche es gréBere Vorteile. 
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(Gy, So einfallende Welle, ‘6’, 5 gebeugte Welle). Alsdann 14Bt sich 
zeigen!, daB sich das BABINETsche Theorem jetzt so zusammenfassen 
laBt: 


Schattenseute - Lichtsette: 
© c © ¢ (I) PS « (II) 
C, nt Cy =. Ep, C; 7% or a Gp ref 75 i Go ren» 
~ ~ ~ aie (11) 
9, + Dy = Do, 9,;—- 9, = Hye = — Do ret: 


AuBerhalb der Richtung der einfallenden und reflektierten Welle sind 
somit die Beugungserscheinungen (von der Vorzeichenumkehr der Am- 
plituden auf der Schattenseite, d.h. hinter dem Beugungsschirm, ab- 
gesehen) exakt gleich. Angewandt auf unsere besonderen Verhdaltnisse 
kénnen wir daraus den Schlu8 ziehen: Das am Spalt abgebeugte Wellen- 
feld ist sowohl im ,,elektrischen‘‘ als auch im ,,magnetischen“ Falle 
dasselbe wie wenn man den Schirm mit Spalt6ffnung von unendlicher 
elektrischer Leitfahigkeit durch einen Streifen derselben Breite von 
unendlicher ,,magnetischer Leitfahigkeit‘’ (entsprechend der Rand- 
bedingung $1" =0 auf II) ersetzt?. Fiir diesen komplementaren Fall 
laBt sich aber die Winkelabhangigkeit fiir hinreichend groBe Wellen- 
langen der einfallenden Strahlung nach den HERTzschen Ausstrahlungs- 
formeln sehr leicht iibersehen: Im ,,elektrischen Fall‘‘ schwingt die 
magnetische Feldstarke senkrecht zu den Spaltrandern; dies bedeutet 
beim komplementaren Problem das Auftreten eines magnetischen Dipols 
senkrecht zu den Spaltrandern und demgemaB eine Intensitatsabhangig- 
keit von J;!P entsprechend cos?#. Im ,,magnetischen Falle‘‘ schwingt 
dagegen die magnetische Feldstarke parallel den Randern; daher kann 
beim komplementaren Problem (von der hier nicht beriicksichtigten 
Interferenzwirkung der einzelnen Teile d x des Streifens abgesehen) keine 
Winkelabhangigkeit von J‘ auftreten. Dasselbe gilt nach unserem 
Theorem aber auch fiir J? und I‘, womit alles gezeigt ist. 


Schlupbemerkung. 


Mit den vorstehenden Erérterungen diirfte das Problem der Beugung 
elektromagnetischer Wellen am engen Shalt als praktisch erledigt an- 
gesehen werden. Unsere Methode der Integralgleichungen fiihrt hier 
unmittelbar und exakter zum Ziel, als dies das herk6mmlich angewandte 
Huycuenssche Prinzip sowohl in seiner elementaren als auch in der 
strengen KircuHorrschen Fassung vermag. Dagegen bleibt noch die 
Liicke zwischen dem engen und dem weiten Spalt, auf welchen die ein- 


1 Es sei darauf hingewiesen, daBS beim Maurschen Beweis dieselben Uber- 
legungen benutzt werden, die zur Aufstellung der Integralgleichungen in A gefiihrt 
haben. 


2 Natiirlich ist dieser Fall nicht realisierbar, was aber der Uberlegung keinen. 
Abbruch tut. 
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fachere FRESNEL-KIRCHHOFFsche Theorie anwendbar ist, auszufiillen. 
Die an die Behandlung des engen Spaltes in erster und zweiter Naherung 
anschlieBenden héheren Naherungen wiirden indessen einen erheblichen 
Rechenaufwand bedeuten. Um so wiinschenswerter wire es, das Problem 
der Beugung am wetten Spalt vom Standpunkt der Integralgleichungen 
zu behandeln und hierbei vor allem die Abweichungen von dem strikten 
Grenzfall der FRESNEL-KircHHorFschen Theorie festzustellen. Leider 
stellen sich bei dem Versuch der Uberbriickung der beiden Grenzfalle 
bei naheliegenden Ansatzen bisher nicht tiberwundene Konvergenz- 
schwierigkeiten ein. Wir hoffen auf den Gegenstand bei spiterer Ge- 
legenheit zuriickzukommen. 


Anmerkung bet der Korrektur. 


Nach Abschlu8 dieser Arbeit erschien eine Abhandlung von R. MULLER und 
K. WEsTPFAHL!, welche das gleiche Ziel wie Teil I und der gegenwartige Teil II 
unserer Arbeit verfolgt. In einem Anhang zu dieser Untersuchung (§5) wird der 
Zusammenhang der Methode der genannten Verfasser sowohl mit dem Verfahren 
von SOMMERFELD als auch dem hier angewandten (insbesondere in Teil I) erértert. 
Es kann hiernach kein Zweifel sein, daB alle drei Methoden, konsequent gehandhabt, 
zum gleichen Ergebnis fiihren miissen. 

Die Bemerkungen beziiglich der von uns angewandten Methode der FourRIER- 
Darstellung des Wellenfeldes scheinen uns jedoch dahin erganzungsbediirftig, als 
noch zu zeigen ware, daB sich die eine unserer Integralgleichungen (die zwzhomogene) 
durch geeignete Umformung jeweils unmittelbar in die FrEDHOLMsche Integral- 
gleichung iberfiihren 148t, welche fiir die beiden Polarisationsfalle den Ausgangs- 
punkt der Theorie von MULLER und WEsTPFAHL (ebenso wie von SOMMERFELD) 
bildet. Dieser Nachweis soll im folgenden in Kiirze erbracht werden. 

a) Elektrischer Fall (p-Fall). Aus der FouriEer-Darstellung (7) des Wellen- 


feldes wu, folgt 
oe i Ro x 
u,(*,0}= f g(a) e"** da 
—oco 


und hieraus weiter durch FouriER-Umkehrung: 


+00 
k SOE aie 
shee f u, (&, 0) e ele 37 f= 
—oo 
+00 : 
cee lim u, (&, 0) oo tR(aE Ty A) ge, 
25 270 
—oo 


Mit Riicksicht auf die Randbedingung u(¥, 0)=0 fiir |v| >b kann hierfiir mit 


uy (&, 0) = u(&) auch ; 


+ 
soit lim f weetonas (49) 
ey 


1 Miter, R., u. K. Westprant: Z. Physik 134, 245 (1953). 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. ‘ a5 
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geschrieben werden. Einsetzen von (49) in die inhomogene Integralgleichung (10) 


+00 ik 
fg Oete ata ky TR ee? 


+b 
Bi y (x) in| lim { u(€) gik (a(a—€) +7 2] as] 1 


20 z— +0 
me —b 


ergibt jetzt 


und damit durch Umkehrung der Integrationsfolge: 


~ 


+6 “hoo * : 
lim u() pee f eb hla(e—8) +74] dy — ami. (50) 
Z—> 0 } 02 
= —oo 


Nun ist aber nach Substitution von «= cos #, y=sind ; 


Ti) ‘ 
fe ik (a (#—é)+y2] yin , fs Be taiely See si Pa ie AX(h R), 


é 

ee tk dz 

R=V@—H +2, : \ 

wobei der durch C bezeichnete Integrationsweg in der §-Ebene gemaB der one ; 

schrift (13) gerade auf die erste HANKELSche Aveo Hj fiihrt. Hiernach geht 
(50) in ; St sans 


+b 5 nail : 
lim nde u(Q) FARR) dE=—2h (54) ; 
a> t0 Sen § “sl coterie Hee N 
: maa eda soiioias ; 
cae nt Re bi ne tiite wie elie! Soxmeneei die Intepmalaleitng fiir sel )ak sep 


pare icf 3c J STA ff f B! ree ob vA joel vane . 


fue) ate | — €)) cosh x Hyelgpyas— 2 (1 earn lsd 


Die Gin. (50) und (51?) sind mit (1 d (13 Fahey seinstimmend, 
von on MULLER Sota ae 27) ie : 2) mine 


- b) Magnetischer Fall (dra wighoonhidibe, a _ 
erledigen. Man findet zuniichst aus Gl. (8) 


Pte: 


gen H wre 


au iibere 
1ae 


He Rickson a die ppeuahs 
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Einsetzen von (52) in die Integralgleichung (12) 


+00 k 
Pe ds Seg tar oly 
= CO 


b 


ergibt daraufhin bei der entsprechenden Vertauschung der Integrationsfolgen wie 
im p-Fall 
ek la(e—S)+y 2] 


lim | u(&)d& | (eho a — Oe a) 
0 


z>it0. . ia 


oder nach der Fourier-Darstellung von Hi(k R): 


1 v (¢) Hi f= 
en (§) Ho(k R) dé = 21 (53) 
bzw. 
4b 
J v(é) Hi(k| x — é|) dé = 23 (53’) 


(53) und (53’) ist wieder identisch mit l.c. (12s) und (13s). 

Das Wesentliche bei diesen Umformungen ist, daB beim Ubergang vom .,Fern~ 
feld** g(x) bzw. h(a) zum ,,Spaltfeld*‘ u (&) bzw. v (£) nur noch Integrale iiber die end- 
liche Spaltbreite 2b auftreten. Die Integralgleichungen fiir w(&) und v (&) sind vom 
FREDHOLMschen Typus, sowohl Kern wie gesuchte Funktionen lassen sich (nach 
Transformation in geeignete neue Variable) in FourrER-Reihen entwickeln. Dies 
erm6glicht eine verhaltnismaBig einfache Koeffizientenbestimmung, wobei die bis zu 
eimer bestimmten Potenz von ¢? festgestellten Koeffizienten durch héhere Nahe- 
rungen nicht mehr abgeandert werden. Bei unserer Methode wird andererseits der 
Ansatz fiir das Fernfeld g(x) und #(«) schon durch die homogenen Integralgleichun- 
gen (9) und (11) nahegelegt, vgl. (15) und (16); dies fiihrt dann weiter zwangslaufig 
ebenfalls auf FouriteR-Reihen fiir w(&) und v(&) hinsichtlich des Arguments v= 
are sin (€/b), vgl. I, Gi. (1.9) und II, Gl. (27) und (28). Die Koeffizientenbestimmung 
schien aber hier trotz des iiberaus einfachen Ansatzes komplizierter als bei MULLER 
und WESTPFAHL, da die Integrale iiber « von —oo nach -++ oo in den Integral- 
gleichungen (10) und (12) in komplexer Weise zu fiihren sind und zunachst nur durch 
etwas schwerfallige Reihenentwicklungen berechnet werden konnten ; zudem konnte 
das so entstehende unendliche Gleichungssystem fiir die A,, und B,, dann nur in 
sukzessiven Naherungen approximativ gelést werden. Nach Abschlu8 des Textes 
dieser Arbeit konnte jedoch Herr A.-W. MaugE zeigen, daB sich die Integrale (10’) und 
(12’) tiber « bei zweckmaBiger Benutzung der Integraldarstellung der BessEL-Funk- 
tionen in einer viel geeigneteren Weise direkt als Potenzreihen nach ¢ berechnen lassen, 
wobei dann auch die Koeffizientenbestimmung durch Einsetzen in die inhomogenen 
Integralgleichungen keinerlei Schwierigkeiten mehr bereitet. Auf diese Weise lie8 
sich das Ergebnis von MULLER und WESTPFAHL bis zur zweiten Naherung (soweit 
die Rechnungen unsererseits durchgefiihrt worden sind) exakt bestatigen. 

Hinsichtlich des speziellen Ansatzes fiir das Fernfeld méchten wir jedoch im 
Gegensatz zu MULLER und WestpFauHL an den Zuordnungen (15) und (16) fiir den 
p- und s-Fall festhalten. [Bei MULLER und WEsSTPFAHL erschiene hier beideinale 
eine Reihenentwicklung nach geraden BrssEt-Funktionen J ,,(¢«).] Der Vorteil 
des Ansatzes (15) fiir den p-Fall springt in die Augen, wenn man die Koeffizienten 
A (2m), 1. c., mit unseren A,, [1. c. mit ‘a (n) bezeichnet] vergleicht: nur die letzteren 
werden mit wachsendem Index wie e2”—1 kleiner. Die 1. c. bis zur vierten Potenz 

3 15* 
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in ¢ (l.c. in «) berechneten Koeffizienten A(2m) entsprechen daher doch nur 
unserer zweiten Naherung. Die Koeffizientenberechnung im s-Fall lauft dagegen 
der unseren parallel und wird bis zur dritten Naherung durchgefiihrt. — Die Koeffi- 
zienten A,, und B,, sind nunmehr in volliger Ubereinstimmung mit MULLER und 
WESTPFAHL an Stelle der im Text angegebenen Formeln (22) und (32) in zwetter 
Nidherung endgiiltig (in unserer Bezeichnungsweise) : 


a) p-Fall: 
€ & 3 
ae IO eee ein fy) Meee ee UNE Ae 4 
“ a 4 (2 “i } 
ec : 
1353 ts: | 
) s-Fall 


(+See 


, | 
By =igg7q 2a Wht 


mit q= ay (y EuLersche Konstante). 
t x E 


eh Freiburg i. Br., Institut fiir Theoretische Physik. 


afktY orsidd drial Teese WM ustetil s Oy 3 ' ‘ 
’ yrsnen ( ital AT) 84.) : } ! 20 é TLE 2M JETS oe 


f Poet keneion 7 e. me . ' . 
3 PSL aly, Eis e “ sh teary . 1 wads tdewr #@ie ho Ure, 
: Sih ubhscontodl DI AIG hoiios (dtd Had Yale ee ee 
eer : ; ; 
beri fieerreawse Goediaree fet : aai?s s+ br fe ‘4 f ¥ 
Sir airarewg ed | fanh dai? esi: tier bau : t +4. Escpan: ea) ite 


t elteocniyass eos Wailiisienl iy boo Ale nit fliotiag auc pia ell egeay 
ree met too2 lL soit 488) bau (TR). Al ‘baw (oF) Te At | {ov pbs spore 4 
i ioe pk ip eg 8 27 mAteehs oolopiels aug ka enh 2 a fet Ea 


Inga t he & Gal ot es BO AAG bgtamIa ‘sib ab 


i Jus oY saxalamo at BLISS 
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JI» Vs 


Beugung akustischer Wellen 
an einer kleinen kreisf6rmigen Offnung. 
Von 
TILL ANDERS. 


(Eingegangen am 16. Marz 1958.) 


In einer Arbeit von H. H6NL? wurde gezeigt, daB gewisse Randwertprobleme der 
Beugungstheorie der Lésung zweier simultaner Integralgleichungen mathematisch 
aquivalent sind. Diese Integralgleichungen gewinnt man, indem man das Beugungs- 
feld als Fourrer-Integral ansetzt und die Randbedingungen und Stetigkeits- 
forderungen beriicksichtigt. 
Hier sollen die Integralgleichungen fiir den Fall, daB eine ebene akustische Welle 
auf die kreisférmige Offnung eines ebenen, schallundurchlassigen Schirmes senk- 
recht auffallt, aufgestellt und mit Hilfe eines geeigneten Reihenansatzes fiir die 
Wellenamplitude in erster Naherung gelést werden. 


1. Die simultanen Integralgleichungen des betrachteten Beugungsproblemes. 

Der schallundurchlassige Schirm liege in der Ebene z=0 des Ko- 
ordinatensystems x, y, z; die kreisformige Offnung vom Radius R bezeich- 
nen wir mit o. Aus dem Halbraum z <0 falle eine ebene akustische 
Welle senkrecht ein; ihr Normalenvektor sei 11) = (0, 0, 1). Das Wellen- 
feld werde durch das Geschwindigkeitspotential (x, y, z) beschrieben, 


so daB 
b = gradu. 


Die Randbedingung auf dem Schirm lautet 


=F, (x,v,0)=0  auBerhalb o. (a) 


Sei w* das Wellenfeld fiir z>0 und u~ dasjenige fiir z <0, so erfiillt 
der Ansatz 


+00 
[ h(a, B) et ar+09+79 da dB 


+00 


<o) 


+00 +00_ 


m= ht ete fof. h(a, B) e*a*+by—-74) da dB 
die Wellengleichung Au+ k?u=0 fiir «+ f?+y?=1. Die SOMMER- 
FELDsche Ausstrahlungsbedingung im Unendlichen wird hierdurch 
automatisch erfiillt. In der Offnung muB u* und éu*/éz sich stetig 


1 Hont, H.: Z. Physik 131, 290 (1952); siehe auch die voranstehende Arbeit 
von H. H6nzt und E. ZIMMER. 
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an “- bzw. 0u/éz anschlieBen, also 


u* (x, ¥,0) = 4 _(%, ¥, 0) innerhalb o, (B) 
te: CREO) ste (x, y,0)  auBerhalb o. (y) 


Die Bedingungen («), (8) und (y) fiihren dann mit dem FouRIER-Ansatz 
fir w* und uw” auf die Beziehung 


h(a, B) = — h(a. B) 


und auf die simultan zu erfillenden Integralgleichungen 


+00 -0o 

ff h(, B) e*4*+8) dadB=1 innerhalb o (I) 
+00 +00 ' 
f ff v@B) A, B) et? %**8) dadB=0 auBerhalb co. (II) 


Unter Einfiihrung der RichtungsgréBen #, p fiir die abgebeugten Wellen 
wird 
a =sin?cosy, fb=sindsing, y =cos#. 


Ferner sei 
% = # Cos wp, y=rsiny, 


so daB mit 9 =sin#? 
n= («,,y) =(e cosy, esing, /1— 0), 
dadpB = ododp. 


Wenn wir die Wellenamplitude h(«, 6), die nur von @ abhangen kann, 
mit h(@) bezeichnen, werden die Integralgleichungen (I) und (II) 


fF oh(o) ettercosv—) dpdg=1 innerhalb o 


e=0 Y 
Je V/1~ eho) cher dgdo=0 — auferhalb o. 
e=09 
Nach der integralen Definition der BEsset-Funktion J, (q) 
220 Iq (q) = $ e's? dB 
R 


lassen sich die Integralgleichungen des kreissymmetrischen Beugungs- 
problemes endgiiltig in die Form setzen 


J eh(o) Iolkr: 9) dg = fir O<7r<R (I’) 


foVi—@hle)I(kr-0)dgo=0 fir Rer, (II’) 
0 


wenn & den Radius der kreisférmigen Offnung bezeichnet. 


Beugung akustischer Wellen an einer kleinen kreisférmigen Offnung. 221 


2. Der Lésungsansatz. 


Wir versuchen diese Integralgleichungen zu lésen, indem wir — ahn- 
lich wie dies bei der Beugung am Spalt! zum Ziele fiihrt — ein geeignetes 
Funktionensystem heranziehen, nach dem / (0) entwickelt werden kann, 
so daB (II’) gliedweise erfiillt ist. (I’) liefert dann die Bestimmungs- 
_ gleichung fiir die Koeffizienten der Entwicklung. 

Das Integral von SONINE und SCHAFHEITLIN? lautet 


—A+1 
_ at (HEP 24") 

2 
f1(4) L066)i-*di= : x 
gre ayn (SEAT) pty 

x F(AeP Att ech dead Re w+; =); 
2 7 D > oF 

oder =0, wenn y—w+A4+1=—2x («=0,1,...). 


Hierbei miissen Re(uw+v—A+1)>0, ReA>—1, a und 6 reell mit 
0<a<b vorausgesetzt werden. 
Daher gilt insbesondere 


f Teeth igor at 0 fir ahh 0 OO 
Somit wird Hench? den. Ansatz Wax ae rs 
oi—e e 2h(o) = fai Cog Tent GRO) santé) 


as teeadigidh ne (N') pliedwee Sten Gk Da “eitfachheithalbt 
setzen wir q;=q > 0 fiir alle a so das die pr cae in eine einfache 


oats iT 1999 ‘dix: 4 MG Nauinriiieoin eb ren. 


; 


Das al ak te 


73 ist Boo rob aigent pice 
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Case shire 


Unter Einfiihrung der Funktion 


ep =(1- 4) -1= 5 4433 ate fiir oot 


2.02." 2-4 9 
laBt sich das Integral Y, weiter aufspalten gemaB 
W=A,—B,4+ EL, 
mit 'e 
Ay, == f o | Fa We (e 0) Iy(g 0) do 
0 
1 


Bg {0 ‘liz, Ae 0) [o(S 0) do 


0 
Lr, =f (0) 0-* Leura (€ 0) Lo(C 0) de. 


Bei Heranziehung der Reihenentwicklung der BEssEL-Funktionen nach 
Potenzen ihres Argumentes iiberzeugt man sich leicht, daB ®, und B, 


proportional «?”*4 sind. Ferner ist J) ~e1t?. Dagegen ist A,~e?}; 
denn nach SONINE und SCHAFHEITLIN ist 


A,=(=\— P(x +3) F(x+> 


1 
Vo eee reer ow), 


2 2I"(% +9 +34) 2 
wobei 
oe 
as Bievhgat 


Wahlt man gq so, daB 0<q<1, gilt naherungsweise fiir e—kR<1 
(Radius der kreisférmigen Offnung klein gegen die Wellenlinge) 


v7 os 

Pe) Sey Tir ROE eet 

Durch Vergleich der Koeffizienten der Potenzen von w? erhalt man 
hieraus ein System von unendlich vielen Gleichungen fiir die C, +. Dieses 
Gleichungssystem ist nur dann leicht lésbar, wenn die Potenzreihe A 
abbricht bzw. ein ,,orthogonales‘‘ Funktionensystem bilden. Das ist 
nur dann der Fall, wenn g = 3} gesetzt wird. Verlangt man, daB die 
erste Naherung“ fiir 4(9) durch das erste Glied der Entwicklung (A) 
erfaBt sein soll, so kann diese Forderung nur durch Spezialisierung 


c—< 
+ Eine genauere Uberlegung zeigt, da® die Koeffizienten vom Typus 


Com itelgvet*, C= 4(1 24) f(g) et-9 (fiir x0) 


sein miissen, wobei die f,(¢) Potenzreihen in g bedeuten. 
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erfiillt werden. Damit wird 


ye Tet (a> 1 a), 


wobei die F,,(}, 1, y) JAKoBI-Polynome bedeuten, die ein vollstandiges 
orthogonales Tunkionensiatans bilden. Es gelten die Relationen 


; 4 0) fir x+/ 
‘JUa=yEhdy=) 2 F he 
a as Tote eA. 


Ferner ist 


g 
| 
= 
Sp 
I 
v 
= 


Die Bestimmungsgleichungen fiir die C, 
NY OPA aA Blot : wo) = sae fir O0<w<!1 
haben wegen der Eindeutigkeit’ der Entwicklung die Lésung 


_—__— 


| mia \S 6, =0 fir x= 1,2,. 


' 
ti vi at 


nia  & Disiussion sv iSltothest ppb yl 


wget als ue 
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In ,,erster Naherung“ erhalten wir fiir A (9) nach kurzer Zwischen- 
rechnung 


AG) SEE, . apSER SNe. 


ge Si 
Die Geschwindigkeitsverteilung in der kreisférmigen Offnung 
(0<7<R) ist 


’, = ao anikf ol t— orh(e) Lo(E 0) do 
0 E 
= 20k DC, J of Tanas (€0) I,(f@)4 
Wegen — d 
cs) F T'(*#+1) ‘ 1 
27. peed ih d = —_ + FF Ale rs ee F a 
feblaailed lite) do= sang yt th at gs Ai at) 
und = i ; 
FHA, —e +45 1; 0) =(1—0)-18, (4, 1, 0) | 
erhalt man ‘ ade 
_ atk Pe 3) 7 _ : ih on 
Sarees leg Perey ToT Tie we ae 


mi) 


Fir v, hat man damit in verster Naherung" 


bl .1b aswew added 
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Reine Strahlungsfelder mit Zentralsymmetrie 
in der Allgemeinen Relativititstheorie. 


Von 


AMAL KUMAR RAYCHAUDHURI. 
(Eingegangen am 15. Januar 1953.) 


Lésungen der ErNsternschen Gravitationsgleichungen, die kugelsymmetrische, 
reine Strahlungsfelder in einem sonst leeren Raum darstellen sollen, werden unter- 
sucht. Es wird gezeigt, da8 man, um zu einer befriedigenden Lésung zu gelangen, 
eine Feldsingularitat zulassen muB, die dann offenbar eine Quelle oder Senke der 
Strahlung darstellt. Das Fehlen regularer Lésungen wird als Anzeichen dafiir 
gedeutet, daB, gemaB der Beschrankung auf Zentralsymmetrie, eine vollstandige 
Umwandlung unbeeinflu8ter, materieller Kérper in Strahlung unméglich ist. 
(Bei einer solchen Umwandlung werde an das Zusammenwirken einer sehr groBen 
Anzahl von Elementarprozessen gedacht.) 


1. Einleitung. 


Obwohl es méglich ist, daB ein Teil Materie sich in Strahlung ver- 
wandelt, oder daB ein Elektron-Positronpaar in zwei Photonen zer- 
strahlt wird!, gibt es keinen Hinweis darauf, da8 ein unbeeinfluBter, 
materieller Kérper als Ganzes in Strahlung umgewandelt wird. Es ist 
jedoch von Interesse zu untersuchen, ob eine solche, vollstandige Um- 
wandlung méglich ist. In der vorliegenden Arbeit wird zunachst gezeigt, 
daB die ErnstTeInschen Gravitationsgleichungen die Existenz statischer, 
kugelsymmetrischer Strahlungsfelder in einem sonst leeren Raum nicht 
zulassen. Weiterhin ist fiir nichtstatische Felder die Kombination mit 
dem leeren Raum nur dann méglich, wenn das Feld eine Singularitat 
aufweist, die augenscheinlich mit einer Strahlungsquelle oder -senke 
identifiziert werden kann. Wenn jedoch eine vollstandige Strahlungs- 
umwandlung unbeeinfluBter Materie, wie oben erlautert, mdglich ware, 
so wiirde man die Existenz eines iiberall regularen (d.h. frei von Quellen 
und Senken) Strahlungsfeldes erwarten. Die Ergebnisse der vorliegenden 
Arbeit deuten daher darauf hin, daB gemaB der vorausgesetzten Be- 
schrankung auf Zentralsymmetrie, eine vollstandige Zerstrahlung un- 
beeinfluBter Materie nicht stattfinden kann, Es ist klar, daB die voraus- 
gesetzte Zentralsymmetrie die Annahme raumlich isotroper Ausbreitung — 
der Strahlung enthalt. Demgegeniiber sind in einem ElementarprozeB 
der Zerstrahlung, wo nur ein oder zwei Photonen emittiert werden, einige 


1 Die Zerstrahlung in ein einziges y-Quant ist ebenfalls méglich, falls das Elek- 
tron stark an einen Kern gebunden ist. 
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diskrete Richtungen ausgezeichnet, so daB keine Zentralsymmetrie vor- 
liegt. Betrachtet man jedoch die Umwandlung eines materiellen Korpers 
(makroskopischer Masse), so besteht diese offenbar aus einem Zusammen- 
wirken einer sehr groBen Zahl solcher Elementarprozesse, so da eine 
sehr groBe Zahl von Lichtquanten emittiert wird. Falls nun die ursprting- 
liche Materieverteilung kugelsymmetrisch war, so wiirde sich die resul- 
tierende Strahlung mutmaBlich ebenfalls einheitlich nach allen Rich- 
tungen ausbreiten. 

Ein Beispiel mag diesen Gedanken verdeutlichen. Ein Stern sendet 
seine Strahlung offenbar isotrop aus. Hier untersuchen wir das Pro- 
blem, ob es méglich ist, daB der Stern so weiterstrahlt, daB letztlich 
(nach einer endlichen Zeit) seine gesamte Masse in Strahlung verwandelt 
ist. Das Resultat der vorliegenden Arbeit gibt hierauf offensichtlich 
eine negative Antwort. 


2. Statische, zentralsymmetrische Felder reiner Strahlung. 


Zunachst zeigen wir, daB ein statisches, zentralsymmetrisches, reines 
Strahlungsfeld nicht mit dem dauBeren SCHWARZSCHILD-Feld (leerer, 
kugelsymmetrischer Raum) in Einklang zu bringen ist. Mit dem all- 
gemeinen, zentralsymmetrischen Linienelement 


ds? = dr — 7? (dO? + sin? O dy’) + ed? ey 
erhalt man fiir das statische Feld einer idealen Fliissigkeit 
Sap =e*(— + A) 5, (2) 
8x0 =e (= “a a . (3) 
p=—(p+o)%. (4) 


In den vorstehenden Gleichungen kennzeichnen # und @ bzw. Druck 
und Energiedichte; ein Strich bedeutet Differentiation nach 7. Weiter- 
hin hat man fiir ein reines Strahlungsfeld die Zustandsgleichung 


pre (5) 


Die durch (2) bis (5) gegebene Verteilung von @ ist im einzelnen von 
Krein? und dem Autor? behandelt worden. Wir kénnen jedoch sehr 
leicht einsehen, daB dieses Feld nicht an einer Kugeloberflache im 
Gleichgewicht mit dem leeren Raum sein kann. Gleichgewicht an einer 


1 Krein, O.: Ark. Mat., Astronom. Fysik, Ser. A 34, Nr. 19 (1947). 
* RaycHAuDHUuRI, A. K.: Bull. Cal. Math. Soc. 44, 31 (1952). In dieser Arbeit 
wird eine nichtverschwindende kosmologische Konstante angenommen. 
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solchen Grenze erfordert Stetigkeit des metrischen Tensors und des 
Druckes. Gl. (4) und (5) ergeben zusammen 


pid e—*"; (6) 


Stetigkeit des Druckes erfordert entweder A =0 oder das Verschwinden 
von e-” an der Grenze. Die letzte Bedingung wiirde jedoch dort eine 
Singularitaét des Feldes ergeben (g,,—> co) und so die Méglichkeit einer 
Vereinigung mit dem SCHWARZSCHILD-Feld verhindern: fiir 4 =O hin- 
gegen verschwindet das Strahlungsfeld vollstandig. Folglich ist die 
Existenz eines zentralsymmetrischen reinen Strahlungsfeldes im Gleich- 
gewicht mit dem leeren Raum unméglich. 


3. Nichtstatische, zentralsymmetrische Felder reiner Strahlung. 


Als nachstes betrachten wir eine nichtstatische, zentralsymmetrische 
Strahlungsverteilung. Die Kugelsymmetrie beschrénkt den méglichen 
Bewegungsablauf auf die radiale Richtung. Fiir einen StrahlungsfluB 
in Richtung der x,-Koordinate sind die nichtverschwindenden Kom- 
ponenten des Energietensors gegeben durch? 


STH Tf = 1 = — ee, (7) 


wo o die Energiedichte der Strahlung ist und die Komponenten von T} 
in einem auf den entsprechenden Punkt bezogenen ,,nattirlichen Ko- 
ordinatensystem“ berechnet sind. In diesem natiirlichen Koordinaten- 
system gilt in dem betreffenden Punkt 


ds? = —dx? — dx —dx2+ dx}. (8) 


Um die Komponenten des Energietensors im (r, 0, 9, t)-Koordinaten- 
system des Linienelements (1) zu finden, beachten wir, daB in dem 
herausgegriffenen Punkt die folgenden Transformationsgleichungen 
gelten? 


pepo a x, : rdO=d%p; ysin O dg =dx3; dA RE 


In Anwendung der gewohnlichen Tensor-Transformationsformeln erhalten 
wir die folgenden Werte fiir die nichtverschwindenden Komponenten 


1 Torman, R.C.: Relativity, Thermodynamics and Cosmology, S. 232—234. 
Oxford: Clarendon Press. 

2 Siehe Totman, R.C.:1.c., S. 368—369. Ebenso Einstein, A.: Ann. of Math. 
40, 922 (speziell S. 926) (1939). Diese Beziehungen setzen voraus, daB keine Rela- 
tivgeschwindigkeit zwischen den Koordinatensystemen (71, %2, ¥3, a,) und (r, O,¢, t) 
in dem betrachteten Punkt besteht. Dies ist aber realisierbar, da eine LORENTZ- 
Transformation die Form (8) und die Beziehungen (9) invariant 148t. Man mu8 
nur fiir g die Werte gema8 dem betreffenden értlichen Bezugssystem wahlen. Die 
- Transformationsgleichung fiir g ist oe’ =o (1—v)/(1+¥), v ist die Relativgeschwin- 
digkeit zwischen zwei Ortlichen Bezugssystemen in x,-Richtung. 
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des Energietensors im (7,0, 9, t)-System 


—Ti=Tj—0 
Th = oat-ain (9) 
TAS 9 Ge, 


die eine Kugelschale reiner Strahlung in radialer Bewegung beschreiben. 
Mit dem Linienelement (1) und dem durch (9) gegebenen Energie- 
tensor nehmen die ErnstErNschen Feldgleichungen die Form ant 


xt! Somat 4 ~ 
8n 0 =e (a (10) 
RON OF" 1 
820 =e NO mer aren (14) 
81) = e-ttne A id (12) 
i=4 wads , ; / 
MSN ASME A A i alld Meek a 8 PSY 6 alg S irk , 
O80 roar a LE aN, Day aM (ex sao aoa (43) 


Ein Punkt bedeutet Differentiation nach t. 
Gl. (11) ergibt gs 


| i & ¢/ 
‘ 


> 9 ; wieveims pcttbye 


wo wir die Tateera tonsa ‘Null gesetzt anes fi eine put 


Jaritat im Ursprung zu vermeiden. Mit der Abktirzung ian 


Near ihonty 0.9.8 wom) i 4aor ag 2b nytoadoqmon ' nif 
att sit? tiw motional” = Jang tt} asmrnatonainid eb 
eens star qaisaree Nene ie Xo tb nwt maoltingsaes 


imix Hoi eat d [anertdr, 160 lua momaiaie 
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was bei Integration ergibt 


=f(u), (19) 


wobei f(u) eine beliebige Funktion von yw ist. 

Im Hinblick auf das Verschwinden der Divergenz des Tensors 
kt —% Rf sind die Gln. (10) bis (13) nur dann miteinander vertraglich, 
wenn die Divergenz des Energietensors ebenfalls verschwindet. Direktes 
Ausrechnen mit Hilfe von (9), (15), (16), (17) und (18) zeigt, daB die 
Divergenzbeziehung 7; ,, erfiillt ist Folglich enthalten die Gin. (10) bis 
(13) eine Identitat und dementsprechend ist mit (15), (17) und (19) 
Gl. (13) automatisch erfiillt. Also geben (15), (17) und (19), zusammen 
mit der Definition (14), das Feld in der reinen Strahlungszone wieder!?. 


4. Grenzbedingungen fiir das Strahlungsfeld. 

Zuerst werden wir zeigen, daB sich das Strahlungsfeld nicht bestandig 
bis zum Ursprung y=0 erstrecken kann, wenn dieser keine singulare 
Stelle ist. Ist y= 0 eine regulare Stelle, so miBte namlich nach (47) “/u’ 
einem endlichen, nichtverschwindenden Grenzwert fiir y->0 zustreben. 
Unter Benutzung der Beziehung (14) ergibt diese Bedingung 


ela is ! 

(4) a [elder] argc eahth 

Ww’ }r>0 or r>0 20 +70’ |\r>0 4 
so daB 9 bei y = 0 dauernd verschwinden muB, und folglich verschwindet 
auch 9 beiv=0O. Auf diese Weise vorgehend kann man zeigen, daB oe 
selbst sowie seine sdémtlichen Ableitungen nach 7 bei y=O dauernd 
verschwinden. Somit verschwindet das gesamte Strahlungsfeld. Daraus 
folgt, daB entweder eine Singularitaét im Ursprung besteht, die offenbar 
mit einer Strahlungsquelle oder -senke identifiziert werden kann, oder 
daB das Strahlungsfeld im allgemeinen auf jeder Seite begrenzt sein muB. 
Setzen wir a(t) und b(t) gleich den Radialkoordinaten der inneren 
und duBeren Grenze der Strahlungszone, so daB b >a. Dann haben 
wir im Gebiet (1), gegeben durch O0<7<a, das pseudo-euklidische Feld 


ds? = — (dr? + 7 d67 + 7’ sin? O dg?) + dT?. (20) 


Im Gebiet (2), gegeben durch axXr<8, ist das reine Strahlungsfeld 
anwesend, wo die Metrik gegeben ist durch 


— 


“2 
dst = — 1 dy? — 2d 6? + sin? 6 dg?) + ——“——a#, (21) 
2p Pt parent. 
{= Ww? (4 
Y Y 
1 Diese Lésung wurde schon frither von P. C. Varpya [Proc. Indian Acad. 
Sci. A 33, 264 (1951)] erhalten. Unser Vorgehen ist jedoch etwas anders und 
unsere Ausdriicke fiir JT sind etwas einfacher. 
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zusammen mit (14) und (19). SchlieBlich haben wir im Gebiet (3), 
gegeben durch 7 = b, das SCHWARZSCHILD-Feld, das mit einer geeigneten 
Wahl der Zeitskala die bekannte Form annimmt 


1 


ds? = dr? — 72(d@2 + sin? O dg?) + (1 = =| dt®. (22) 


2m \ 
1 a 
if 


Nun muB bei y =a das Linienelement (20) in die Form (21) tibergehen, 
und bei y=} muB (21) mit (22) tibereinstimmen. Dies erfordert Stetig- 
keit von g,, und, falls die Zeitskalen auf beiden Seiten einer Grenze 
gleich sind1, auch Stetigkeit von gy. 

Die Stetigkeit von g,, bei y=a und r=d ergibt 


Ha=0 
[ty = m(= const). 


Die erste dieser Beziehungen folgt direkt auch aus (14), und die zweite 
gibt,“in 7 = 0; : 
Fee : . bh 

pr +=, ° oder Ppt RAP 2 

Wie aus dem Linienelement (21) ersichtlich, bedeutet dies einfach, daB 
die Grenze geodatische Nullinien durchlaufen muB, eine Bedingung, die 
offenbar von unserem Strahlungsfeld erfillt wird. 

Als nachstes nehmen wir an, daB durch eine geeignete Transformation 
T =T(t) der Zeitvariablen in der Strahlungszone die Stetigkeit von e” 
beiv = a erreicht werden kann. Die Zeitskalen in den Gebieten (1) und (2) 
werden nun identisch sein. 

Weiterhin bemerken wir, daB das Gebiet (3) asymptotisch eben ist. 
Somit ist die Lichtgeschwindigkeit in Gebiet (1) und im Unendlichen 
in Gebiet (3) umgekehrt proportional zur Zeiteinheit in den zwei Ge- 
bieten. Da die Linienelemente (20) und (22) zeigen, daB diese Licht- 
geschwindigkeiten gleich sind, miissen die Zeitverinderlichen T und t 
identisch sein (oder sich héchstens durch die Lage ihrer Nullpunkte 
unterscheiden, d.h. T=t-+c). Damit haben wir nun iiberall die gleiche 
Zeitskala, folglich muB e” auch in y=:0 stetig sein. 

In der Annahme, diese Stetigkeit wiirde tatsachlich durch die Trans- 
formation T= T(é) erreicht, kénnen wir nun fiir die Geschwindigkeit 
der beiden Begrenzungen schreiben 


a=+1 


b=+(1-2"). (24) 


' Wir haben bewuBt verschiedene Symbole fiir die Zeitkoordinate in den drei 


Gebieten benutzt, um anzuzeigen, daB die Zeitskalen a priori nicht identisch zu 
sein brauchen. 
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Im Fall des negativen Vorzeichens wird a in einer endlichen Zeit Null 
werden, und, wie wir bereits gesehen haben, wird dann eine Singularitat 
im Ursprung entstehen. Bei Wahl des positiven Zeichehs sieht man 
unmittelbar, da8 nach einer endlichen Zeit b gleich a wird, wie man 
auch die Anfangswerte by) >a) wahlen mag. Die gesamte Strahlungszone 
wird sich in eine einzige Flache zusammenziehen, die durch eine Un- 
stetigkeit der Metrik gekennzeichnet ist. Eine solche Situation wiirde 
physikalisch kaum verstandlich sein, aber es gibt einen mehr direkten 
und klaren Widerspruch zwischen den Gln. (24) und (19). 

Aus (21) ergibt sich fiir die Geschwindigkeit der Strahlung 


dr 


pustnlien 
ies r il 
Differentiation nach 7 ergibt, unter Verwendung von (18) 


2u 


ér | i oar ale 


Somit sollte in der Strahlungszone | dr/dt| mit y wachsen. Gl. (24) mit 
b >a erfordert jedoch genau das Gegenteil. Dies zeigt auf, daB unsere 
Annahme, die Zeittransformation, die die Stetigkeit von e” in r=a 
ergibt, wiirde ebenso die Stetigkeit von e” in y=6 sichern, unrichtig 
istt. Diese Schwierigkeit, die Strahlungszone an zwei Grenzflachen an 
den leeren Raum anzuschlieBen, kann nattirlich vermieden werden, 
wenn sich das Feld bis zum Ursprung erstreckt. Wie wir bereits gesehen 
haben, ist dies jedoch nur méglich, wenn diese Stelle selbst singular 
ist. Wir gelangen damit zu dem Theorem, daB keine tberall regulare 
Lésung der Ernsternschen Feldgleichungen existiert, die einem zentral- 
symmetrischen reinen Strahlungsfeld in einem sonst leeren Raum ent- 
spricht, und wir deuten dies als Ausdruck fiir die Unméglichkeit der 
vollstandigen Strahlungsumwandlung eines unbeeinfluBten, materiellen 
K6rpers, zumindest so lange man sich auf Zentralsymmetrie beschrankt. 


Jadavpur (Calcutta 32), India, Indian Association for the Cultivation 
of Science, Theoretical Physics Department. 


[Aus dem Englischen tibersetzt von Dr. F. Beck, Berlin-Dahlem.] 


1 Die Schwierigkeit riihrt grundlegend von der Tatsache her, daB (e CO) pee 
-(e"),-p40, aber (e” \r=ar0< (e’),-p-9 ist. Damit kann eine einzige éheanstagmation 
der Zeitkoordinate in der Strahlungszone nicht gleichzeitig die Stetigkeit von e” 
an beiden Grenzflachen hervorbringen. 
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Elektron-Elektronstreuung 
im Energiebereich von 200 bis 300 keV*. 


Von 
K. ULMER. 


Mit 10 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 28. Februar 1953.) 


Die Winkelverteilung der Streuung von Elektronen an freien Elektronen wurde 
mit einer Koinzidenzmethode untersucht fiir die Primarenergien 207 und 296 keV. 
Als Streugas diente Wasserstoff, dessen Hiillenelektronen bei diesen Primarenergien 
als frei betrachtet werden kénnen. 
Die Messungen bestatigen die MOLLERsche Theorie, aber nicht die Streutheorien 
von Morr und RUTHERFORD. 


1. Ziel der Untersuchung. 

Die bisher eingehendste theoretische Untersuchung itiber die Streu- 
ung von Elektronen an freien Elektronen ist die von MOLLER!. Danach 
betragt die Streuwinkelverteilung im System des Massenmittelpunkts 
(C-System) 

(vy + 1) a e* sin O* dO* 
T* (O*) -dOt = of ayia x 


x19 a nth TE OF Gere Ms are (1) 


y=(t—5)". 
(O* = Streuwinkel im C-System, e = Elementarladung, m, = Ruhe- 
masse des Elektrons, v = Geschwindigkeit des stoBenden Elektrons im 
Laboratoriumsystem, L-System.) 

Die MoLLERsche Streuformel beriicksichtigt Spin, Retardierung und 
Austauschkrafte. 

LaBt man in (1) den letzten Term weg, der hauptsdchlich die Re- 
tardierung enthalt, so bleibt eine Formel, die wir als ,,Mortsche Streu- 
formel‘ bezeichnen wollen: 


I* (0*) d0* = (vy + 1) we4 sin O* dO* ¥ 


m2 92 yt 
1 1 1 " (2) 
a Br Or o* o* |- 
sin? —— cost == Sin? =erepete = 
2 2 2 2 


* Vorgetragen beim Deutschen Physikertag zu Berlin im September 1952. 
1 MOLLER, CurR.: Ann. Phys. 14, 534 (1932) 


art's, 
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Diese Gleichung entspricht im wesentlichen der urspriinglich von Mott! 
abgeleiteten nichtrelativistischen Streuformel. 

Wenn man nun den letzten Term von (2) ebenfalls streicht, erhalt 
man 


Ors @* 
cos4 
9 


(Vv —- 1) 2 etsi 0* dO* 
yey aee Shas | tel 8) 
sin 


Diese Streuformel geht fiir y—1 in die von DARWIN modifizierte 
RUTHERFORDsche Streuformel iiber, welche das RiickstoBelektron be- 
riicksichtigt. Wir wollen (3) entsprechend als ,, RUTHERFORD-DARWIN- 
sche Streuformel bezeichnen. Alle drei Streuformeln enthalten die 
relativistische Massenveranderlichkeit und das CouLoms-Feld des Elek- 
trons. 


BaArKAS und Mitarbeiter? haben abgeschatzt, daB erst bei Primar- 
energien von etwa 2 Millarden Elektronenvolt im L-System Abwei- 
chungen der Streufunktion zu erwarten sind, welche auf nicht CoULOMB- 
sches Potential zuriickzufihren sind. 


Das Ziel der vorliegenden Untersuchung bestand darin, die angefiihr- 
ten drei Streuformeln experimentell zu priifen. 


Die alteren Untersuchungen, von denen die von CHAMPION? und 
GROETZINGER und Mitarbeitern* erwahnt seien, arbeiteten fast alle mit 
WILson-Kammern mit Magnetfeld und radioaktiven f-Strahlern. Zu 
einer endgiiltigen Entscheidung tiber das zugrundeliegende Streugesetz 
konnte keine dieser Arbeiten gelangen. _ 


Wahrend der Durchfihrung dieser Untersuchung erschien eine 
Notiz von PAGE ®, der im Energiebereich von 0,6 bis 1,7 MeV die MOLLER- 
sche Formel bestatigen konnte, weiter eine Notiz von BARBER und Mit- 
arbeitern® tiber Versuche bei 6,1 MeV, sowie eine Arbeit von ScotrT und 
Mitarbeitern’ fiir 15,7 MeV. Bei dieser letzten Energie ist jedoch der 
Unterschied zwischen (1) und (3) nur klein. Das riihrt daher, da8 sich 
bei dieser Energie der vorletzte und letzte Term in (1) nahezu kompen- 
sieren. Scott und Mitarbeiter deuteten ihre Ergebnisse im Sinne einer 
Bestatigung der MOLLERschen Theorie. 


1 Mott, N.F.: Proc. Roy. Soc. Lond. A 126, 259 (1930). 

2 Barxkas, W. H., R. W. Deutscu, F. C. GirBerT u. Cu. E. VioLet: Phys. Rev. 
86, 59 (1952). Siehe zu dieser Arbeit auch Barkas, W. H. u. Mitarb.: Phys. Rev. 
88, 1435 (1952). 

3 CHAMPION, F.C.: Proc. Roy. Soc. Lond. A 137, 688 (1932). 

4 GROETZINGER, G., L. B. Leper, F.L. Rise u. M. J. BERGER: Phys. Rev. 
79, 454 (1950). Hier weitere Literaturangaben. 

5 Pace, L. A.: Phys. Rev. 81, 1062 (1951). 

6 BaRBER, W.C., G. E. Becker u. E.L.Cuu: Phys. Rev. 85, 774 (1952). 

7 Scott, M. B., A. O. Hanson u. E. M. LyMan: Phys. Rev. 84, 638 (1951). 
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2. Versuchsanordnung. 


a) MeBprinzip. Ein Elektronenstrahl trete durch ein Gas. Dann 
werden langs dieses Strahls an Gasmolekiilen gestreute Elektronen aus- 
treten. Diese Streuung kann entweder an den Atomkernen oder an den 
Hiillenelektronen erfolgen. Weitere mégliche Prozesse wie Anregung und 
Ionisierung interessieren uns hier nicht. Die an den Atomkernen ge- 
streuten Elektronen treten ohne Begleiter aus, denn der RiickstoB auf 
den Kern ist verschwindend klein. Zu den an den Elektronen gestreuten 
Elektronen geh6ért jedoch ein RiickstoBpartner vergleichbarer Ge- 
schwindigkeit. Bei geeigneter Aufstellung von Elektronenzahlern ist es 
also méglich, durch Koinzidenz- 
messungen die Streuung Elektron- 
Elektron von der Kernstreuung zu 
trennen und allein nachzuweisen. 

Dabei ist vorauszusetzen, dab 
die Primarenergie der Elektronen so 
groB ist, daB man die Bindungs- 


Verst } Koinz. Hl Verst H Integr | energie der Atomelektronen ver- 
I ul - . 
nachlassigen kann. 
Unters. Unters. | ¥ Sete 
b) Primarstrahl. Zur Erzeugung 


[Z Zul [Z] {Z] 


Fig. 14. Schema der. Versuchsanordnung der negativen Hochspannung diente 
(nicht maBst’blich). ein Bandgenerator mit erdseitiger 
Selbsterregung und aufeinander glei- 
tenden Bandern!, der durch Maximalspannung 500kV und Kurz- 
schluBstrom 120A charakterisiert sei. Die Spannungsmessung erfolgte 
durch Rotationsvoltmeter mit Synchronmotor. Dieses wurde mit einem 
elektrostatischen Hochspannungsvoltmeter nach STARKE-SCHROEDER 
geeicht. Die Hochspannung wurde mit einem Spriithkamm eingestellt 
und konnte auf etwa 2% konstant gehalten werden. 

Als Elektronenquelle fand ein Dreielektrodensystem aus WEHNELT- 
Zylinder, Wolframgliihkathode und Zuganode mit 200 V Vorbeschleuni- 
gung Verwendung. 

Die Hauptbeschleunigung der Elektronen (s. Fig. 1) erfolgte in zwei 
Stufen, wobei die Mittelelektrode des zweistufigen, horizontalen Be- 
schleunigungsrohrs von etwa 1m Lange auf Schwebepotential lag. Zum 
Aufsuchen des elektronenoptisch giinstigsten Strahlverlaufs war die 
Elektronenquelle unter Vakuum in Strahlrichtung iiber eine Lange von 
etwa 10cm verschiebbar. Anzustreben war ein Parallelstrahl mit klei- 
nem Querschnitt. Das wurde durch Ausblenden und Anwendung eines 
Kollimatorrohrs nach Austritt des Elektronenstrahls aus der Beschleu- 
nigungsroéhre erreicht. 


ty egies E. W.: Z. Naturforsch. 2a, 395 (1947). 
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Am Ausgang der Beschleunigungsréhre wird ein kreisférmiger Quer- 
schnitt von 2,5 mm Durchmesser durch eine mit Blei hinterlegte Graphit- 
blende aus dem Elektronenstrahl ausgeblendet. Dieser Strahl tritt zur 
weiteren Ausblendung in das oben erwahnte Kollimatorrohr von 30 cm 
Lange mit 6 Blenden. Nach Durchsetzen der Streukammer gelangt der 
Primarstrahl in ein 50 cm langes und 9 cm weites Rohr zum Auffanger. 

Die Justierung der Streukammer zum Primarstrahl konnte licht- 
optisch mit der gliihenden Elektronenquelle und elektronenoptisch mit 
einem genau eingebauten Quarzfluoreszenzschirm bis auf etwa 0,2 mm 
durchgefiihrt und gepriift werden, indem das Auslaufrohr durch ein 
Glasfenster ersetzt wurde. Im Zentrum der Streukammer konnte der 
Primarstrahl als scharf begrenzter Parallelstrahl mit kreisférmigem 
Strahlquerschnitt betrachtet werden. 


c) Streukammer. Die Streukammer von 26 cm Durchmesser ist voll- 
standig mit Graphit ausgekleidet. Ebenso sind samtliche Blenden mit 
Graphit belegt. Das hat den Zweck, die Entstehung schadlicher Réntgen- 
strahlung zu vermeiden und Sekundiareffekte wie z.B. Elektronen- 
auslésung klein zu halten. AuBerdem sind dadurch auch stérende stati- 
sche Aufladungen unméglich, die die Elektronenbahnen in dem sonst 
feldfreien Raum beeinflussen kénnten. 

Streukammer und Beschleunigungsréhre sind durch eine Aluminium- 
oxydfoliet von etwa 170 my Dicke vakuumdicht getrennt. Diese Folie 
erwies sich nach Vorversuchen mit einigen anderen Folienmaterialien 
als einzige, die der mechanischen und thermischen Beanspruchung ge- 
wachsen war. Der Energieverlust der Elektronen des Primarstrahls in 
der Folie liegt unter 100 eV, braucht also nicht beriicksichtigt werden. 
Ebenso ist der Energieverlust im Kammergas sowohl fiir die primaren 
als auch die gestreuten Elektronen vernachlassigbar. 


Die Streukammer wird von getrocknetem und iiber eine Kihlfalle 
mit fliissiger Luft geleitetem Wasserstoff kontinuierlich durchstromt. 
Bei einem eingestellten Druck von etwa 0,5 Torr wird das Kammergas 
viermal in der Stunde erneuert. Wasserstoff als Streugas zeigt das 
giinstigste Verhaltnis von Elektronenstreuung zu Kernstreuung, denn 
die Elektronenstreuung wachst proportional der Ordnungszahl wahrend 
die Kernstreuung, die hier als Stéreffekt zu betrachten ist, mit dem 
Quadrat der Ordnungszahl ansteigt. AuBerdem ist beim Wasserstoff 
die Forderung der geringen fataelune seticree fiir die Elektronen am besten 
erfiillt. 

Nach obigem streut ein Quecksilberatomkern ebenso stark wie 
6400 Wasserstoffatomkerne. Daher wurde die ganze Apparatur mit Ol- 
pumpen und Olmanometern quecksilberfrei gebaut. ZZ 


1 STROHMAIER, K.: Z. Naturforsch. 6a, 508 (1951). 
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d) Nachweis. Zum Nachweis der gestreuten Elektronen dienen zwel 
gleichgebaute Zahlrohre mit seitlich angebrachten Fenstern von 6 mm 
Hohe und 1,5 mm Breite, die mit Zaponlackfolien von etwa 250 my Dicke 
verschlossen sind. Dadurch ist gewahrleistet, daB in den Zahlerfolien 
keine Absorption von Elektronen stattfindet?, denn nach (4) liegt die 
Minimalenergie der in den grd8ten Beobachtungswinkel gestreuten 
Elektronen noch tiber 25 keV. Die Zahlrohre sind durch 24mm Blei 
gegen Roéntgenstrahlung abgeschirmt. Sie sind unabhangig voneinander 
auf einem Kreis von 10 cm Radius drehbar. Als Zahlrohrfillung dienen 
40 Torr Argon und 10 Torr Alkohol. Gaszufuhr und Spannungszufuhr 
an die Zahlerdrahte erfolgen getrennt durch je zwei flexible Tombak- 
leitungen, wobei die Spannungszufuhren bis 
unmittelbar an die Zahlrohre unter Atmo- 
spharendruck stehen. 

Die Stromstaérke des Primarstrahls be- 
tragt groBenordnungsmaBig 0,1 uA. Die Do- 
sierung geschieht auf einfache Weise iiber 
Auffanger, Integrierstufe und Zahlwerk. Eine 
Fig. 2. Integrierstufe zur Dosierung  Integrierende Anzeige ist bei unvermeidlichen 

pw Schwankungen der Primarstrahlstarke von 
groBem Vorteil. 


Die Wirkungsweise dieser Anordnung geht aus Fig.2 hervor. Der Auffanger A 
liegt tiber die Batterie B an + 300 V. Bei angeschaltetem Primarstrahl sinkt das 
Potential des Auffangers. Entsprechend ladt sich der Kondensator C von 2000 pF 
iiber die Widerstande R, = 30 MQ und R, = 200k) negativ gegen Erde auf bis die 
Zindspannung der Glimmlampe GL erreicht ist. Diese ziindet und entladt den 
Kondensator tiber den Widerstand R,. Damit befindet sich der Auffanger auf dem 
Potential, das der Léschspannung entspricht. Von nun ab wiederholt sich der 
Vorgang entsprechend der Primarstromstarke. Die Kippfrequenz ist der Primar- 
stromstarke proportional. Die Ziindimpulse werden verstarkt und mit einem Zahl- 
werk registriert. Die Anordnung arbeitet einwandfrei, wenn man die Glimmlampe 
in einem lichtdichten Gehause unterbringt und mit einer kleinen Gliihlampe L 
bestrahlt, wie durch Vergleich mit den Impulszahlen der Zahlrohre festgestellt 
werden konnte. Der ,,Dunkelstrom’ der Glimmlampe ist bei den gemessenen 
Stromstarken also vernachlassigbar. Der umrandete Teil von Fig. 2 ist hoch- 
isoliert gegen Erde. 


3. Durchfiihrung der Messungen. 


Die Aufnahme einer MeBreihe erfolgte in der Weise, daB ein Zahlrohr 
auf einen festen Streuwinkel z.B. 20° eingestellt wurde. Das andere 
Zahlrohr wurde iiber den entsprechenden Streuwinkel fiir den anderen 
StoBpartner hinweggeschwenkt. Dabei wurden in Schritten von 0,5° 
jeweils die Koinzidenzen und Einzelimpulse aufgenommen. Ein typi- 


1 SCHNEIDER, G.: Ann. Phys. 11, 357 (1931). — Backus, J.: Phys. Rev. 68, 
59 (1945). 
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sches Beispiel zeigt Fig. 3. Hier steht ein Zahlrohr fest bei einem Ab- 
lenkungswinkel von 35°. Der Winkel fiir-das andere Zahlrohr ist Abszisse 
der Figur. Das Maximum der Koinzidenzen liegt hier bei einem Gabel- 
winkel von etwa 86°. Der Gabelwinkel ist also gegentiber den nicht- 
relativistisch zu erwartenden 90° deutlich kleiner (s. unten). 

Solche Kurven wurden bei den Spannungen 207 und 296 kV aufge- 
nommen. Der Streuwinkel des feststehenden Zahlers wurde dabei von 
20 bis 40° variiert. Die Intervalle betrugen 5°. 

Um das Einbringen subjektiver Fehler zu vermeiden, die beim Durch- 
legen einer Kurve durch die MeBpunkte entstehen kénnten, wurden diese 
numerisch, entsprechend einer Trep- 
penkurve durch die MeBwerte, aus- 
gewertet. Der so erhaltene ,, Flachen- 
inhalt‘’ dieser Kurve wurde als 
Streuintensitat fiir diese Zahler- 
stellung betrachtet. In dem ange- 
fuhrten Beispiel der Fig. 3 betrugen 
die Streuwinkel 35 bzw. 51°. 

An den gemessenen Koinzidenz- 
zahlen sind zwei Korrekturen anzu- 
bringen, die durch die Nachweisappa- ence 
ratur bedingt sind. Die-erste beruht Fig. 3. Beispiel einer MeBreihe: Zahl der echten 
darauf, daB eine echte Koinzidenz _Kolndenmy bs fest ngetelnem Strenintl 
nicht registriert wird, wenn ein Zahl- Zahler Z». 
rohr durch einen vorhergegangenen of 
Einzelimpuls noch blockiert ist. Diese durch das endliche Auflésungs- 
vermogen fiir Einzelimpulse erforderliche relative Korrektur betrug maxi- 
mal 3%. Sie wurde durch die Bestimmung der ,,Totzeiten“ der beiden 
Kaniale fiir die Einzelimpulse ermittelt. Diese waren je 1,0:10~“ sec. 

Wenn innerhalb einer sehr kurzen Zeit zufallig in jedem Zahlrohr 
ein Einzelimpuls ausgelést wird, registriert die Nachweisapparatur eine 
,zufallige“’ Koinzidenz, der kein StreuprozeB entspricht. Die durch 
dieses endliche Koinzidenzauflésungsvermégen der Nachweisapparatur 
bedingten zufalligen Koinzidenzen sind von den gemessenen abzuzichen, 
um die ,,echten‘‘ Koinzidenzen zu erhalten. Das ist die zweite Korrektur. 
Zu ihrer Durchfiihrung benétigt man die Einzelimpulse jedes Zahlrohrs 
wahrend der MeBzeit (s. Fig. 1) sowie das Koinzidenzauflésungsvermogen. 
Dieses wurde, ohne die Zahlrohrstellungen zu andern, zwischen den 
Messungen mit einem Radiumprdaparat laufend tiberwacht; es betrug 
3,0-10-8sec. Daraus errechneten sich die zufalligen Koinzidenzen zu 
etwa 10% des Maximums der echten Koinzidenzen. 

Das Verhialtnis der Koinzidenzen zu den Einzelimpulsen schwankte 
fiir ein Zahlrohr von etwa 1:30 bis etwa 1: 500. 


&0 


] T 
Streuwinkel Z,=35° | 


koinzidenzen in 300 sec 


Koinzidenzen in 300sec 
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Um einen Uberblick itber die Messungen zu geben, sind in Fig. 4 
die echten Koinzidenzen in Abhangigkeit vom Gabelwinkel fir ver- 
schiedene Zahlerstellungen dargestellt. Der Gabelwinkel ist der Winkel, 
den die beiden auseinanderfliegenden Elektronen nach dem StoB im 
Laboratoriumsystem miteinander bilden. Die Kurven sind hierbei nicht 
als Treppenkurven gezeichnet sondern zur besseren Ubersicht in aus- 


+ 
Z7=40° 
Oh 
60° S52 90° aoe 
Gabelwinke/ 


Fig. 4. Echte Koinzidenzen in Ab- 
hangigkeit vom Streuwinkel zum 
Zahler Z, (Parameter) und vom 
Gabelwinkel. Infolge der relativi- 
stischen Geschwindigkeiten der 
StoBpartner sind die Gabelwinkel 
der Koinzidenzmaxima kleiner als 
der klassische Wert von 90°. (U, 
= 207 kV, Laboratoriumsystem.) 


geglichener Form. An ihnen sind die oben 
benannten Auflésungskorrekturen bereits an- 
gebracht. 

Impuls- und Energieerhaltungssatz in ihrer 
nichtrelativistischen Form fordern fiir den 
Gabelwinkel zweier gleicher Teilchen nach dem 
StoB unabhangig vom Streuwinkel immer 90°. 
Nach derrelativistischen Theorie! ist der Gabel- 
winkel kleiner und wird auBerdem vom Streu- 
winkel abhangig und zwar so, daB er fiir den 
symmetrischen Sto8 am kleinsten ist. Die in 
Fig. 4 dargestellten Messungen bestatigen diese 
theoretischen Forderungen. Innerhalb der MeB- 
genauigkeit herrscht véllige Ubereinstimmung. 


4. Auswertung der Messungen. 


Die Kurven von Fig. 4 sind bereits auf 
gleichen Druck und gleiche Primarintensitat 
umgerechnet. Die Temperaturabhangigkeit der 
Anzeige des Olmanometers ist beriicksichtigt. 


An diesen Kurven bzw. den daraus gewonnenen Werten fiir die 
Streuintensitaten sind nun noch zwei Korrekturen anzubringen. Sie 
betreffen die Streugeometrie und die Vielfachstreuung. Die Streu- 
geometriekorrektur zerfallt'in die Betrachtung des Streuvolumens, das 
die Anzahl der Streuzentren bestimmt und in die Betrachtung des Raum- 
winkels mit dem jedes Streuzentrum zur Wirkung kommt. Beides ist 
in Abhangigkeit vom Streuwinkel zu ermitteln. Da wir uns auf Relativ- 
messungen beschranken, kommt es nicht auf deren absolute GréBe an, 
sondern nur auf die Abhangigkeit vom Streuwinkel. 


Die Vielfachstreuung bedingt eine Korrektur, die bei den meisten 
Einzelstreuungsmessungen mit Elektronen zu beriicksichtigen ist, gleich- 
giiltig ob diese mit festen Streufolien oder mit Gasen durchgefiihrt wer- 
den. Bei uns tritt sie dadurch ins Spiel, daB die gestreuten Elektronen 
auf dem Weg vom StoBzentrum in den Zahler durch das Kammergas 


1 Zum Beispiel CHAmprion, F.C.: a.a. O. 
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fliegen miissen und dabei recht hiufig um kleine Winkel abgelenkt 
werden. 
Bevor wir auf die Korrekturen im einzelnen eingehen, miissen noch 
einige Eigenschaften der Elektron-Elektronstreuung Erwahnung finden. 
Zunachst gibt es nach den elementaren StoBgesetzen im L-System keine 
Streuung in Riickwartsrichtung, d.h. der gréBtmégliche Streuwinkel 
fiir ein Elektron ist 90°. Im nichtrelativistischen Fall ist die Streufunk- 
tion im L-System symmetrisch um 45° und im C-System symmetrisch 
um 90°. Nur die Symmetrie im C-System bleibt beim relativistischen 
Fall erhalten. Wenn im nichtrelativistischen Fall die Streuwinkel fiir 
stoBendes und RiickstoBelektron gleich sind, bedeutet das 0, = 0, = 45°. 
Bei relativistischen Geschwindigkeiten ist jedoch 0,=0,< 45°, denn 
der Gabelwinkel ist kleiner. Man kann dann von einer Art ,, Voreilung“‘ 
der Streuung reden. Selbstverstandlich liegen die zu einem StoB ge- 
hérenden Impulsvektoren in einer Ebene. Der tiefgreifendste Unter- 
schied gegeniiber der Kernstreuung ist neben der Ununterscheidbarkeit 
der StoBpartner der Energieaustausch zwischen stoBendem und Riick- 
stoBelektron. Dieser bewirkt, daB die Energie der gestreuten Elektronen 
vom Streuwinkel abhangt, und zwar gilt fiir das Verhaltnis der Energie 
E (Q) der in den Winkel @ gestreuten Elektronen zur Primarenergie E (0) 


EO). cos? @ (4) 
E(O) _ cos? + y*2 sin? © 
mit 
atl a 
y = 2 } , (5) 


wie man aus den bei MOLLER gegebenen Formeln leicht errechnet. Fir 
den nichtrelativistischen Fall (y*—1) geht (4) in die bekannte Beziehung 


E (0) = E(O) -cos?0 


iiber. SchlieBlich sei noch die Beziehung fiir die Umrechnung der Streu- 
winkel 9 aus dem L-System in die Streuwinkel O* des C-Systems an- 
gegeben: 


: * y*+sin 20 = \ 
aris cos? © + y*? sin? © ” (6) 


die nichtrelativistisch in die ebenfalls bekannte Beziehung 0* = 20 


iibergeht. Fiir die Umrechnung der Streuwinkelbereiche d@ des L-Sy- 


stems in diejenigen dO* des C-Systems wurde die Beziehung 


Hibbs i 
Ons cos? @ + y*? sin? @ Aa 47) 


benutzt. . 
Diese eben beschriebenen Verhaltnisse und die Gin. (4) bis (7) folgen 


allein aus Impuls- und Energieerhaltungssatz fiir den EinzelprozeB und 
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sind daher unabhangig von jeder Streutheorie, die diese Satze enthalt. 
Wir wollen nun die Auswertung der Messungen im einzelnen behandeln. 


a) Streuvolumen. Fiir die hier vorzunehmende Korrektur genigt es, 
den Gabelwinkel konstant zu 90° anzunehmen. Es sei im folgenden das 
Zahlrohr des kleineren Streuwinkels als Innenzahler (IZ), das andere 
als AuBenziihler (AZ) bezeichnet. Wir betrachten zunachst die sche- 
matische Grund- und AufriBskizze der Fig. 5. Dort sind die Zahlerfenster 
eingezeichnet. Uber die Verbindungsstrecken ihrer Berandungen als 
Durchmesser sind zwei Thaleskreise gezeichnet. Da in der hier be- 

trachteten Naherung nur Gabelwinkel von 90° auftreten, bedeutet dies, 


Fig. 5. Streugeometrie: AAA stelit in Grund- und Fig. 6. Streuvolumen. 
Aufri8 einen StreuprozeB dar, der in der Achse des 
Primarstrahls erfolgt. (Laboratoriumsystem.) 


daB nur aus dem im GrundriB waagrecht schraffierten Gebiet des Primar- 
strahls Streuprozesse zur Registrierung kommen k6énnen, denn nur 
solche kénnen Koinzidenzen auslésen. 


In Fig.6 ist das Streuvolumen fiir den kleinsten und gréBten Streu- 
winkel, der in den IZ gestreuten Elektronen maBstablich gezeichnet 
(Winkelstellung des IZ = 20 und 40°). Die waagrecht schraffierten 
Gebiete entsprechen dem ebenso schraffierten Gebiet der Fig. 5. Die 
hiervon abgeschnittenen Zylinderhufe riihren von der starkeren Aus- 
blendung beim AZ her. Bei diesem ist in 4 cm Entfernung vom Streu- 
zentrum noch eine Blende der gleichen Form und GréBe wie die Zahler- 
éffnung angebracht. (In der schematischen Fig. 1 nicht eingezeichnet.) 
Mit der vollen (den Zahleréffnungen entsprechenden) Raumwinkel- 
dimension im Grundri8 kommen nur die Streuzentren zur Wirkung, 
die in dem horizontal wnd vertikal schraffierten Gebiet liegen. (Dabei 
ist zu beriicksichtigen, daB der AZ zur Aufnahme einer MeBreihe in 
kleinen Schritten geschwenkt wird.) Von diesem Gebiet bis zum Rand 
des horizontal schraffierten Teils nimmt der wirksame Raumwinkel bis 
auf Null ab. Wenn man nun die Volumina der verschiedenen Gebiete 
fiir die beiden extremen Zahlerstellungen berechnet, erhalt man folgendes 
Ergebnis: Die beiden horizontal schraffierten Teile unterscheiden sich 
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um weniger als 5%; die vertikal schraffierten praktisch nicht. Der 
Unterschied riihrt also von den nur horizontal schraffierten Teilen der 
Fig.6 her. Diese Gebiete tragen zur Streuung infolge des kleinen wirk- 
samen Raumwinkels nur mit einem geringen Gewicht bei. Infolge der 
spater zu besprechenden Vielfachstreuung verringert sich dieses Gewicht 
noch mehr. Man ist also berechtigt, das Streuvolumen als unabhangig 
vom Streuwinkel zu betrachten. Dieses iiberraschende Ergebnis ist 
wesentlich bedingt durch die automatische Selbstausblendung der 
Koinzidenzmethode. 


b) Raumwinkel. Der erfaBte Raumwinkel ist bei einer einfachen 
Streumessung proportional der GréBe der Zahleréffnung. Bei Koinzi- 
denzmessungen hat man zwei unter verschiedenen Streuwinkeln auf- 
gestellte Zahler und kann die gezahlten Koinzidenzen sowohl dem einen 
als auch dem andern Streuwinkel zuordnen. Je nach der Zuordnung 
sind jedoch die zugehérigen Raumwinkel, in die gestreut wird (auch bei 
gleichen Zahlerfenstern), verschieden. 


In der vorliegenden Untersuchung wurden die bei einer bestimmten 
Stellung der beiden Zahler gemessenen Koinzidenzen fiir beide zugehé- 
rigen Streuwinkel ausgewertet. 


Zur Ermittlung der entsprechenden Raumwinkel wollen wir zunachst 
den endlichen Querschnitt des Primarstrahls vernachlassigen. Dann ist 
die ,, Ausleuchtung“ der beiden Zahler in einer bestimmten Stellung durch 
Fig.8 gegeben. Der IZ ist sowohl in seiner Vertikal- als auch Horizontal- 
dimension nicht voll ausgeleuchtet. Wie die vertikale Begrenzung der 
wirksamen Fensterhéhe des IZ zustande kommt, geht aus Fig.5 hervor. 
Die Verminderung der wirksamen Fensterbreite des IZ rithrt von der 
relativistischen ,,Voreilung‘‘ der Streuung im L-System her. Wahrend 
die Verminderung der wirksamen Fensterhohe also eine rein geometrische 
Ursache hat, hat die Verringerung der wirksamen Fensterbreite physi- 
kalische Griinde. Dementsprechend ist die Berechnung dieser Effekte 
anzusetzen. 


Die Beriicksichtigung der eben erlauterten Korrekturen ist nur zur 
Bestimmung der wirksamen FenstergréBe des IZ erforderlich. Fir den 
AZ stimmt sie mit der geometrischen tiberein. Die Bestimmung der 
wirksamen Fensterhéhe H des IZ ist nach Fig. 5 elementargeometrisch 
durchzufiihren. Zur Berechnung der wirksamen Fensterbreite trans- 
formiert man zweckmaBig die geometrische Fensterbreite, die propor- 
tional d@,z des AZ ist, nach (7) in das C-System, wo man das entspre- 
chende dO%, findet. Indem man diese GréBe fiir den konjugierten Streu- 
winkel in das L-System zuriicktransformiert, findet man d@,z. Das 
Verhaltnis der wirksamen zur geometrischen Fensterbreite fiir den ‘WZ 
ist dann dO0;z:dO4z. 
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SchlieBlich ist noch der endliche Strahlquerschnitt zu berticksich- 
tigen. Er wirkt sich auf die ,, Ausleuchtung“‘ der Zahler in ihrer Vertikal- 
dimension aus, wie Fig.7 schematisch zeigt. Dort sind die Streugebiete 
und die zugehérigen ausgeleuchteten Zahleréffnungen fiir zwei Streu- 
gebiete des Primarstrahls jeweils gleich schraffiert. Zur Berechnung 
wurde der Strahl, wie in der Fig. 7 angedeutet in fiinf tibereinander- 
liegende Bereiche geteilt, fiir jeden Bereich der Raumwinkel bestimmt 
und dann durch Mittelbildung (nach der GréBe der Streubereiche ge- 
wogen) ein wirksamer Raumwinkel ermittelt und zwar jeweils fir die 
beiden konjugierten Streuwinkel. 

c) Vielfachstreuwung. Wie schon erwahnt erleidet ein gestreutes 
Elektron auf dem Weg vom Streuzentrum in den Zahler viele Ablen- 
kungen um kleine Winkel, so 
daB die Bahn dieses Elektrons 
nur noch ndaherungsweise eine 
Gerade ist. Dieser Einflu8 auf 
die Messungen 14Bt sich — mit 

fiir unsere Zwecke ausreichender 

oe me 5 ‘ cA Genauigkeit — durch die BOTHE- 

ee RE ode) eae sche Theorie der Vielfachstreu- 
ung fiir Elektronen! erfassen. 

Der Theorie von BoTHe liegt der Sachverhalt eines durch eine Folie 
gestreuten Elektronenstrahls zugrunde. DemgemaB8 ist das MaB der 
Vielfachstreuung der wahrscheinlichste Ablenkungswinkel 2. Die Dichte 
der gestreuten Elektronen folgt einer GAuss-Verteilung um den Durch- 
stoBpunkt des Primarstrahls durch eine hinter der Folie normal zum 
Elektronenstrahl aufgestellte Ebene. Deren Halbwertsbreite ist durch 
den wahrscheinlichsten Ablenkungswinkel bestimmt. Bei uns ist die 
»Foliendicke der gesamte Weg durch das Kammergas vom StoB- 
zentrum bis zum Eintritt in das Zahlerfenster. Wir benétigen zur Be- 
stimmung der Gauss-Verteilung also nicht den wahrscheinlichsten Ab- 
lenkungswinkel, sondern die wahrscheinlichste lineare Versetzung des 
Elektrons beim Eintritt in den Zahler. Diese beiden GréBen stehen in 
folgendem Zusammenhang? oe 


o2 =4-22- 22. (8). 

J ist der Weg vom StoBzentrum zum Zahlerfenster, hier also 1=10 cm. 
ie aint) 

Fir A gilt ricer py ee 

VV +1022 Apa. acat (9) 


1 Botue, W.: Handbuch der Physik, Bd. PON IL/2 Sige 993% 

2? Zum Beispiel E. FErm1, Nuclear Physics, revised edition 1950, S. 53. Dort ist 
die Beziehung fiir die quadratischen Mittelwerte angegeben, wahrend wir sie hier 
fiir die wahrscheinlichsten Werte verwenden. 

8 BoTHe, "W.: a. a. O. 
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Dabei ist V die Elektronenenergie in keV nach (4), Z die Ordnungszahl, 
A das Atomgewicht, o die Dichte der streuenden Substanz und x der 
durchlaufene Weg in u. Die bei Wasserstoff wichtige Korrektur fiir die 
Atomelektronen ist in der obigen Formel enthalten. Als Wert fiir die 
halbempirische Vielfachstreukonstante C ist der neuere Wert C=6,5 
verwendet worden!. 

Mit den bisher beigebrachten Formeln sind wir imstande, die Wahr- 
scheinlichkeit fiir die lineare Versetzungy am Ort des Zihlerfensters 
aus experimentellen Daten anzugeben: 


dW=w-r-dr-dy= Hees Ebi ZOEY (10) 


Hierbei sind Polarkoordinaten um den Auftreffpunkt angenommen, der 
ohne Vielfachstreuung vorhanden ware. 9 bewegt sich bei unseren 
Messungen in dem Bereich von 0,1 bis 0,8 mm. 

Fig.8 zeigt die Ausleuchtung der Zahlerfenster, 
wie sie z.B. bei einer bestimmten Streuwinkel- 
stellung durch den Mittelpunkt des Streuvolumens 
gegeben ist. Die ausgeleuchteten Gebiete sind in 
einzelne Bereiche unterteilt. Wenn nun ein gestreu- 
tes Elektron (ohne Vielfachstreuung) durch den im 
IZ schraffierten Teilbereich in den Zahler tritt, 
wird das konjugierte Streuelektron (ohne Vielfach- os RY 
streuung) durch denim AZ schraffierten Teilbereich — Achse des Primarstrahls. 
fliegen. Die einzelnen Teilbereiche sollen durch ihre 
Mittelpunkte vertreten werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein gestreutes 
Elektron, die Zahleréffnung zu treffen und registriert zu werden, ist 
dann durch Integration von (10) (zweckmaBig in kartesischen Koordi- 
naten) tiber die Zahlerdffnung gegeben?. 

Damit ein StreuprozeB als Koinzidenz registriert wird, ist erforder- 
lich, daB sowohl das eine als auch das andere Elektron gezahlt wird. Die 
Wahrscheinlichkeit fiir die Registrierung eines Streuprozesses ist dann 
also gegeben durch das Produkt der oben erlauterten Einzelwahrschein- 
lichkeiten. Nach der in der Fig. 8 angedeuteten Unterteilung wurden 
diese Produktwahrscheinlichkeiten fiir den ganzen erfaBten Raumwinkel 
ermittelt und daraus eine mittlere Wahrscheinlichkeit gebildet. 

Das Verfahren wurde fiir die aus Fig. 7 ersichtlichen Gebiete des 
Streuvolumens, bei denen die Ausleuchtungsverhiltnisse verschieden 
aay getrennt durchgefiihrt und iiber diese Gebiete schlieBlich nochmals 


Nog 


a ade H.: Z. Physik 128, 79 (1952). . 
2 Der Mittelpunkt des Teilbereichs, in dem das Elektron ohne Vielfachstreuung 


auftreffen wiirde, ist dabei Koordinatenursprung. 
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gemittelt. Die so erhaltene Wahrscheinlichkeit W ist in die unten an- 
gegebenen Gleichungen eingesetzt zu denken. Bei der praktischen Durch- 
fiihrung ergeben sich einige Vereinfachungen; z.B. braucht die Vielfach- 
streuung in der horizontalen Dimension fiir den AZ nicht beriicksichtigt 
werden, da dieser nach Fig.3 bei der Aufnahme einer MeBreihe den gan- 
zen entsprechenden Winkelbereich abtastet. 

d) Umrechnung in das C-System. Wir wollen unsere Ergebnisse im 
C-System darstellen. Dazu suchen wir /*(O*) aus 


1*(0*) d0* = 1(0) dO. (11) 


Unsere MeBwerte M (Q) sind zunachst, wie aus dem beschriebenen Sach- 
verhalt hervorgeht!, 


M (0) =[1(0)o-W- dQ). (12) 


Der Index 2 bei J(@) deutet an, daB es sich hierbei um eine auf die 
Raumwinkeleinheit bezogene Streuintensitaét handelt. W und dQ sind 
nach 4c bzw. 4b Effektivwahrscheinlichkeiten bzw. Effektivraumwinkel 
fiir den Streuwinkel 9. Um J(Q) zu erhalten, haben wir die MeBwerte 
M (9) durch W- dQ zu dividieren und mit 27 - sin 90 zu multiplizieren. 
Also 


M (6): 22-550 —1(0). 


Hieraus gewinnen wir /*(O*) mit (44) zu 


AP het 2m-sn@ dO _ 4 ,. 
Der Faktor K bei M (@) stellt also unseren Korrektur- bzw. Umrech- 
nungsfaktor dar; d@:d@* ist dabei durch (7) gegeben. Die Umrechnung 
der Streuwinkel selbst aus dem L-System in das C-System erfolgt nach (6). 


5. Ergebnisse. 


Tabelle 1 enthalt in Abhangigkeit vom Streuwinkel 0 im L-System 
die in (13) einzusetzenden GréBen fiir Uy) =207kV. Da es sich bei uns 
um Relativmessungen handelt, sind die Werte nur bis auf einen kon- 
stanten vom Streuwinkel unabhangigen Faktor berechnet. Lediglich 
die Wahrscheinlichkeiten W sind absolut angegeben2. Die letzte Spalte 


1 Hierbei seien die Aufldsungskorrekturen bereits beriicksichtigt. Die eckigen 
Klammern bedeuten durch das Experiment nicht weiter aufgeléste MeBwerte. 

® Wie bereits friiher erwahnt, wurde W mit C=6,5 [s. (9)] berechnet. Der 
neueste Wert ist C = 6,0 fiir Elektronen von 245 keV [KINZINGER, E., u. W. BoTHE: 
Ze Naturforsch. 7a, 390 (1952)]. Da die Vielfachstreukorrektur sich jedoch fiir 
die verschiedenen Streuwinkel nur um maximal 4% unterscheidet, gentigt der 
Wert von 6,5 zur Berechnung. Avs dem gleichen Grund kann die schwache Energie- 
abhangigkeit von C (H. DANZzER a. a. O.) vernachlassigt werden. 
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Tabelle 1. Auswertung der MeBergebnisse bei U pa eOTR Ve 
— eee 
(2) M Ww aQ dO0*:;dO K [*=M-K 
ee ee ee eee 


20° 2568 0,842 1,68 2,14 1,128 1,000 
25° 1290 0,872 Ps 2,12 1,084 0,482 
30° 763 0,865 2,55 2,09 1,087 0,285 
ce 519 0,863 3,26 2,06 1.002 0,195 
40° Sy ls 0,844 3,42 2,03 | 1,100 0,142 
45,3° SWS 0,844 3,86 1,99 1,110 0,139 
FO.67° | 519 0,863 4,20 1,96 1,001 | 0,189 
Ca 763 0,865 4,60 1,93 1,081 | 0,276 
61,5> 1290 0,872 4,84 1,90 | 1,097 0,473 
67,2" 2568 | 0,842 | 5,14 1,87 —h 4,168 | 4,000 


der Tabelle 1 gibt 7*(0*) bezogen auf diesen Wert beim kleinsten bzw. 
konjugierten gréBten Streuwinkel. Die Werte in der unteren Hilfte 
der Tabelle 1 stellen die Auswertung fiir die Streuwinkel dar, die zu 
den in der oberen Tabellenhalfte konjugiert sind. Zusammengehorige 
Streuwinkel erkennt man an den gleichen Werten fiir M (0). 


Tabelle 2. Vergleich der experimentellen Ergebnisse fiiy I* (O*) mit den verschiedenen 
theoretischen Forderungen. U, = 207 kV; Normierung s. Text. (Massenmittel- 
punktsystem.) 


o* Experiment | MOLLER Morr | RuTHERFORD 
45050 1,000 1,000 1,000 1,000 
54,2° 0,482 0,492 0,485 0,542 
64,7° 0,285 0,276 | 0,267 0,344 
75,1° | 0,195 0,180 0,170 0,255 
S53" / 0,142 0,142 0,131 0,219 
94,7° 0,139 | 0,142 0,131 0,219 
104,9° | 0,189 | 0,180 0,170 0,255 
415;3° | 0,276 | 0,276 0,267 0,344 
125,8° 0,473 | 0,492 0,485 0,542 
136,5° | 1,000 | 1,000 4,000 1,000 


Tabelle 2 gibt fiir das C-System in Abhiangigkeit von @* die Werte 
fiir [*(9*) zunachst experimentell und dann nach (4), (2) und (3). Sie 
sind wie in Tabelle 1 relativ zu den Werten beim kleinsten bzw. dem 
dazu konjugierten gréBten Streuwinkel angegeben’. 


In Fig. 9 sind die experimentellen Werte mit den verschiedenen 
Streutheorien nochmals verglichen. Die experimentellen Ergebnisse und 
die Streutheorien von MOLLER und Morr in der Normierung der Ta- 
belle 2 sind dabei auf die RUTHERFORD-DARwiNsche Theorie bezogen, 


- 1 Die neuere Streutheorie von Kar und Basu [Kar, K.C., u. C. Basu: Ind. 
J. Phys. 18, 223 (1944)] konnte bei der vorliegenden Untersuchung nicht bertick- 
sichtigt werden, da die betreffenden Arbeiten noch nicht zur Verfiigung standen. 
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die somit als horizontale Gerade erscheint. Daf die drei Streutheorien 
und die Messungen beim kleinsten bzw. dem dazu konjugierten groBten 
Streuwinkel zusammenfallen ist durch die gewahlte Normierung bedingt. 
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mentell und theoretisch in der Normierung des 
Textes? im Massenmittelpunktsystem. Gerade der 
Ordinate 1,0 = RuTHERFORD-DaRwinsche Theorie. 
Mittlere Kurve = Moéxtiersche Theorie. Untere 
Kurve = Mortsche Theorie. Die experimentellen 
Werte sind mit ihren statistischen Fehlern 
eingetragen. 


mentell und theoretisch in der Normierung des 
Textes! im Massenmittelpunktsystem. Gerade der 
Ordinate 1,0 = RuTHERFORD-Darwinsche Theorie. 
Mittlere Kurve = Métitrrsche Theorie. Untere 
Kurve = Mortsche Theorie. Die experimentellen 
Werte sind mit ihren statistischen Fehlern 
eingetragen. 


Diese ist zulassig, da es sich um Relativmessungen handelt. Die untere 
Kurve entspricht der Mottschen Theorie, die mittlere der MOLLERschen 
Theorie. Die experimentellen Werte sind mit ihren statistischen Fehlern 
eingetragen. Symmetrisch zum Minimum bei 90° liegende MeBpunkte 


Tabelle 3. Auswertung der Mefergebnisse bet Uj = 296 RV. 


) M w | dQ | d0*:do K | I#=M-K 
20° $79 0,947 1,75 2,19 0,940 1,000 
2S 434 0,977 2,22 2,16 0,900 0;469 
30° 271 0,973 2,72 2,12 0,888 0,291 
35° 199 0,960 3,30 2,07 0,870 0,209 
40° 147 0,935 3,74 2,03 0,905 0,161 
43,8° 147 0,935 4,41 1,99 0,907 0,159 
48,4° 199 0,960 4,57 1,95 0,874 0,209 
5s 271 0,973 4,82 1,91 0,900 0,294 
59,5° 431 0,977 5,23 1,86 0,905 0,470 
65,4° 879 0,947 5,56 1,83 0,943 1,000 


1 Die Ordinaten sind — bis auf eine Proportionalitétskonstante, die fiir jede 
Theorie verschieden ist — die auf die RUTHERFORD-DARwrinsche Theorie bezogenen 


differentiellen Streuquerschnitte. 
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Tabelle 4. Vergleich der experimentellen Ergebnisse fiir I* (O*) mit den theoretischen 


Forderungen. Uy = 296 kV; Normierung s. Text. (Massenmittelpunktsystem.) 
————— 


(Oh Experiment MG6LLER Morr RUTHERFORD 
44,9° 1,000 1,000 1,000 1,000 
5530, 0,469 0,496 0,484 0,545 
66,5° 0,291 0,285 0,270 Ose 
76,9° 0,209 0,193 0,175 0,266 
87,2° 0,161 0,161 0,142 0,234 
92,8° 0,159 r 0,161 0,142 0,234 

#03240 0,209 0,193 O75 0,266 
MS 0,294 0,285 0,270 0,352 
se Carle - 0,470 | 0,496 0,484 0,545 
#35540 1,000 1,000 1,000 1,000 


stellen hierbei die Auswertung einer MeBreihe fiir die beiden einander 
konjugierten Streurichtungen dar. Ihre Ubereinstimmung kann als MaB 
fiir die Genauigkeit der angewandten Streugeometriekorrekturen an- 
gesehen werden. Die experimentelle Fehlergrenze der ganzen Unter- 
suchung wird auf 5% geschatzt. 

Tabelle 3 und 4, sowie Fig.10 geben die Ergebnisse fiir U) = 296 kV 
in derselben Form wie Tabelle 1 und 2 und Fig. 9 fiir Uj = 207 kV. 

Die Diagramme Fig.9 und Fig. 10 zeigen, daB die MO6LLERsche 
Theorie die experimentellen Ergebnisse am besten wiedergibt. Die Ab- 
weichungen des Experiments tiberschreiten nicht die infolge der Statistik 
zu erwartenden. 


Besonderen Dank schulde ich dem Direktor des Instituts Hern 
Prof. Dr. Cur. GERTHSEN fiir die Anregung zu dieser Arbeit und das 
férdernde Interesse, das er ihr stets entgegenbrachte. 

eae t 


Karlsruhe, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 
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Die inkohirente Streuung der R6ntgenstrahlen. 
Von 
FRIEDRICH LENZ. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 6. Marz 1953.) 


Die Methode von HEISENBERG und BEwILocuaA [/], [2] zur Berech- 
nung der Winkelverteilung der inkohaérenten Roéntgenstreuung liefert 
fiir nicht zu kleine Streuwinkel # und fiir Ordnungszahlen Z> 6 eine 
gute Naherung [2], [3]. Die Methode beruht auf der statistischen Elek- 
tronendichteverteilung nach THOMAS-FERMI und fiihrt fiir unpolarisierte 
Primarstrahlung auf die Streuformel 


az 1+ cos? 


Tine = Ip GZ S (0). (1) 


Hierbei ist J, die einfallende Intensitat, J;,, die inkoharente Streu- 


intensitat in den Winkel? im Abstand R vom Atom, a, = = = 
wv mM 
2,81:-10 cm, Z die Ordnungszahl des streuenden Atoms und : 
So | fall om — (|/ : + t)ax, (2) 
0 
In Gl. (2) bedeutet ®(x) die THomAs-Fermi-Funktion und 
me hy aes Oo 
v=0,176AZ Bog SIN os (3) 
wahrend die obere Integrationsgrenze x) durch 
DOALON 
wa SS (4) 


definiert ist. 

Es soll gezeigt werden, daB sich die Streufunktion S noch in ein- 
facherer Weise schreiben und bei Benutzung der Moti@rEschen Niahe- 
rung [4] fiir die THoMAs-FEeRMI-Funktion sogar geschlossen integrieren 
la8t. Multipliziert man nadmlich im Integranden von (2) die Klammern 
aus und beriicksichtigt die THomMAs-FERMIschen Differentialgleichung 


2p op 
def? (5) 


iW 
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so kann man auch schreiben 


vy 


3 . 2D 3 ys 
S(v) =41— | (x7 -— Sox 4% wax, (6) 


0 


was mit (2) mathematisch identisch, aber fiir die Rechnung einfacher 
ist. Ersetzt man nun in (6) @(x) durch die dafiir von Moitre [4] 
angegebene Naherung 


D(x) >) 4,67 (7) 
: t—L 
mut 
aja 013 a, = 0,55; a; = 0,35; 
0, = G¢ n= 152: be = 0,3; 


so ist eine geschlossene Integration méglich, welche auf 


3 


S@y=1— > F (be -= 


Bee 
UP? Xo 


v) (4 = e-% % (b; %) + 1)) — (8) 


nes) 


6 


fiihrt. Diese mit Hilfe der MoLiEREschen Naherung berechnete Streu- 
funktion weicht nur fiir kleine Streuwinkel merklich von den Werten 


7,0 


08 


Gleichung (2) 


Fig. 1. 


ab, die man erhalt, wenn man die strenge THomAs-FERMI-Funktion 
zugrunde legt und (2) numerisch integriert. In Fig. 4 sind die Streu- 
funktionen nach (2) und nach (8) zum Vergleich miteinander aufgetragen. 
Da die Streuung in kleine Winkel hauptsdchlich durch die Elektronen- 
dichte weit vom Atomkern bestimmt wird, diirfte hier die MoLIEREsche_ 
Naherung sogar zu richtigeren Werten fiihren als die strenge THOMAS- 
Fermr-Dichteverteilung, welche fiir groBe Kernabstande zu langsam ab- 
fallt. Da® die Streufunktion nach HEISENBERG-BEWILoGuA fiir sehr 
kleine Werte von v (d.h. kleine Streuwinkel) zu hohe Werte fiir die 
i 47% 
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Streuintensitit liefert, ist ja beispielsweise aus dem Vergleich mit den 
nach der Methode von WALLER und HARTREE berechneten Streufunk- _ 


tionen [5], [6] und aus den Uberlegungen von Koppe [7] tiber das Ver- 
halten von S(v) fiir v0 bekannt. 


Literatur. 
[1] HEISENBERG, W.: Phys. Z. 32, 737 (1931). — [2] BEwiLoeua, L.: Phys. Z. 
32, 740 (1931). — [3] THomeER, G.: Phys. Z. 38, 48 (1937). — [4] Motiér#, G:.: 
Z. Naturforsch. 2a, 133 (1947). — [6] WaLrer, I.: Z. Physik 51, 213 (1931). — 


[6] Water, I., and D. R. HartREE: Proc. Roy. Soc. Lond. A 124, 119 (1929). — 
(7] Koppr, H.: Z. Physik 124, 658 (1947). 
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Photographieren mit Exo- und Photoelektronen. 


Von 
J. KRAMER. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt.) 
Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 23. Miirz 1953.) 
Mit Hilfe von Exo- und Photoelektronen lassen sich die in nichtmetallischen Kri- 
stallen durch eine Bestrahlung mit R6ntgenstrahlen und ultraviolettem Licht 
hervorgerufenen engeregten Zustiande feststellen. Dieser Effekt wird dazu benutzt, 


um mit Gips, einer anoxydierten Aluminiumplatte und mit einem Ziegelstein zu 
photographieren. Da die angeregten Zustande durch sichtbares und zum Teil durch 


. ultrarotes Licht geléscht werden kénnen, kann nach der gleichen Methode auch 


— 


mit diesen Wellenlangen photographiert werden, wobei gegeniiber dem ersten 
Verfahren Schwarz und WeiB vertauscht sind. Dieser Vorgang wird an einer 
Kochsalzplatte gezeigt. 


Es war gezeigt worden [1], [2], daB viele nichtmetallische Kristalle 
nach einer Bestrahlung mit Réntgenstrahlen, mit ultraviolettem und 
zum Teil sogar mit sichtbarem Licht spontan Elektronen abgeben, die 
,Exoelektronen“, und daB dabei phanomenologisch gesehen, die Aus- 
trittsarbeit fiir Photoelektronen nach kleineren Werten verschoben ist. 
Es muB demnach méglich sein, mit vielen solchen Kristallen zu photo- 
graphieren, indem entweder die Emission der Exoelektronen fiir die 
Sichtbarmachung des latenten Bildes ausgenutzt wird, oder weit emp- 
findlicher die Verschiebung der Austrittsarbeit. In den angefiihrten 
Arbeiten war dieses Photographieren nur durch eine lineare Abtastung 
der teilweise bestrahlten Flachen mit dem Spitzenzahler gezeigt worden. 
Es bestehen nun keine Schwierigkeiten, das latente Bild auch flachen- 
maBig mit Elektronen zu erfassen und so eine echte Photographie zu 
erhalten. Unter den Moéglichkeiten, die fiir die Erfassung des latenten 
Bildes mit Elektronen denkbar sind, wurde die zeilenformige Abtastung 
mit dem Spitzenzahler gewahlt, weil das mit geringen Mitteln méglich 
ist. Diese Methode la8t eine groBe Empfindlichkeit, aber nur ein ge- 
ringes Auflésungsvermégen erreichen. Bei einer elektronenoptischen 
Abbildung der bestrahlten Flache ware das Auflésungsvermégen besser, 
die Empfindlichkeit ohne zusatzliche Verstarkung geringer. 


Die Apparatur. 


Fiir diese Versuche wurde der gleiche Spitzenzahler mit Luftfillung 
benutzt, der in Fig. 1 in [2] gezeigt ist. Vor der kleinen Blende des 
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Mundstiicks (Durchmesser'0,5 oder 1,0 mm) wurde durch einen kleinen 
sich automatisch umschaltenden Motor die ,,Photoplatte“, beispiels- 
weise eine Gipsplatte, hin und her bewegt. Durch eine von einem zweiten 
Motor bewegte Schraube wurde die Platte in der dazu senkrechten Rich- 
tung vorgeschoben, so daB eine zeilenformige Abtastung erfolgte. Starr 
mit der ,,Photoplatte‘‘ wurde ein photographisches Papier von gleicher 
GroBe vor einer zweiten Blende bewegt, hinter der bei jedem Ausschlag 
des Spitzenzahlers eine 
kleine Glimmlampe auf- 
leuchtete. Bei dieser Ein- 
richtung ist mit einem sehr 
einfachen Verstarker aus- 
zukommen, aber sie er- 
laubt nur Schwarz-Weib- 


Fig. 2. 


Fig. 1. Spitzenzahler mit eingebauter Lichtquelle und Mundstiick zum zeilenformigen Abtasten einer be- 
strahlten Flache und zum Ubertragen des Bildes auf eine photographische Schicht mit einer Glimmlampe. 


Fig. 2. Bild eines Zahnrades aufgenommen mit einer Gipsplatte. Daten bei der Réntgenbestrahlung: Un- 

gefilterte Cu-Strahlung, Scheitelspannung 32 kV, Ro6hrenstrom 20mA, Abstand 50cm, Belichtungszeit 

3sec. Beim Abtasten: Blendendffnungen im Spitzenzahler und vor der Glimmlampe 0,5 mm, bestrahlt 
mit 12 V-35 W-Lampe, betrieben mit 13,2 V und 2,5 Amp. 


Abbildungen, keine Grauténe. Andere Steuerungsvorgange sind méglich. 
In der Fig. 1 ist der Spitzenzahler mit der Bewegungseinrichtung wieder- 
gegeben. 


Beispiele fiir das Photographieren mit dem Spitzenzahler. 

Die ersten Versuche wurden mit Gipsplatten der GréBe 40 x 50 mm2 
vorgenommen, denen durch eine Temperung bei 940° C das Maximum 
der Empfindlichkeit gegeben war (naheres in [2]). Durch eine R6éntgen- 
bestrahlung wurde ein Zahnrad auf diese Platte abgebildet. Die Ab- 
tastung ergab das in Fig. 2 wiedergegebene Bild. Die in der Unterschrift 
angegebenen Daten bei der Réntgenbestrahlung zeigen, daB schon bei 
diesen ersten Versuchen eine Empfindlichkeit erreicht ist, die mit der 
einer photographischen Schicht vergleichbar ist. Eine weitere Steigerung 
ist médglich, zunachst durch VergréBerung der Intensitat des bei der 
Abtastung eingestrahlten Lichtes. Diese kann soweit getrieben werden, 
bis eine vollstandige Léschung des latenten Bildes eingetreten ist. Bei 
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der vorliegenden Abtastung war das bei weitem noch nicht erreicht. 
Fine weitere Steigerung der Empfindlichkeit ist durch die Wahl anderer 
Substanzen und anderer Wellenlaingen bei der Roéntgenbestrahlung zu 
erwarten. 

Weitere Versuche, mit dem Spitzenzihler zu photographieren, wurden 
mit Aluminiumplatten vorgenommen, die durch Tempern bei 500° C 
mit einer Oxydschicht iiberzogen waren. Es wurde ein Bild erreicht, 
das ahnlich dem in Fig. 3 wiedergegebenen ist. Dabei geniigt fiir die 
Erzeugung des latenten Bildes eine Bestrahlung mit einer Quarz- 
Quecksilberlampe. Versuche mit Aluminium-Hydroxyd und -Oxyd haben 


Fig. 4. 


Fig. 3. Bild eines durchlochten Bleiblechs aufgenommen mit rotem Ziegelstein. Daten bei der Réntgen- 
bestrahlung wie fiir Fig. 2, nur Belichtungszeit 1 min. Beim Abtasten: Blendendffnungen 1mm, 12 V- 
35 W-Lampe betrieben mit 15 V und 2,7 Amp. 


Fig. 4. Bild einer Schablone aufgenommen mit kochsalzgetranktem Papier. Ganze Flache bestrahlt mit 
Cu-Strahlung, Scheitelspannung 32 kV, Rodhrenstrom 20mA, Abstand 35cm, Belichtungszeit 1,5 min. 
Danach durch die Schablone fiinfmal Wendel einer 60 W-Lampe abgebildet; Belichtungszeiten: 0,5, 1, 2, 
3 und § min. Beim Abtasten: Blendendffnungen 1 mm, 12 V-35 W-Lampe betrieben mit 8,6 V und 1,9 Amp. 


gezeigt, daB in der Reihe: Hydrargillit — B6hmit — y-Aluminiumoxyd — 
a-Aluminiumoxyd das «-Aluminiumoxyd besonders empfindlich gegen- 
liber einer UV-Bestrahlung ist. Um anzudeuten, daB man mit sehr 
vielen, vielleicht sogar mit allen nichtmetallischen Kristallen in dieser 
Weise photographieren kann, ist in der Fig. 3 ein Bild wiedergegeben, 
das durch eine Réntgenbestrahlung auf einem gewohnlichen roten Ziegel- 
stein hervorgerufen ist. 


Photographieren mut sichtbarem und ulirarotem Licht. 


Um mit der gleichen Methode auch mit sichtbarem und ultrarotem 
Licht photographieren zu kénnen, wurde nicht die Hervorrufung der 
angeregten Zustinde fiir die Erzeugung des latenten Bildes herangezogen, 
sondern ihre Léschung, nachdem sie vorher durch eine Réntgenbestrah- 
lung der ganzen Flache hervorgerufen waren. Der entsprechende Vor-— 
gang ist schon bei der Lumineszenz bekannt. Diese Versuche wurden 
mit einer Papierplatte vorgenommen, die mit einer Kochsalzlésung ge- 
trankt und dann getrocknet war. In Fig. 4 ist das Bild wiedergegeben, 
das die Abtastung im Spitzenzdhler ergab, nachdem die Platte mit 
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Roéntgenstrahlen bestrahlt und an fiinf verschiedenen Stellen verschieden 
lange dem Licht einer Gliihlampe ausgesetzt war. Die Loschung der 
angeregten Zustinde verlangt aber soviel Licht, daB beim Kochsalz 
eine sehr geringe Empfindlichkeit im sichtbaren und besonders im ultra- 
roten Gebiet vorliegt. 

Schlupbemerkung. 

Die Frage ist naheliegend, ob bei der normalen Photographie mit 
Silbersalzen und anderen Substanzen die gleichen angeregten Zustande 
ausgenutzt werden wie bei der Photographie mit Exo- und Photoelek- 
tronen. Verschiedene Umstande sprechen dafiir, z.B. der HERSCHEL- 
Effekt, bei dem durch rotes und gelbes Licht die Wirkung des kurz- 
welligen aufgehoben wird [3], oder die Verschiebung der wirksamen 
Wellenlange ins ultrarote Gebiet bei der Photographie mit Bromsilber- 
platten durch eine vorangegangene Bestrahlung mit Réntgenstrahlen [4}. 
Eine nach Art der alten Daguerreotypplatten oberflachlich durch Rau- 
chern mit Jod in Silberjodid wbergefiihrte Silberplatte zeigte aber an 
den belichteten Stellen weder eine Emission von Exoelektronen noch eine 
Verschiebung der Austrittsarbeit im sichtbaren Gebiet. Trotzdem diirfte 
es wahrscheinlich sein, daB die Emission von Exoelektronen, die Ver- 
schiebung der Austrittsarbeit, die Lumineszenz, die Verfarbung, die 
Anderung der Leitfahigkeit, die VergroBerung des Adsorptionsvermégens 
und die Anderungen im chemischen Verhalten primar durch die gleichen 
Anderungen im Kristall bei der Bestrahlung verursacht sind. Die Ver- 
anderung der Lichtempfindlichkeit durch eine Radiumbestrahlung wurde 
schon von ELsTER und GEITEL an Kaliumsulfat festgestellt [5]. 
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Der prozentuale Polarisationsanteil der Fluoreszenz 
organischer Einkristalle. 
Von 
. C. GANGULY und N. K. CHoupHuRY. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. January 1958.) 


In dieser Arbeit werden die MeBergebnisse des wahren Polarisationsanteils der 
Molekilfluoreszenz einiger organischer Einkristalle sowie die Verteilung des polari- 
sierten Lichtes auf bestimmte Kristallrichtungen mitgeteilt. Die von anderen 
Autoren benutzte bekannte CorNnusche Methode kann nicht zur Bestimmung der 
Molekiilfluoreszenz eines Kristalles benutzt werden, weil 1. im Kristall das 
Fluoreszenzlicht in polarisierte Komponenten aufspaltet, 2. die Vorzugsrichtungen 
der Schwingungen oder elektrischen Ubergange eines Molekiils festliegen und 
anfangs bekannt sein sollten. 


In den ausgezeichneten Arbeiten von PERRIN!, PRINGSHEIM?, 
VaAviILov® und anderen* ist der prozentuale Polarisationsanteil der 
Fluoreszenz von gelésten Farbstoffen recht eingehend untersucht worden. 
Jedoch scheint, soweit die verfiigbare Literatur dies erkennen la8t, sehr 
wenig tiber den prozentualen Polarisationsanteil der Molekiilfluoreszenz 
in Kristallen gearbeitet worden sein®. 


In den friiheren Arbeiten, in denen der prozentuale Polarisations- 
anteil gemessen wurde, wurde stets die CorNusche Methode benutzt und 
der Ausdruck =H5 angegeben. Dabei ist # der prozentuale 
Polarisationsanteil, ke Intensitat in Richtung des elektrischen Vektors 
der Strahlungsquelle, ¢; Intensitat in der zu ¢, senkrechten Richtung. 
p 1aBt sich aber auch aus p=cos(2w) bestimmen. w ist der Winkel um 
den das auf Ausléschung einer Komponente eingestellte Nicol (Analy- 
sator) gedreht werden muB, bis beide durch ein entsprechend angeord- 
netes doppelbrechendes Doppelbildprisma erzeugten Bilder der zuein- 
ander senkrechten Komponenten gleiche Intensitat besitzen. 


Die vorstehenden Ausdriicke fiir lassen sich nur anwenden, wenn 
es sinnvoll ist, sich auf den elektrischen Vektor des erregenden Lichtes 


1 PeRRIN, F.: Fluorescence. Paris: Herman 1931. — Acta phys. polon. 3 
535 (1936). (1929). —C. R. Acad. Sci., Paris 180, 5814 (1925). 

2 PRINGSHEIM: 2. Physi 10, 176 (1922). 

3 Vavitov, S. J.: Z. Physik 50, 53 (1928); 53, 665 (1929). f a 

4 Mirra, S.M.: Ind. J. Phys. 13, 349 (1939). —Scumipt: Phys. Z. 23, 233 es 

5 PRINGSHEIM, P.: Fluorescence and Phosphorescence, S. 384. 1949. 
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zu beziehen. Im Fall der Fluoreszenz in Kristallen haben wir! jedoch 
gezeigt, daB unabhangig vom Vektor des einfallenden Lichtes die Os- 
zillatoren eine einheitliche fiir die Substanz charakteristische Richtung 
besitzen und demzufolge auch der Vektor des Fluoreszenzlichtes in 
einer festen Richtung liegt. Weiter wird auf Grund der Kristallverhait- 
nisse das ausgesandte Licht in zueinander polarisierte Komponenten 
aufgespalten, die eine in Richtung der Symmetrieachse die andere senk- 
recht dazu. Eine Messung des aus dem Kristall kommenden Lichtes 
wird uns unter diesen Umstanden nicht den prozentualen Polarisations- 
anteil des von den Molekiilen emittierten Fluoreszenzlichtes direkt 
liefern k6nnen. Eine direkte Aussage tiber die Anisotropie der Molekiile 
selbst werden wir so ebenfalls kaum erhalten. Um nun den prozentualen 
Polarisationsanteil der Molekilfluoreszenz bestimmen zu k6n- 
nen, haben wir den obigen Ausdruck fiir # etwas zu modi- 
fizieren (Fig. 1). 

Es sei a die Amplitude des elektrischen Vektors der 
Fluoreszenzstrahlung. Der Winkel zwischen OB und dem 
y elektrischen Vektor sei 0. OA und OB sind zwei Haupt- 
Fig 4] schwingungsrichtungen des Kristalles. Weiter nehmen wir 
nur eine partielle Polarisation der Fluoreszenzstrahlung an. 
Die Amplitude des unpolarisierten Anteiles sei 6. Sie besitzt natiirlich 

langs OA und OB den gleichen Betrag. Wir haben dann 


op = 4* cos? 0 + 0B? 
Cog = a? sin? © + B?. 


Die scheinbare Polarisation p* 


Cop—foa a® cos? © — a? sin? © 
*= — — . 
P eee ~ a cos? @ + a® sin? © + 20? = p+ cos (20). 
Mit p = es ere a oa dem wahren Antei! der Polarisation. Somit 
p= Cop— Soa 3 1 cos (2 w) ; 
Coptfo4 cos(2@) cos (20) * (1) 


Wenn cos(2@) bekannt ist (z.B. aus Réntgenuntersuchungen) und 
cos(2w) aus Intensitétsmessungen der Spektren (oder aus dem durch 
Drehen des Analysators erzeugten Intensitatsabgleich) ermittelt wird, 
1aBt sich der wahre Anteil der prozentualen Polarisation bestimmen. 


Experimentelles. 

Folgende ebene aromatische Kohlenwasserstoffe wurden von uns 
bei Zimmertemperatur als Einkristalle auf die Polarisation der Fluo- 
pen tigie oe A; Anthrazen, 2. Phenanthren, 3. Chrysen, 4. Pyren, 
5. Benzi 


1 GancuLy, S.C., u. N. K. CHoupuury: J. Giicus Phys. 19, 617 (1954). 
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4. Anthrazen. Der Kristall gehért zum monoklinen Kristallsystem 
Raumgruppe C3, —P 2,/c. Die Elementarzelle hat die Kantenlingen 
(in A) a=8,58, b=6,02, c= 11,18; B=125°. Sie enthalt zwei Molekiile 
C,,H,, in der Elementarzelle. Das Molekiil ist eben. Die Absorptions- 
bande des Anthrazenkristalles beginnt bei 400 my. und erstreckt sich 
ins Ultraviolett. Die Fluoreszenzbanden liegen bei 403, 422, 438, 445 mu. 

2. Phenanthren. Der Kristall ist monoklin und gehoért zur Raum- 
gruppe C3;— P 2,. In der Elementarzelle befinden sich zwei Molekiile. 
Ihre Kantenlangen sind a=8,57, b=6,11, c=9,47 A: 6 = 82,30°. Der 
Phenanthrenkristall absorbiert ab 3900A. Die Fluoreszenzbanden 
liegen zwischen 3900 und 4900 A. 

3. Chrysen. Der Kristall ist monoklin Raumgruppe C$,,—C 2/c oder 
C$—Cc. Die Elementarzelle enthilt vier Molekiile C,,H,). Ihre Kanten- 


D No 5 


c=25 A; B= 3145.8°...Das ] 
Molekiil ist eben. Die Ab- 


sorption des Chrysenkristalles 4 4 % FC L, 

beginnt bei 4000 XG Die Fluo- Fig. 2. Hg Quecksilber-Bogenlampe; Tits Lew Linse; N,, Nz 
reszenzstrahlung liegt zwi- pa eas © Sunes. Ree 
schen 4200 und 4500 A. 

4. Pyren. Der Kristall gehért ebenfalls zum monoklinen Kristall- 
system Raumgruppe C3,,—P 2,/c. Die Elementarzelle enthalt vier Mo- 
lekiile C,,H,,. Ihre Kantenlangen sind a= 13,60, b=9,24, c=8,37 A; 
B=100,2°. Das ebene Molekiil besteht aus vier Benzolringen. Die 
Absorption dés Pyrenkristalles beginnt bei 4000 A. Die Fluoreszenz- 
strahlung liegt zwischen 4000 und 5000 A. 

5. Benzil. Der Kristall gehért zur trigonal-trapezoedrischen Sym- 
metrieklasse. Er besitzt ein hexagonales Gitter. Die Elementarzelle 
enthalt drei schraubenférmig angeordnete Molekiile. Die Raumgruppe 
ist D3 oder (D§). Die Kantenlangen der Elementarzelle sind a= 8,42, 
c=13,75 A. Die Absorption des Benzilkristalles beginnt bei 4900 A und 
erstreckt sich von dort ins Ultraviolett. Die Fluoreszenzstrahlung liegt 
zwischen 4900 und 5700 A. 

Fig.2 ist eine Skizze der experimentellen Anordnung. Das von einer 
Hg-Lampe kommende Licht wird durch eine konvexe Linse auf eine 
quadratische Offnung fokussiert. Hinter dieser befindet sich der Kristall 
mit seiner Oberflache senkrecht zur Biindelachse. Zwischen der Hg- 
Bogenlampe und der Offnung befindet sich weiter ein Filter zur Iso- _ 
lation der Erregungsstrahlung und ein Nicol zur Polarisation der Strah- — 
lung. Der elektrische Vektor des einfallenden Lichtes liegt stets senk- 
recht. Das vom Kristall kommende Fluoreszenzlicht wird durch ein. 
doppelbrechendes Doppelbildprisma geleitet. Das Prisma ist so ange- 
ordnet, daB im oberen Bild der elektrische Vektor vertikal im unteren 
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horizontal schwingt. Ein zweites Nicol folgt dann vor dem Schlitz des 
Spektrographen (Hilger, tibliche Gré8e). Durch Drehen des Analysators 
von einer Auslischrichtung auf die Richtung, in der beide Bilder gleiche 
Intensitat besitzen, l4Bt sich der Winkel w bestimmen. 

Die Kristalle von Anthrazen, Phenanthren, Chrysen und Pyren 
werden so angeordnet, da ihre b-Achsen vertikal sind und das Licht 
senkrecht auf die c-Fliche fallt. Beim Benzilkristall ist die c-Achse 
vertikal und das Licht fallt senkrecht auf die (1010)-Flache. Da wir 
gefunden haben, daB alle Fluoreszenzbanden gleich polarisiert sind, und 
sie auch alle im sichtbaren Gebiet liegen, kann man fiir die Untersuchun- 
gen den Spektrographen entbehren. Die Ergebnisse der Polarisations- 
messungen werden unten fiir Zimmertemperatur mitgeteilt. Da die 
Richtung der Oszillatoren bekannt ist1, 1aBt sich mittels Gl. (1) der 
gesamte prozentuale Anteil der Fluoreszenz berechnen. 


Tabelle 1. Polarisation der Molekiilfluoreszenz. 


| | Scheinbare Scheinbare 
Substanz 20 2w | Lien test Polarisation | Polarisation 
auf b bezogen | auf a@ bezogen 
; 1 
Anthrazen .. . 66 114 100% | 40% |. 60% 
Phenanthren . . O27 rial et 43 ei 100% 39% | 61 % 
Chrysen . .. . SO Pie iet ttt a= 100 Toph Ny Sire SY eee Oe 
Byrenpees £0571 ¢ 77 | 103 100% 22% | 78% 


Im Falle des Benzils sind uns keine Réntgenuntersuchungen beziig- 
lich O bekannt. SchlieBen wir nun, die fluoreszierenden Molekiile der 
festen Kohlenwasserstoffe emittieren vollstandig polarisiertes Licht, 
deren elektrischer Vektor in der Molekiilebene liegt, kénnen wir aus 
unseren Messungen die Orientierung des Molekiils im Kristall angeben2. 
Fir Benzil erhalten wir dann — wenn dieser SchluB erlaubt ist — bei 
einem gemessenen Winkel 2w=60° fiir die scheinbare Polarisation 
langs ¢ 50% und langs a 50%. Fiir 9 dem Winkel zwischen der Molekiil- 
ebene und der c-Achse in der (1010)-Flache ergibt sich damit 9 = 60°. 


Zusammenfassung. 
Unabhangig von der Dicke eines Kristalles wird eine Fluoreszenz- 
strahlung in diesem Kristall in zwei Komponenten, eine mit dem elek- 
trischen Vektor parallel der b-Achse, die andere parallel der a-Achse, 


1 ROBERTSON, J.M.: Proc. Roy. Soc. Lond. 140, 79 (1935). — SINCLAIR, 
ROBERTSON u, MatuHiEson: Acta Cryst. 3, 251 (1950). — Ropertson, J. M.: 
J. Chem. Soc. 1947. — Isat u. RoBEertson: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 


140 (1934). — Nature, Lond. 132,750 (1933). — Basak, B. S.: Ind. J. Phys. 
24, 309 (1950). — Mark, H., u. HENSTENBERG: Z. Kristallogr. 70, 287 (1929) 
® GancuLy, S.C., u. N. K. Cooupnury: J. Chem. Phys. 1953. 
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aufgespalten. Liegt der elektrische Vektor der Strahlung jedoch par- 
allel einer Achse, erfolgt dies natiirlich nicht. Aus diesem Grund ist 
die gemessene prozentuale Polarisation nicht der prozentuale Anteil der 
Molekularpolarisation, sondern eine durch den Kristall beeinfluBte 
Fluoreszenz. Wenn die Oszillatoren einen Winkel von 45° mit der a- 


_ und b-Achse einschlieBen, wird £* Null. Bei der Wahl von p* ~ Sop —S04_ 


es eee 


) ' ’ ‘ 
até Te? Facts 


op +loa 
finden wir, da die Oszillatoren stérker nach a hin geneigt sind, negative 


Werte fiir p*. 

Die Cornusche Formel kann in unserem Fall nicht angewendet 
werden, da der elektrische Vektor des Fluoreszenzlichtes gegeniiber den 
Hauptschwingungsrichtungen geneigt ist. Tritt dies nicht ein, geht die 
von uns angewandte Formel in die CorNusche Formel tiber. 

Das Ergebnis der von uns durchgefiihrten Fluoreszenzuntersuchungen 
an einigen festen aromatischen Kohlenwasserstoffverbindungen zeigt 
eine volistandige Polarisation der Molekiilfluoreszenz. Es ist méglich, 
bei Voraussetzung dieses Ergebnisses, aus der Molekiilfluoreszenz die 
Orientierung der Molekiile in Kristallen zu bestimmen. 


Herrn Prof. P. K. Bose, Bangabasi College, danken wir fiir die ge- 
wahrte Forderung, der Regierung von West-Bengal fiir die Unter- 
stiitzung und fir. Forschungsbeihilfen, durch welche erst genaue hess 
sungen erméglicht wurden. 


Bangabasi, College Research -cetlee 


: Ubersetzt von Dipl.-Phys. Hans ScHuize, Gottingen. 
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Die Beziehung der Quantentheorie zu den Theorien 
der Gravitation und des Elektromagnetismus und 
eine Anwendung auf die Theorie des Elektrons. 


Von 
H. T. Fuint und E. MARJORIE WILLIAMSON. 


(Eingegangen am 6. Mdrz 1953.) 


Mittels einer Geometrie, in der das Linienelement durch eine Matrix dargestellt 
wird, und der Annahme einer Methode 4hnlich der von WeyL wird gezeigt, daB 
Gleichungen von der Gestalt der Diracschen Gleichung sich als Eichgleichungen 
auffassen lassen k6nnen. Ihre Rolle in der Theorie ist vergleichbar mit dem Gra- 
vitationsgesetz in der Relativitatstheorie. Diese Theorie wird mit der Feldtheorie 
von Katuza zusammengefaBt. Dabei ergibt sich eine Beziehung zwischen den 
Gebieten der Gravitation, des Elektromagnetismus und der Quantentheorie. 
Durch diese Vereinigung von Geometrie und Metrik la8t sich fiir das Gebiet der 
mikroskopischen Physik eine Theorie des Elektrons erwarten. 


Durch die Anwendung der metrischen Theorie von WEYL [7], in der 
im allgemeinen ein Vektor bei einer Parallelverschiebung eine Langen- 
anderung erleidet, wurde es erméglicht, die Drracsche Gleichung her- 
zuleiten und zu zeigen, daB sie der Ausdruck fiir ein Eichgesetz ist. Dies 
Ergebnis ]a8t die Zusammenfassung von gravitations-elektromagneti- 
schen und quantenhaften Erscheinungen zu einer Theorie erwarten. 


Die Grundlage der Zusammenfassung bildet die Benutzung der 
RIEMANNschen Geometrie in fiinf Dimensionen gemaB den Arbeiten von 
T. Katuza [2] und O. KLEIN [3]. Mittels dieser Geometrie lassen sich 
die Gebiete der Gravitation und des Elektromagnetismus zusammen- 
fassen. Wenn man nun noch zeigt, da sich die Quantenerscheinungen 
damit ebenfalls erfassen lassen, hat man eine einheitliche Theorie der 
drei Gebiete erhalten. 


Bei Anwendungen auf physikalische Probleme erscheint die fiinfte 
Koordinate x° in einfacher Weise. Wenn sie in irgendeiner Funktion 
auftritt, erfolgt dies als Faktor exp (22 i/I)). Dabei ist 1, eine fundamen- 
tale Lange. Im iibrigen sind die Funktionen unabhangig von x5. Der 
Abhiangigkeit von x* entspricht die Zeitabhangigkeit bei manchen Pro- 
blemen, insbesondere in der Theorie elektrischer Schaltungen, wo diese 
Veranderliche in Gestalt des die Frequenz kennzeichnenden Faktors 
exp(2a7 vt) auftritt. 


Die Weytsche Theorie war dazu bestimmt, durch die Verbindung 
mit einer vierdimensionalen Metrik Gravitation und Elektromagnetismus 
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zusammenzufassen. Ein Eichfaktor wurde eingefiihrt und es wurde an- 
genommen, die Messung eines Vektors A mit den Komponenten (A,,,) 
oder (A”) ist durch die Beziehung 


A2 — LA, ial 


festgelegt. Die durch /?= A,, A” gegebene Lange / erleidet im allgemei- 
nen eine Langenaénderung bei einer durch dA,,= I", A, dx" definierten 


Parallelverschiebung. Die J” sind festinmte Koeffizienten. /, m, n 
kénnen die Werte 1, 2, 3, 4 annehmen. 


WEvyts Vorschlag war, daB bei einer derartigen Anderung 


dl 
pl a —®, dx" (1) 


ist. MD, sind dabei die Komponenten des elektromagnetischen Potentials. 
Damit wurde ausgedriickt, daB die elektromagnetischen Erscheinungen 
sich als Ausdriicke einer Metrik auffassen lassen, ebenso wie die Gra- 
vitation der Ausdruck einer Geometrie ist. Die Vereinigung von Geo- 
metrie und Metrik ist somit die Zusammenfassung von Gravitation und 
Elektromagnetismus. 

Es ist schwierig diese Theorie auf die physikalische Welt zu be- 
ziehen. Der Versuch diese Anderungen mit in der Physik auftretenden 
Verschiebungen zu verkniipfen, fiihrt zu Schwierigkeiten und es scheint 
zu sein, als ob der in der WeEyischen Theorie auftretende Vorgang der 
Verschiebung nur ein idealer ist, der sich nicht auf das Verhalten von 
Ma8staben und Uhren in der physikalischen Welt beziehen laBt. — Es 
gibt jedoch eine andere Stelle in der Physik, wo sich die WeEytsche Idee 
anwenden 1aBt. 

Die Wellenfunktion der Quantentheorie wird zur Bestimmung 
physikalischer GréBen benutzt. Sie wird dabei zur Berechnung der Er- 
wartungswerte dieser Gré8en, die in dieser Theorie durch Funktionen 
oder Operatoren dargestellt werden, verwendet. Die vorliegende Be- 
trachtung geht davon aus, daB die Funktion in einer metrischen Theorie 
als Eichfaktor analog dem 4 der WeEyischen Theorie erscheint. Diese 
Annahme ist der Ausgangspunkt fiir die Aufstellung eines metrischen 
Systems, mittels dessen sich die Quantentheorie mit der Gravitation 
und der Elektrodynamik vereinen lassen soll. 

Das der Geometrie des Kontinuums entsprechende Linienelement do 


wird durch ; 
do®=y,,dx" dx? (2) 


definiert. Die Koeffizienten y,, hangen von den. Graviiationss und 
elektromagnetischen Feldern ab. Die Summation iiber die wu und » y 


erfolgt von 4 bis 5. 
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Die nachstehenden Gleichungen geben an, wie die y von den Gra- 
vitations- und elektrischen GréBen abhangen. 


Ynn = 8mn + Ys5 oe P,, D,, , Vm5 — Y55% ®,, , | G3) 
at Fe yes n sia — — gy @g 4 4jne = (1/5 5) ae o2 D,, @m” , i 


#% ist eine Konstante. Fir den vorliegenden Fall geniigt es y;;=1 zu 
setzen. 

Weiter werden fiinf vierreihige Matrizen (y,) eingeftihrt. Sie sollen 
den nachstehenden Gleichungen gentgen: 


VuYy > VeVu = 22 uv (4) 
Die Matrizen (y,) sind mit den Matrizen (y“) mittels der Gleichungen 
ir Rag VA yey: (5) 
verbunden. Daraus folgt 
OE eat dy pee) os (6) 
In der Matrixgeometrie wird das Linienelement durch 
do =y,d x" (7) 


dargestellt [4]. Aus diesem lat sich mittels (4) und (5) der tibliche 
Ausdruck (2) fiir das Linienelement herleiten. 

Ebenso 1aBt sich eine Matrix A einem Vektor mit den Komponenten 
(A“) oder (A,,) zuordnen. 


ia 


A=yA,=y,A". (8) 


Dies ist ein Operator. Der Wert von A wird durch den Ausdruck 0A yw 
definiert. Dabei ist y die Diracsche Wellenfunktion und @ ein mit p 
in Zusammenhang stehender Faktor. Seine Gestalt wird durch ein 
Invarianzprinzip in der weiteren Diskussion bestimmt. 
Die Anwendung des Weytschen Prinzips erfolgt, indem wir eine 
durch 
dA at Aas 


definierte Parallelverschiebung durchfiihren und die dabei auftretende 
Anderung des Wertes von A betrachten. Die M5 ‘werden spater mit den 
CHRISTOFFELschen Symbolen des fiinfdimensionalen Kontinuums identi- 
fiziert. 

Bei der Durchfiithrung der Verschiebung Andert sich die GréBe 
L=Oy"A,w wie folgt 


Ox MG. 


(ao) re) 
dL Ty dxy Ap +O dx Apt Oy Ai,A,dx p+ Ops, ax 


‘00 Oye 
=(so ryt OF; pt Oy pat, + Oy 


A )A,dx, 


On 
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Die Analogie mit der WEeyischen Annahme [s. (1) ] beziiglich der Langen- 
anderung d/ legt folgende Schreibweise nahe 
aLiz@ R, y" A ny car, 


k, ist dabei ein Operator, der den ®, entspricht. 
Da das Ergebnis der Verschiebung fiir alle Vektoren und Verschie- 
bungen gelten soll, ergibt sich 


OyvH 


yO eh + 0(% +A y= OR my (9) 


mit der Abkiirzung 

Oyl Z 2 7U 

ae +At y= Ke. (10) 
Die durch K*¥ bezeichnete GréBe besitzt dabei eine grundlegende Be- 
deutung. Eine Bedingung fiir A* fiihrt zu einer Einschrankung der 
durch py zu erfiillenden Gleichung. Diese Bedingung fiihrt zu einem 
Eichgesetz, welches bei einer physikalischen Anwendung den Charakter 
eines physikalischen Gesetzes annimmt. 


Die einfachste médgliche Annahme ist, Ké=0O zu setzen. Dies ist 
jedoch zu einschrankend und in einem einfachen aber wichtigen Fall 
bedeutet es y=const. amit ware es jedoch unméglich, die Idee der 
lageabhangigen Eichung durchzufiihren und der Zweck der vorliegenden 
Untersuchung ware zunichte gemacht. 

Die vorliegende Situation ist ahnlich der in der Relativitatstheorie 
auftretenden. In jenem Fall wird die Einschrankung des RIEMANNschen 
CHRISTOFFELschen Tensors als Ausdruck fiir das Gravitationsgesetz auf- 
gefaBt. Eine Nullsetzung dieses Tensors wiirde jedoch der Gravitations- 
theorie die geometrischen Grundlagen entziehen. Statt dessen wird dem 
reduzierten Tensor zweiter Stufe eine Bedingung auferlegt und das so 
angenommene Gesetz ist dann 


G,, a A Emn- 
Entsprechend wahlen wir nun in unserem Fall die Bedingung . 
Kt=0- (11) 


Dies gibt fiir py die Sear RT| 


ee y" p+ Oy = =OR, YY. (12) 


Der Ausdruck pe . ist dabei bemerkenswert; denn in Abwesenheit 
eines os on Den ete eingedenk daB wir fiinf Koordinaten hate 


stellt yee = 0 die Drracsche Gleichung dar. 
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: 00 : - ; ‘ fa) a ow 
Wir nehmen nun an, oye yw ist komplex konjugiert zu 0 y ae 
mv p 
Beide Seiten von Gl. (12) sind dann reell und die rechte Seite der Glei- 


chung 1aBt sich als (OH, y“ p+ y*y" Hj, O*) schreiben. Die nachstehen- 
den Ausdriicke geniigen dann unter dieser Voraussetzung (12) 


(a) 
Oy = =@OH,y"y 
00 oy* A+ wt H+ @+ 
Oxe bata ae es be 


In Ubereinstimmung mit diesen Beziehungen folgt fiir y die Gleichung 


ra) 
ye =H, yy: (13) 


Diese Gleichung, welche sich aus der Annahme Kf =0 ergibt, kann als 
Eichgleichung aufgefaBt werden. 

Interessant ist in diesem Zusammenhang, daf diese Gleichung die 
Gestalt der Quantengleichung besitzt, obwohl sie mittels einer der 
Relativitaétstheorie eigentiimlichen Methode hergeleitet wurde. 

Um Gl. (13) in die tibliche in der Quantentheorie auftretende Form 
zu bringen, nehmen wir an, daB die Gravitation vernachlassigbar ist. 
In diesem Fall wird 


ie tates 1 m=nN (14) 
Emn = mn mn” 0 m+—En. 


Die Matrizen y” und y, vereinfachen sich dann und gehen in solche mit 
konstanten Koeffizienten tiber (+ 1, +7, 0). In dieser Gestalt bezeichnen 
wir sie mit £” oder f,, und 8... Auf Grund der Beziehungen (3) ergibt 
sich dann fiir den Fall des vernachlassigbaren Gravitationsfeldes 


ym” = BP" = B,, ¥s=6., | 
Ym = Bm + aOy Ba, y> = B. — «Dy, By - 
Der einfachste Fall, der sich nun betrachten 1aBt, ist, daB bei einer 


Parallelverschiebung eines Matrixvektors keine Langendnderung auf- 
tritt (H,=0). Gl. (13) geht dann in 


(15) 


o (4) 
Pris ae wt (B. — & Pm Bm) an =0 


unter Beriicksichtigung von (15) iiber. Eingedenk der Annahme be- 
ziiglich der Koordinate x° erhalten wir weiter 


r,) 2 . : . . 
Bulb PE ott dep ety a 8 
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Um diese Gleichung mit der Drracschen Gleichung fiir das Elektron 
zu identifizieren, haben wir 


h a e 
Moc ’ ly hie 


oo, = —tB,B,, (k=4,2,3), B= —1B,B. 


zu setzen. Die PLANCKsche Konstante erscheint dabei durch x, welches 
in der Gestalt exp (227 myc x5/h) auftritt. KaLuzas Konstante « ergibt 
sich als %=e/m,c*. Dieser «-Wert ist gleich dem von J.W. FISHER 
hergeleiteten [5]. FISHER benutzte dabei die Vorstellung, daB der Weg 
des Elektrons im KatuzAschen Kontinuum eine geodatische Nullinie 
sein miisse. 


i= 


Wir betrachten nun die von AY angenommenen Werte, wenn die 
Koeffizienten A¥, CHRISTOFFELsche Symbole sind und damit also ein 
RIEMANNscher Raum vorliegt. 


In diesem Fall wird die Identitat 


Oyh? 
Ox 


+ Ae,” + Aza yt® =0 (17) 


erfiillt. Im Zusammenhang mit den Beziehungen (6) fiir die Matrizen (y“) 
ergibt sich fiir K¥ die Gestalt 


Kt =A, yt — yt A,. (18) 


Die A; sind dabei bestimmte Matrizen [6]. 

Es gibt fiir die 4,Werte, die Gl. (10) zur Identitat machen. Eine 
allgemeine Lésung fiir den Fall eines elektromagnetischen und Gravi- 
tationsfeldes wurden von H.W. Haskey [7] angegeben. Hier wollen 
wir uns auf den einfacheren aber praktisch wichtigen Fall des Fehlens 
eines Gravitationsfeldes beschrinken, bei dem die Matrizen [8] 


A, =10B,, B;B. +40, Bry BiB, | (19) 
A, =4%Bj4 hi By, 
sind. Mit 
OD, 6D, 
Bip oak — OxP 


Diese Werte der Operatoren (A,) erfiillen die Beziehung (10) und machen 
sie zur Identitat. 

Die Matrizen sind dabei insofern unbestimmt, als man eine mit den — 
Matrizen (y“) vertauschbare GréBe hinzufiigen kann, ohne das erhaltene 


Ergebnis zu beeinflussen. Gl. (10) geht nun iiber in 
‘ — 


Ae + 44,7? =4,y" — yA, ; ' ee (20) 7 
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Das vierdimensionale Gegenstiick dieser Beziehung wurde von SCHRO- 
DINGER [9] unter einem anderen Gesichtspunkt in seiner Theorie des 
Elektrons in einem Gravitationsfeld eingefiihrt. In seinem. Fall hatte 
der Operator J’, die Eigenschaft, daB8 seine Spur >) (Jj,),,, ein Viel- 


{aches der Komponente des elektromagnetischen Potentials @,, war. 
Die Unbestimmtheit in den A,, wiirde in unserem Falle das Hinzu- 
fiigen von @, in den Diagonalelementen erlauben und die Spur von Ae 
ware dann ein Vielfaches der ®,. Die Operatoren A, spielen in der 
Matrixgeometrie eine ahnliche Rolle wie die A%, in der gewohnlichen 
Geometrie und die Invarianzprinzipien beherrschen die Operation beider. 
So 14Bt sich dann Gl. (21) als Definition der Parallelverschiebung dy“ 
des Operators y” auffassen. Die Parallelverschiebung von y ist [8], [9] 


dy =A, pax". (21) 
In diesem Fall sollte man erwarten, daB die Grundgleichung fiir p die 
Gestalt 
é 
he or =e Ya ey (22) 


an Stelle von (13) annimmt. 

Die Operatoren gingen beim Ubergang von Gl. (9) zu Gl. (12) wegen 
des Verschwindens von A’, verloren. Aus rein formalen Griinden werden 
wir fiir das Folgende (4, y“— y“ A,,) beibehalten. In dem betrachteten 
Fall mit H,=0 nimmt die Grundgleichung die Gestalt 


(7) 
yt Se — Ay y =0 (23) 


an. Beschranken wir uns auf den iiblichen Fall des verschwindenden 
Gravitationsfeldes, ergibt sich der zusatzlich auftretende Term als 

(h e/8% moc) B(gB —1 aE) y. (24) 
Dabei ist o die Spinmatrix. Terme dieser Art sind als mégliche Zusatze 
zur Wellengleichung betrachtet worden. 

PavLi [10] hat dies diskutiert und ausgefiihrt, daB derartige Terme 
bei anderen Teilchen als das Elektron oder Positron notwendig werden 
kénnen. Es ergibt sich dort jedoch kein zwingender Grund fiir den 
Term (24) und wir werden ihn auch hier nicht einfithren. Wir wollen 
jedoch bemerken, da8B ein derartiger Ausdruck sich auf der rechten 
Seite der Gl.(13) als Teil des Operators H , notigenfalls einbauen laBt. 

Wir kénnen daher Gl. (13) als Grundgleichung der Theorie betrachten. 

Es wurde bereits gezeigt, daB in Kernfeldtheorien ein spezieller Fall 
der Gl. (13) anwendbar ist [77]. Einen derartigen Fall finden wir in 
der YukAwaschen Theorie der f-Radioaktivitat mit einer einem Vektor- 
feld entsprechenden Form von'H. Jedoch ist H » nicht auf spezielle 
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Felder beschrankt und kann daher den verschiedensten Feldtypen ent- 
sprechende Terme, die getrennt oder gemeinsam auftreten kénnen, ent- 
halten. Eine Betrachtung der Erfordernisse von Kernfeldtheorien weist 
auf die den H,, fiir physikalische Anwendungen zu gebende Gestalt 
hin. Und zwar . 


i Tic ati AR Bi . A » ) YnyO 
A, mal a, fF, ayy By a3y y” re + a4 y* y" vs Lae a (25) 


wobei die a; konstante Koeffizienten darstellen. Um die Invarianz- 
forderungen zu befriedigen, muB fiir y“ H,, gelten 


yf yee peag Dat vis pec 
Ye = Oy Y" fur aa Ys YY fuat eV Y tury t UV yyy? fuave- (26) 
Dabei sind die GréBen # als Komponenten von Vektoren und Tensoren 
verschiedener Stufen gewohnliche Funktionen. Diese GréBen werden 


mit den Komponenten der verschiedenen Feldarten, die in den Kern- 
theorien tiblich geworden sind, identifiziert. 


In dieser Form von y” H_, besitzt O ohne Gravitation den Wert p* 74. 
In diesem Fall braucht nicht zwischen £” und £,, unterschieden zu 
werden. y* ist zu wy hermitisch konjugiert. Die Matrizen y” und ihre 
Kombinationen, die den Komponenten /,, und Tensorkomponenten zu- 
zuordnen sind, stellen GréBen dar, z.B. Polarisation, vermittels derer 
das durch die Wellenfunktion y dargestellte Teilchen mit dem Feld in 
Wechselwirkung tritt. 


Das Elektron. 


Die vorangehende Darstellung stellt eine allgemeine Theorie im 
weitesten Sinne dar, die die drei Gebiete der Physik zusammenfaBt. 


Es gibt jedoch noch ein anderes in engerem Rahmen gestelltes Pro- 
blem beziiglich der Vereinigung der physikalischen Theorien. Dies ist 
noch nicht zur allgemeinen Zufriedenheit gelést worden. Es handelt 
sich dabei um das Problem des Elektrons, dessen Masse nicht durch 
das elektromagnetische Feld allein erklart werden kann. Dieses ist 
stets ein Bruchteil von mc? (m = Masse des Elektrons). Man nimmt 
an, das ein Nicht-MAxwettscher Anteil der Energie noch vorhanden ist. _ 

EINSTEIN [73] schlug eine relativistische Theorie fiir die gesamte 
Energie vor. Dabei waren drei Viertel elektromagnetischen und ein 
Viertel gravimetrischen Ursprungs. . 

Im Rahmen unserer Untersuchung liegt nun die Frage nahe, ob 
mittels der metrischen Theorie eine Theorie des Elektrons méglich ist. 
Die dabei gestellte Frage ist, 14Bt sich um Einklang mit den hier vor- 
geschlagenen Annahmen iiber Geometrie und Metrik der Masse des 
Elektrons ein verniinftiger Wert zuordnen ? 

In der Newronschen Mechanik wird die Masse eines Teilchens durch 
das zweite Bewegungsgesetz definiert: Das Produkt aus Masse und Be- 
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schleunigung ist gleich der auf das Teilchen wirkenden Kraft 
P=mb, 


In der Quantenmechanik wird sie durch die DrrAcsche Gleichung defi- 
niert [14]: 
moc By = — a" typ (27) 
AL “@,. my ist dabei die Ruhmasse. 
Pay Bee (ape c 
Wird die Masse durch Gl. (27) definiert, so ergibt sich aus Gl. (13), 
daB die Terme auf der rechten Seite von (13) y” H, y einen Beitrag zu 


dieser liefern. Man kann daher annehmen, da der Massenoperator 

h 
2nt 
wahrend die Ausdriicke auf der rechten Seite von Gl. (27) den gesamten 
Betrag der Ruhmasse m,) ausmachen. Dies erinnert an einen Vorschlag 
von L. DE BRoGLIE [15], wonach Anteile der Elektronenmasse aus der 
Wechselwirkung mit Mesonenfeldern stammen kénnen. Die Terme auf 
der rechten Seite sind bereits als Komponenten der Kernkrafte identi- 
fiziert worden. Die einfachste Annahme ist dann, daB8 all die notwen- 
digen Terme einen entsprechenden Beitrag zu py liefern. 


mit u,,= 


a = l,¢ die von der Feldenergie stammende Masse py lifert, 


Wir nehmen nun an, H,, besitzt die Gestalt a f,,. Dann ist die Quan- 
tengleichung 


oe 
vit ok =ay"t,y- (28) 


Die f,, sind dabei gewohnliche kovariante Vektorkomponenten und a 
ist eine Konstante. 


Beim ersten Ansatz wird man diesen Vektor mit dem kovarianten 
Vektor ®,, verkniipfen. Die Gln. (15) liefern uns ein Beispiel, wie ein 
Finfervektor (A4,,) mit einem Vierervektor (a,,) und einem Skalar a. zu 
verbinden ist. Dementsprechend wird 


Am =An +aDya. (m=, 2,3,4) 
A; =4. 
gewahlt und ist a,,=®,,, a.=—1/a, ergibt sich A,,=0, As=—1/o. 
Unter der Annahme /,=A,, ist «y®/, y der einzige Term auf der 


rechten Seite von Gl. (28). Bei vernachlassigbarer Gravitation folgt 
dann unter Beriicksichtigung von (45) 


et ow u(S) (B. — aD, By) Y 


2miK 


Butane gam — %(4oc+ 322) By yh +B. (voc + = 2-\y=0. 
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Mit 


und 


Diese Gleichungen werden mit «= e/m,c? und 


ha ay é 
20i- Mo — Ho) Mo C 


erfillt. Wird der Wert uw) =3m,/4 im Einklang mit einem der aus der 
elektromagnetischen Theorie erhaltenen Werte gewiahlt, folgt fiir 


Es 


| ha _e 
2ni 9 4c° 


Obwohl die vorstehende Behandlung des Elektrons rein formal ist, 
zeigt sie jedoch, wie die Frage nach der Masse des Elektrons im Rahmen 
der vorliegenden Theorie behandelt werden kann, ohne ein der Theorie 
fremdes Element einzufiihren. 
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Ableitung der Quantentheorie 
aus einem klassischen Modell. II. 
Von 
W. WEIZEL. 


(Eingegangen am 6. Marz 1953.) 


Die Ableitung der Quantentheorie aus einem klassischen Diffusionsmodell wird 
auf Elementarteilchen erweitert, die sich nicht nur in einem elektrischen sondern 
auch in einem magnetischen Felde aufhalten. 


Vor kurzem! habe ich gezeigt, daB die Wellengleichung 


Ses olen fibre cia ae RI 


422m 21 at 


0 (1) 


der Quantenmechanik, als statistisches Ergebnis aus einem klassischen 
Modell gewonnen werden kann, welches voraussetzt, daB die Elementar- 
teilchen bisher unbekannten, aber physikalisch nicht unmédglichen Ein- 
wirkungen ausgesetzt sind. Die Gl. (1) gilt fiir ein Teilchen der Masse m, 
welches sich in einem auBeren Kraftfelde aufhalt, in welchem es die 
potentielle Energie U besitzt. 


Es soll jetzt gezeigt werden, daB eine ahnliche Uberlegung auch 
durchgefiihrt werden kann, wenn auf das Teilchen 4uBere Krafte wirken, 
die vom Typus der Krafte eines Magnetfeldes auf eine bewegte Ladung 
sind. Die Quantenmechanik liefert fiir ein Teilchen der Ladung e in 
einem zeitlich unveranderlichen Magnetfeld mit dem Vektorpotential 
und einem elektrischen Potential V die Gleichung 
: V = ey Mt) P+ eve 4 OF eT: (2) 


1 
sm (Ges 2ni Ot 


Friither konnte gezeigt werden, da8 man durch die Ansatze 


2ni 
Va Voc h F 4 (3) 
1 
3 = |, grad W, (4) 
h 4 
ais 9 (5) 
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aus der Wellengleichung (1) nach einigen Umformungen die reellen 
Gleichungen 


GQ erat 
20% we D grad 
a7 = — grad U— (VB) 9 B+ VW Ded) er =. (7) 


erhalten kann. g ist die Anwesenheitswahrscheinlichkeit des Teilchens, 
¥ seine mittlere Geschwindigkeit. Die Gl. (6) konnte als Teilchenbilanz, 
die Gl. (7) als Impulsbilanz nachgewiesen werden. 

In dieser Arbeit soll untersucht werden, ob man mit der Gl. (2) 
entsprechend verfahren kann und ob sie sich deshalb aus der gleichen 
Modellvorstellung wie (1) gewinnen 1aBt. 

Geht man mit dem Ansatz (3) in (2) ein und beachtet div %=0, 
so erhalt man 


he grad Q \? i? . (grad g 
3222 m ( 0 1622 m div ( P )+ es (grad W)? — | 
ay 5 Berg, 2 uy W Pao 
= (M grad W) -+— ary ey = 


h grado 

+ ie (grad ae) AW — 
€lto (gy Stadg\ , 1 G@ 

om (x Q a 2 


Mit der Abkiirzung (5) liefert (8) den Realteil 


——$ 
— 
(oe) 
Seo 


— pe ( #220)" _ ptm div (EE!) + ¢ eV + 


; (9) 
+5. (grad W — € fg M+ =0 
und den Imaginarteil 
—— (grad W grad 9) +—9AW— £H0 (9 grad g) + 22 =0. (10) 
Die Gl. (10) geht wegen 
div (9 U) = Agrad o + odiv A = Agrad oe 
se é 
div -2. (grad W— eo UN +3 =0 (11) 
iiber. Setzt man , 
B = — (grad W — p19 W), - (12) 


so LES aoe daraus die PhS sees 
div 0 B $4 <2 —0, (13) 
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DMs ee W. WEIZEL: 


welche die Erhaltung der’Teilchen bzw. der Anwesenheitswahrschein, 


lichkeit ausspricht. 
Wenn wir (12) in (9) einsetzen, erhalten wir 


do\? : d 4 
) — % po(Sa2e)? _ mm Dediv (E8) 4 Bit eV eso. (14) 
Bilden wir von dieser Gleichung den Gradienten, so gelangen wir zu 
cas ae ” orad pee cea 9 grad (ee = : 4 
ore BI ook 1D ih 
; besa Supe ore cGy) 
ge aes +egradV=0, ‘ 
wenn nicht explizit von der Zeit abhangt und wenn deshalb ; 
CER ee 4 
eee Soke Ts 4 
gilt. ae, se 
Jetzt bilden wir ; 
ae8 «Be, wp 80 ; 
tt ae Bee, (16) 
was nach (13) 
00 B Ee Se 
a: B div igs B) 
liefert. Nun ist Teiigark i S(8) nstsit 12% dais ie Pie F 
B div (9:8) = - (VB) 9 B— — Q(BV) B- why ee 
Kop rgs We besten: j = 02) 08+ ene Bj] — f grad 8 REM 
hs, hee. ite 
wobei v auf alle Hanmnten Preheat Gr68 ike aieck cr : 
ese ATTY pad. " = - _ tt if ehee 3 ab, 


noes i ed 
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Integrieren wir tiber ein endliches Volumen, so entsteht 
F 
gy | moBarte f ograaV dx — eno { o(B Har 
——m [ WX) eBdr +m [ WDop) PE? dy (19) 


=~ HBR) meB+ Oh dFody) Pee, 


wenn man die Volumenintegrale auf der rechten Seite in Integrale iiber 
die Oberflache des Volumens umwandelt. 


Nun ist 
rs) 


der sekundliche Zuwachs der BewegungsgréBe der im Volumen befind- 
lichen Teilchen 


<= 


—efegradV dr 
die Bewegungsgr6Be, welche sie aus dem elektrischen und 


€ ty f o[VH]dr 


die BewegungsgréBe, die sie aus dem magnetischen Feld aufnehmen. 
DaB auf der rechtén Seite von (19) die BewegungsgréBe steht, welche _ 
in das Volumen durch die Bewegung einstrémt, bzw. unter der Ein-- 
wirkung von dauernden Stérungen durch Zeronen hereindiffundiert, 
habe ich friiher gezeigt. Se ian 
Damit ist dargetan, da auch die geneniateaterte Wellengleichung 
eines Elementarteilchens im Magnetfeld, als Bilanz der Teilchen bzw. 
ihrer BewegungsgréBe aus einem klassischen Diffusionsmodell abgeleitet 
werden kann. Die Voraussetzung fiir diese Behandlung ist dieselbe wie 
ohne late namlich die ununterbrochene Stérung der Bewegung 
ementarteilchen durch eine vortibergehende Einwirkung von noch 
ten Gebilden, welche nach der -Stérung weder eine Anderung 
ingsgréBe noch der Energie hinterlassen, und welche ich 


aie teh evi tpiarmabi eta: 


perk rere tnadolie tr simals Webgmb ty = 
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Die Beeinflussung des positiven und negativen 
Joshi-Effektes im Gebiet selbstandiger und 
unselbstindiger Wechselstromentladungen 

durch ,,Alterung“. 


Von 
N. SUBRAHMANYAM und N. A. RAMAIAH. 


Mit 6 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 20. Marz 1953.) 


Kathodenstrahluntersuchungen des Josut-Effektes + 4i in Joddampf bei einer 
Wechselspannung von 1 bis 6kV, 50 Hz, lassen im Gebiet der selbstandigen 
Entladung den negativen Effekt — Ai als Unterdriickung von Impulsen, im Gebiet 
der unselbstandigen Entladung den positiven Effekt +47 als Auslésung oder 
Zunahme einiger Impulse erkennen. Bei relativ geringen Feldern lieBen sich im 
Gebiet der selbstandigen Entladung beide Effekte + Ai und — Ai gleichzeitig 
beobachten. Eine durch andauernde Entladung erhaltene ,,Alterung“‘ fiihrte zu 
einem Anwachsen von — Ai und zu einer Abnahme des Gebietes der unselb- 
standigen Entladung, vorwiegend bedingt durch die Bildung, wie Josur bereits 
ausfiihrte, einer adsorbierten Schicht mit niedriger Austrittsarbeit auf der Ober- 
flache der Elektroden. 


Einlettung. 


Im Gegensatz zu theoretischen Betrachtungen, die im allgemeinen 
bei Gasentladungen eine Zunahme der elektrischen Leitfahigkeit durch 
photo- und thermoelektrische Effekte erwarten lassen, hat Professor 
JOSHI zum ersten Mal beobachtet, daB der effektive Wert der Strom- 
starke einer durch Wechselstrom ausgeldésten stillen elektrischen Ent- 
ladung merklich durch eine 4uBere Einstrahlung von Licht oder radio- 
aktiven Strahlen vermindert wird [1], [2], [3]. Diese Erscheinung, genannt 
der negative Josul-Effekt, beobachtet man vorwiegend in Gasen und 
Dampfen, deren Teilchen, wie z.B. Joddampf, elektronegativ sind. 
Sowohl der negative Effekt — Ai, als auch der positive Effekt + Ai, 
der sich als momentane Zunahme von ¢ bei einer Einstrahlung bemerkbar 
macht und sich unter bestimmten experimentellen Bedingungen einstellt 
(s. unten), ist vollstandig umkehrbar derart, da8 beim Abschalten der 
auBeren Strahlung sich sofort der urspriingliche Wert von i wieder 
einstellt. Auf die Verschiedenheit dieses Effektes vom bekannten Photo- 
effekt wurde bereits besonders hingewiesen [7]; denn wahrend jener bei 
einer millionenfachen Zunahme der Lichtintensitat linear mit dieser an- 
wachst, ergibt sich fiir 47 bei groBen Intensitaten ein Sattigungswert [5]. 
Im Unterschied zum Bupps-Effekt, der nur fiir nicht angeregte Halogene 
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gefunden wird, und zum PENNING-Effekt, der sich auf ein Anwachsen 
der Ziindspannung und Abnahme der Leitfahigkeit auf Grund der 
Photoausléschung metastabiler Zustande bezieht, beobachtet man den 
Josui-Effekt im gesamten Frequenzgebiet vom extremen Rot (7070 A) 
bis zum Réntgengebiet [3], [5]. Dieser neue Effekt Ai ruft das Interesse 
fiz die von THoMpPsoN [6], TOWNSEND [7], Lor [8] und anderen [9], [10] 
durchgefiihrten Arbeiten, in denen die Notwendigkeit einer 4uBeren Ein- 
strahlung fiir das Einsetzen einer Entladung betont wird, wieder hervor. 

Durch die Erweiterung der experimen- 
tellen Hilfsmittel (Kathodenstrahloszillo- 
graph usw.) wird die Aufklarung der Er- 
zeugung und der Natur der StéBe, die den 
Strom 7 auslésen, und die Untersuchung des ‘$— 
fiir die Aufrechterhaltung der Entladung 
verantwortlichen sekundaren Mechanismus, 
deren Verstandnis fiir das Studium der Ent- 
ladungserscheinungen notwendig ist, sehr 
erleichtert [/2], [73]. In der vorliegenden 
Mitteilung berichten wir nun itiber einige 
Experimente, in denen zum ersten Mal 
das vorzugsweise Auftreten des positiven 
und negativen JosHI-Effektes im Gebiet Fig. 1. Skizze der experimentellen 
der unselbstandigen bzw. selbstandigen Ent- Se ed ae ven eee 
ladung in Joddampf und die Beeinflussung = Vakuumthermokreuz; G Galvano- 


; meter; K Kathodenstrahloszillograph ; 
durch ,,Alterung“‘ beobachtet wird. D Diede (AgoMensparinimg 83°V). 


Pumpe 


Experimentelles. 


Eine Skizze der verwendeten Apparatur und der elektrischen Schal- 
tung findet man in Fig.1. Die benutzten zylindrischen Entladungsrohre 
wurden aus weichem Natriumglas hergestellt. Zum Anschlu8 an die 
Vakuumpumpe besaBen sie an einem Ende einen Stutzen (L). Am 
anderen Ende der Entladungsréhre befand sich der AnschluB fiir ein 
festes Jod (Merck) enthaltendes VorratsgefaB. Es diente als Quelle des 
fiir die Entladungsréhre notwendigen Joddampfes. Ein Hahn T, befand 
sich zwischen der Entladungsréhre und dem VorratsgefaB. 

Die Gegenwart von adsorbierten Gasen auf Glasoberflachen ist be- 
kannt. Ein betrachtlicher Teil dieser Gase wird zwar bei der Evaku- 
ierung entfernt [14], um jedoch die Glasoberflache auch von Gasen und 
Dampfen zu befreien, die sich durch eine bloBe Evakuierung nicht aus- ~ 
treiben lassen, empfiehlt MANLEy [15] die Anwendung einer Glimment- 
ladung. Aus diesem Grund haben wir einige Entladungsrohren entgast 
(Typ A), indem wir diese einer mit hohen Spannungen betriebenen Ent- 
ladung unterwarfen [es war uns jedoch bekannt, daB die sog. Reinigung 


276 N. SUBRAHMANYAM und N. A. RAMAIAH: 


(s. unten) bei kleinen Spannungen erfolgt] und die ausgetriebenen 
Gase in mit fliissiger Luft gekithlten Fallen kondensierten. Die Pumpen 
waren wahrend der gesamten Entgasungszeit in Betrieb. Andere Ent- 
ladungsrohren (Typ B) haben wir nicht auf diese Weise vorbehandelt. 
Die GefaiBe wurden mit Joddampf bis zu einem gewiinschten Druck 
gefiillt und dann an den Stellen L und M (Fig. 1) abgeschmolzen. 

Die EntladungsgefaBe besaBen zwei eng an die auBere Oberflache 
anliegende Ringelektroden (S, und S,) (Fig. 1). Die Anregung erfolgte 
durch eine Wechselspannung von 1 bis 6 kV (50 Hz). Als Stromquelle 
diente ein mit 200 V Gleichstrom betriebener Wechselstromgenerator, 
der die Primarseite eines Hochspannungstransformators speiste. Ein 
Zweig der Sekundarwicklung wurde mit der Ringelektrode S, ver- 
bunden, der andere geerdet. Die Elektrode S,, die wir als Niederspan- 
nungselektrode (L.T.) bezeichnen, befindet sich praktisch auf Erd- 
potential (entweder tiber ein Vakuumthermokreuz, der Primarseite des 
Diodentransformators, oder einen rein OHMschen Widerstand R mit 
der Erde verbunden; s. Fig. 1). Die Messung des effektiven Stromes 
erfolgte durch ein Galvanometer, das die MeBspannung entweder vom 
Thermokreuz oder der Diode erhielt. Die Stromstruktur wurde mittels 
eines Kathodenstrahloszillographen beobachtet, an dessen Ablenkplatten, 
die vom Spannungsabfall an R erhaltene Spannung angelegt wurde. 

Als Strahlungsquelle benutzten wir eine 200 W (200 V) Gliihlicht- 
lampe (Glaskolben). Diese befand sich in einem mit einer verschlieB- 
baren Offnung versehenen hédlzernen Kasten. Wahrend einer MeBreihe 
wurde die Lampe nicht ausgeschaltet. Sollte wahrend einer bestimmten 
Zeit bei einer angelegten Spannung V bestrahlt werden, so erfolgte dies 
durch Offnen und SchlieBen der Offnung. Stérende Belastungsschwan- 
kungen bei der Bestrahlung der EntladungsgefaBe diirften so weitgehend 
vermieden sein. Der Strom7z wurde im Dunkeln (7p) und bei Beleuch- 
tung (77) gemessen. Aus diesen Messungen wurde dann der eigentliche 
JosH1-Effekt At(=i,—7%p) und der relative prozentuale Effekt 
% Ai(=100-Ai/ip) ermittelt. Fiir Vergleiche ist die GréBe % Ai 
wegen ihres relativen Charakters besser geeignet. 


Ergebnisse. 


Eine typische MeBreihe fiir den Josut-Effekt in Abhangigkeit von 
der Spannung bei einem Joddampf enthaltenen EntladungsgefaB vom 
Typ A ist in Fig.2 wiedergegeben. Im Spannungsgebiet a 0 (s. Fig. 2) 
ist der Dunkelstrom vernachliassigbar klein und die im Kathodenstrahl- 
oszillographen beobachtete Strombahn sinusférmig ohne irgendeine 
Uberlagerung von StéBen (s. Fig. 3a). Die Lichteinstrahlung fiihrte zu 
einem Anwachsen von 7. Auf der noch weiterhin sinusformigen glatten 
Strombahn erschienen einige Impulse. Dieses Anwachsen von i infolge 
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der Lichteinstrahlung wird als positiver JosHt-Effekt —bezeichnet 
+ Az {1}, [3]. Die Stromzunahme und die Impulse, deren Anzahl mit 
zunehmender Spannung anstieg, wurden nur fiir die Dauer der auBeren 
Einstrahlung beobachtet. Ein 


besonderes Kennzeichen der ee users 
y Dee 

in dem Spannungsgebiet ab ~ 4 petAy Get B00 = 

. . 7 — N 

beobachteten Impulse ist ihre 8 60 * ple = so+600 & 
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Entladung finden, ist der or 
TOWNSENDsche «-Mechanis- 
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nahme von 7 bei einer Licht ne | | 

einstrahlung ist seit langem © | ae 

bekannt (TOWNSEND 1901) i berg Pe 
pannung 


[10). £ i rol- 
(10). Aus diesem Grund wol Fig. 2. Die Spannungsabhangigkeit «) des Entladungs- 

len wir kurz darauf eingehen, _ stromes é; ip ohne Lichteinstrahlung, iz mit Lichtein- 
$ ie hi l itiv strahlung; £8) des Josut-Effektes 4i=iz—ip; y) des 

Wwatum sie Mier ar positiver relativen Josut-Effektes % 4i=100>: Ai/i. 

JosuHi-Effekt bezeichnet wird. 

Die Tatsache, daB das Spannungsgebiet, in dem der positive Josu1-Effekt 

beobachtet wird, im wesentlichen mit dem Gebiet der unselbstandigen 

Entladung tbereinstimmt und daB + Az charakteristisch fiir dieses ist, 

war friiher nicht bekannt. Durch die Kathoden- 

strahluntersuchungen des Verfassers wurde diese 

Erkenntnis erméglicht. Im Hinblick auf das neue 

Phanomen der Stromverminderung unter Lichtein- 

strahlung — bezeichnet als negativer JosuI-Effekt mo 

— Az — und zur Unterscheidung von diesem wollen 

wir das Auftreten von + Az als positiven JOSHI- 


Effekt bezeichnen. Fiir Spannungen gréBer oder ie hes 
gleich b (s. Fig. 2) geniigt das 4uBere Feld, umeinen ~ 

standigen Strom aufrecht zu erhalten. Auch treten aa mif 
St6Be ohne duBere Einstrahlung auf. Aus diesem Lichteinstrahlung 


Grund wird 6 als Schwellenpotential V,, der selb- ising ieaeemeend 
standigen Entladung bezeichnet. Wie bereits betont, bilder. 
bewirkt die Lichteinstrahlung in diesem Gebiet eine * 
Stromverminderung: z.B. bei 2,0 kV finden wir als Josut-Effekt eine 
30%ige Stromabnahme (Fig. 2). Bei der Kathodenstrahlbeobachtung ~ 
auBerte sich dies in dem Verschwinden der groBen Impulse (Fig. 3b). 
Wahrend die Untersuchung des effektiven Stromes nur die Strom- 
-verminderung erkennen lie, fanden wir bei eingehender Untersuchung 


der Kathodenstrahlbilder, da8 gleichzeitig mit der Verminderung der 
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Amplitude der groBen Impulse mehrere kleine erzeugt wurden. Dies laBt 
das gemeinsame Auftreten des positiven und negativen Josui-Effektes 
vermuten. Wir wollen noch darauf hinweisen, da8 die Abnahme der 
Impulshéhe nur im Gebiet der selbstandigen Entladung beobachtet 
werden konnte, trotz Benutzung intensiver und kurzwelliger Strahlungen 
fir V<V,,. Bei einem sehr starken Anwachsen von V nimmt —Aifi 
ab, (2) eh 

Wir haben auch die Beeinflussung des Josui-Effektes durch eine 
,,Alterung‘‘ untersucht. Dazu wurden EntladungsgefaBe vom Typ A 


relativer Joshi Effekt ~K At 
Entladungsstrom t 


negativer Efekt di 


0 W 30 720 min 06 48 22 8 30 kV 38 


Zeit Spannung 
Fig. 4. Die Zeitabhangigkeit des Josu1-Effektes Fig. 5. Entladungsstrom i in Abhangigkeit von der 
bei einer andauernden selbstandigen Spannung vor und nach der Alterung. Das Gebiet 
Entladung. der unselbstandigen Entladung ist besonders 
hervorgehoben, 


und B einer langer andauernden Entladung bei einer festen Spannung V 
(>V,,, S. unten) unterworfen. In Fig. 4 finden wir als Beispiel einer 
typischen Beobachtungsreihe den negativen JosHI-Effekt —Az in 
Abhangigkeit von der Zeit fiir eine frisch hergestellte Entladungsréhre 
vom Typ B. Es ist bemerkenswert, da8 mit zunehmender ,,Alterung‘‘ 
—Aij/t anwachst (z.B. 40% bei 41min und 70% bei 140 min Alterung 
bei 2,67 kV). Der durch die Alterung erzeugte Zuwachs des negativen 
JosuHI-Effektes scheint sehr bestandig zu sein; denn selbst nach einer 
Unterbrechung der Entladung von 1 bis 2 Std fanden wir den gleichen 
erhoéhten Betrag von — Ai wieder. Dieses Ergebnis weist darauf hin, 
daf die bei der Alterung erfolgten Anderungen kaum mit der homogenen 
Gasphase zusammenhangen kénnen, sondern wohl durch Veranderungen ~ 
der Elektrodenoberflache — vor allem durch Adsorptionseffekte — be- 

dingt sind (s. unten). 


Fig. 5 gibt die Abhangigkeit des Stromes von der Spannung im 
Dunkeln und bei Beleuchtung vor und nach der Alterung wieder. Das 
Gebiet der unselbstandigen Entladung ist besonders hervorgehoben. 


Positiver und negativer Josu1-Effekt. 279 


Besonders eindrucksvoll war bei diesen Versuchen, wie mit der Abnahme 
des Gebietes der unselbstaindigen Entladung auch das Gebiet, in dem 
durch au8ere Einstrahlung Impulse gleicher Héhe ausgelést wurden, 
gleichmaBig abnahm. Vor der Alterung erstreckte es sich von 0,7 bis 
2,6 kV, nach der Alterung von 0,7 bis 1,7 kV. Im Gegensatz zur Span- 
nung a, die durch die Alterung unbeeinfluBt blieb, wurde das Schwellen- 
potential V,, fiir die selbstandige Entladung irreversibel erniedrigt. 
Wurde hingegen zur Alterung eine Spannung V < V,, gewahlt, wurde 
weder V,, noch Az beeinfluBt. AuBerdem fanden wir, daB eine Alterung 
auch bei V >V,, kaum einen EinfluB hatte, wenn vor der Einfiillung 
des Joddampfes entgaste EntladungsgefaBe verwendet wurden (Typ A). 


Diskussion. 
Die wichtigsten voranstehenden Ergebnisse sind: 


a) Der im Gebiet der selbstandigen Wechselstromentladung gefundene 
negative JOSHI-Effekt —Az — erkenntlich an der Unterdriickung 
groBer Impulse — nimmt mit der Alterung stark zu. 


f) Der positive Effekt + 47 — erkenntlich an der Auslésung oder 
der Zunahme von Impulsen — findet sich hauptsachlich im Gebiet der 
selbstandigen Entladung. Unter giinstigen Umstanden kann man ihn 
gleichzeitig mit dem negativen Effekt bei Spannungen gleich oder 
groBer V,, finden. 

y) Die Ausdehnung des Gebietes der unselbstandigen Entladung oder 
das Schwellenpotential V,, fiir die selbstandige Entladung nimmt mit 
der Alterung ab. 

Fiir das Zustandekommen der Stromanderung Ai vermutet JOsHI 
folgende Griinde [16]: a) Durch die Entladung bildet sich eine adsorp- 
tionsahnliche Schicht aus angeregten Teilchen, Ionen und Elektronen, 
die eine niedrige Austrittsarbeit besitzt; b) das Licht macht aus der 
Grenzschicht Elektronen frei; c) angeregte neutrale Teilchen fangen 
Photoelektronen ein und vermindern so den Strom 7; d) die nichteinge- 
fangenen Photoelektronen und die durch sie erzeugten Lawinen ergeben 
den positiven Effekt + 47. 

Die Forderung a) erwies sich als niitzlich, um eine Anzahl anderer 
Beobachtungen zu verstehen. Insbesondere den periodischen Effekt in 
N,O—H, und ahnliche Reaktionen bei einer elektrischen Entladung [J], 
[17]. Die zunehmende VergréBerung von — Az bei einer andauernden 
Entladung wurde der Ausbildung einer Grenzschicht zugeschrieben. ~ 
Weil b) und c) zwei entgegengesetzte Prozesse sind, die auch in gleicher 
Weise beeinfluBt werden, kann man schlieBen, die GréBe von — Az wird 
praktisch vollstandig von der Ausbildung der adsorptionsahnlichen 
Schicht a) bestimmt [18]. BancHam und Burt [19], [20] beobachteten - 
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fiir die Adsorption von Gasen an Glas die Beziehung 
se Logue, (1) 


S ist die bis zur Zeit ¢ adsorbierte Menge; K und m sind Konstante. 
Wegen des oben geschlossenen Zusammenhangs von — Ai mit der Aus- 
bildung der Adsorptionsschicht erwartet man 


(— Az) = Kop (2) 
oder 
log ( —Az|) = log K’+ 1/mlogt. (3) 


Aus Fig.6 entnimmt man, da8 log (|— Az|) bzw. log (|— % A7)) linear 
von logt im Einklang mit (3) abhangig ist. 

Die Beobachtung des positiven 
Josui-Effektes + Az fir V <V,, 
und die gleichzeitige Beobachtung 
beider Effekte fiir V>V,, wird 
als starke Stiitze fiir die Voraus- 
setzungen b) und d) angesehen [16]. 
Dieser SchluB ist jedoch nicht 
selbstverstandlich. Die Einfang- 

; Rey fs wahrscheinlichkeit fiir ein Photo- 
‘3 Bmore pie rie ES ea p ee “ elektron von einem elektronega- 
tiven Atom ist fiir kleine Elek- 
tronengeschwindigkeiten groB, fiir groBe dagegen gering. Das Ergebnis 
des Stromzuwachses + Az fir V<V,, weist darauf hin, daB einige 
der durch das Licht ausgelésten Photoelektronen auf Grund ihrer groBen 
Geschwindigkeit nicht eingefangen werden konnten, im Einklang also 
mit d). Eine Erhéhung der angelegten Spannung von V < V,, bis zu 
V >V,, fithrt zu einer Zunahme der nicht eingefangenen Elektronen. 
Man sollte daher erwarten, im Gebiet V >V,, ist + Ai grdBer als im 
Gebiet V<V,,. Die beobachtete Abnahme — Ai fiir V > V,, folgt also 
aus diesen Uberlegungen nicht. Oszillographenuntersuchungen zeigen 
nun, da8 im wesentlichen nur in dem Gebiet der unselbstandigen Ent- 
ladung, in. dem der TowNsENDsche «-Mechanismus giiltig ist, + Ai allein 
beobachtet wird. Man darf daher die Erzeugung von Elektronen durch 
eine Photoionisation [8] angeregter Gasteilchen an oder in der Nahe 
der Kathode, die dann durch das angelegte Feld Elektronenlawinen zur 
Folge haben kann, auf Grund auBerer Lichteinstrahlung als Grund fiir 
den Zuwachs + Ai annehmen [3]. Das gleichzeitige Auftreten des posi- 
tiven und negativen Effektes fiir V > V,, weist also auf einen weiteren 
Mechanismus, der den negativen Effekt —Ai zur Folge hat, hin. 


Die grundlegende Bedeutung des Schwellenpotentials V,, fiir Re- 
aktionen unter dem EinfluB einer elektrischen Entladung im allgemeinen 


log —%Ay) 


i; 
log z 
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und im besonderen fiir den Effekt Ai ist von Josut betont worden [J], 
(19\. Die durch die Alterung erfolgte Verminderung von V,, unter- 
scheidet V,, vom Paschen- oder Ziindpotential, welches durch eine an- 
dauernde Entladung nicht beeinfluBt wird [5]. Gegen die von BAIL [20] 
gefundene Erniedrigung des Ziindpotentials von etwa 10% nach einer 
andauernden Spriihentladung sagt TowNnsEND [21], daB sie irrig ist, 
und durch ungeniigende VorsichtsmaBnahmen bei der Sprithentladung 
bedingt wurde. Die als Folge der Alterung beobachtete irreversible 
Anderung von V,,, weist auf eine mehr oder weniger dauerhafte Anderung 
des Systems vor allem einer teilweisen Veranderung der Gefai®wiénde 
des EntladungsgefaBes durch Adsorptionseffekte hin. Ein derartiger 
Vorgang wurde ebenfalls von DESHMUKH [22] aus seinen Beobachtungen 
uber die Alterung und Erholung der Leitfahigkeit eines einer ,,ozoni- 
sierenden* Entladung unterworfenen Bromdampfes fiir wahrscheinlich 
gehalten. Derartige Erscheinungen, z.B. die Aufnahme von Gasen in 
Glas, welche zu einer bleibenden Druckerniedrigung und zu einer merk- 
lichen Anderung der Oberflacheneigenschaften fiihren, sind bekannt. 
Andererseits fiihren Experimente von TAYLor [23] zum Ergebnis einer 
durch eine Entladung begiinstigten Gasadsorption an den GefaBwanden. 
Eine groBe und standige Abnahme des Wasserstoffgehaltes einer H,—Ne- 
Rohre findet man spektrographisch bei einer elektrischen Entladung 
in dieser. Ahnliche Ergebnisse berichten RopEBUSCH und KLINGEL- 
HOFER [24]. Mittels eines Mikromanometers wies JOHNSON [25] durch 
die gefundene Druckabnahme des Wasserstoffes dessen Aufnahme in die 
Wandungen bei einer elektrodenlosen Entladung nach. Diese war irre- 
versibel, wenn das GefaB nicht auf eine Entgasungstemperatur gebracht 
wurde [26]. Es ist gezeigt worden, daB die unter dem Einflu8 von Feldern 
erfolgende Sorption sich von der Adsorption unterscheidet [23]. In diesem 
Zusammenhang sei an die bekannte Selbstevakuierung, die man als 
Folge des Eindringens geladener Teilchen in die GefaBwande auffaBt, er- 
innert [23]. Edelgase bilden dabei eine Ausnahme. Man darf wohl daher, 
wie LANGMUIR [27] es betrachtet, auf eine chemische Anderung schlieBen. 
Die Erniedrigung des Schwellenpotentials des Gebietes der selbstandigen — 
Entladung durch die Vorgange bei der Alterung — sagen wir Adsorp- 
tion — ist kennzeichnend. Durch die Alterung oder die adsorbierte 
Schicht kann man daher bereits bei sehr viel kleineren angelegten Span- 
nungen das Eintreten der bekannten (f)-Prozesse [28] erwarten. Ins- 
besondere jener die durch auf die Kathode einfallende positive Ionen 
oder Photonen Elektronen erzeugen und natiirlich von der Elektronen-— 
austrittsarbeit abhangen. Dies folgt offenbar aus der JosHIschen 
Annahme einer durch die Entladung gebildeten Adsorptionsschicht 
mit niedriger Austrittsarbeit. Dies ist jedoch auf Grund allgemeiner 
Ergebnisse von HucHes und Du BripcE [29], wonach die Sorption 
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eines elektronegativen Gases wie Jod zu einer Zunahme der Aus- 
trittsarbeit fiihrt, unverstandlich. 


Fiir sein freundliches Interesse an der vorliegenden Arbeit danken 
wir Herrn Professor JosH1 of Banaras sehr. 
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Das Nachleuchten von Cadmiumborat. 
Von 
HERBERT DZIERGWA*. 
Mit 12 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 21. Marz 1953.) 


Mit zweiwertigem Mangan aktivierte Leuchtstoffe zeigen breite Emissionsbanden, 

die an Hand des Emissionsspektrums nicht immer zerlegt werden kénnen. Eine 

verbesserte Methode zur Untersuchung des Nachleuchtens kann hier weiteren 

Aufschlu8 geben. Beispielsweise kann man die im Orange liegende Emission von 

Cadmiumborat bei tiefer Temperatur (Anregung 253,7 nm) in 3 Komponenten 
zerlegen. 


1. Evnleitung. 


Unter den Leuchtstoffen, die bei Anregung mit der Quecksilber- 
strahlung 253,7nm im sichtbaren Gebiet Strahlung emittieren, stehen 
diejenigen an erster Stelle, die Mangan als Aktivator enthalten. Der- 
artige Leuchtstoffe emittieren breite kontinuierliche Banden, die im 
Griin, Orange oder Rot liegen. Sie werden bei der Praparation als fein- 
kristalline Pulver erhalten, wobei einige, beispielsweise Zinksilikat, aus 
einer einzigen kristallinen Phase bestehen, wahrend wieder andere, so 
auch das Cadmiumborat, meistens ein Gemisch darstellen. Die Kri- 
stallisationseigenschaften des Cadmiumborats bringen es mit sich, da 
in der Regel mehrere kristalline Phasen zugleich entstehen, die fiir das 
Auftreten verschiedener Emissionsfarben bei Anregung mit Kathoden- 
strahlen verantwortlich gemacht werden. Einen Uberblick tiber die vor- 
liegenden Erfahrungen findet man in einer Arbeit von Tu. P. I. BoTDEN 
und F. A. Kr6cER [J], die diesen Stoff eingehend untersucht haben, 
sowie in einer Dissertation von H. FRIEDERICH [2] tber Zinkborat, wo 
ganz ahnliche Verhiltnisse vorliegen. Danach existieren im System 
CdO—B,0,: Mn eine Reihe von Verbindungen, die alle durch Kathoden- 
strahlen zum Leuchten angeregt werden kénnen und dabei, bis auf 
eine, griin lumineszieren. Die eine Ausnahme bildet die Verbindung 
2 CdO- 1 B,O;: Mn, deren Emission im Orange liegt, und die auch als 
einzige durch die Quecksilberstrahlung 253,7mm anregbar ist. Be- 
obachtet man bei einem Praparat anderer Zusammensetzung der Aus- - 
gangsstoffe, wie z.B. 1 CdO - 2 B,O;, ebenfalls eine Emission im Orange, 
so ist das im Sinne obiger Ansicht darauf zuriickzufiihren, daB sich neben 
anderen auch die Verbindung 2 CdO - 1 B,O, kristallisiert hat. 


* Auszugsweise vorgetragen auf dem Deutschen Physikertag Berlin 1952. 
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Diese Arbeit befaBt sich mit Praparaten der Brutto-Zusammen- 
setzung 2 CdO-1B,O,- 0,009 Mn und 1 CdO- 2 B,O;- 0,007 Mn _hin- 
sichtlich ihres Nachleuchtens bei Anregung mit 253,7nm. Beide Pra- 
parate leuchten bei dieser Anregung im Orange. Das Spektrum mit einem 
Maximum bei 620 nm zeigt keinerlei Besonderheiten, die auf eine zu- 
sammengesetzte Struktur schlieBen lassen (Fig. 1). 

Ebenfalls im Sinne der oben dargestellten Ansicht ist bei beiden Pra- 
paraten das spektral zerlegte Nachleuchten im kurzwelligen Ende des 
Spektrums genau und im langwelligen annahernd gleich. Es spricht also 
alles dafiir, daB trotz verschiedener Brutto-Zusammensetzung nur die 
rel. Linh. eine in beiden Fallen gleiche kri- 
ey | stalline Phase leuchtet. Eine ein- 
gehendere Analyse des Nachleuch- 
tens zeigt jedoch, daB die Emission 
aus mehreren Komponenten besteht, 
deren Existenz sich von der Tem- 
peratur der fltissigen Luft bis — 40° C 
nachweisen laBt. Einige von ihnen 
Olt sind sicher noch bei héherer Tem- 
500 600 ng FOO mm 800 3 

A— peratur vorhanden, lassen sich aber 

Fig. 1. Emissionsspektrum von 2Cd0-1B:0;- infolge der Bandenverbreiterung 

0,009 Mn bei 44°C; Anregung 253,7 nm. ‘ . : : 

nicht mehr mit Sicherheit trennen. 

Man findet beim Praparat 2 CdO-1B,0;: Mn 3 Komponenten, beim 

Praparat 1 CdO-2B,0,: Mn zugleich noch eine vierte, die sich aber 

infolge der Auflésungsgrenze, die bei etwa 3 Komponenten liegt, nicht 

mit gleicher Genauigkeit bestimmen laBt. Da diese Analyse des Nach- 

leuchtens gegentiber den bisher tiblichen Untersuchungen einen Fort- 
schritt darstellt, mége sie hier eingehender dargestellt werden. 


2. Untersuchungsmethode. 

Es kommt bei dieser Methode darauf an, die Anfangsleuchtdichte 
des Leuchtstoffs und die Empfindlichkeit des messenden Empfangers 
so zu steigern, daB das Nachleuchten spektral zerlegt werden kann. 
Bisher interpretierte man lediglich die Form einer einzigen spektral 
nicht zerlegten Kurve, was zur Voraussetzung hatte, daB man bereits 
etwas iiber die Form der elementaren Abklingkurven wuBte. Nun ver- 
lauft das Nachleuchten der mit Mangan aktivierten Leuchtstoffe an- 
nahernd exponentiell. In den wenigsten Fallen jedoch findet man, daB 
der Logarithmus der Leuchtdichte, aufgetragen tiber der Zeit, genau 
eine Gerade ergibt. Es zeigt sich vielmehr ein mehr oder weniger groBer 
Durchhang, und in Extremfallen scheint die Kurve stiickweise aus zwei 
geraden Linien zu bestehen. Man hat dann haufig das Abklingen als 
Uberlagerung zweier Exponentialfunktionen aufgefaBt, obgleich eine 
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solche Separation nicht ohne Willkiir méglich ist. Von diesen Uber- 
legungen soll hier nur eine grundsatzliche Annahme tibernommen werden, 
namlich die Hypothese, daB das Nachleuchten einer Teilbande spektral 
einheitlich ist. Findet man also eine Abhangigkeit des Nachleuchtens 
von der emittierten Wellenlange, so ist das Leuchten als zusammengesetzt 
anzusehen. 

Der Erfolg bei der Analyse des Nachleuchtens hat eine Reihe von 
Voraussetzungen: 

1. Bei gleicher Temperatur muB man vom gleichen Leuchtstoff viele 
verschiedene Abklingkurven besitzen. Die Variation des beobachteten 
Spektralbereichs, beispielsweise mit Interferenzfiltern, ist das einfachste 
Mittel, die Abklingkurve zu variieren, ohne den Leuchtstoff zu ver- 
andern. Die Giite des Ergebnisses ist zu beurteilen nach der méglichst 
groBen Zahl der Abklingkurven und der Genauigkeit, mit der sie rech- 
nerisch durch méglichst wenig Komponenten dargestellt werden. 

2. Die Untersuchung des Abklingens muB sich auf die Enden des 

_ Emiussionsspektrums erstrecken, weil hier die Chance, daB eine Teilbande 
dominiert, gréBer ist als im Maximum des Spektrums, wo wahrscheinlich 

_ alle Teilbanden zugleich anzutreffen sind. 

‘ 3. Die Temperatur, bei welcher der Leuchtstoff untersucht wird, 

( mu8 niedrig sein, weil die Teilbanden mit abnehmender Temperatur 

schmalere Bereiche im Spektrum einnehmen und sich so leichter sepa- 

_ Tieren lassen. 

4. Das Abklingen der Lumineszenz muB lange verfolgt werden. In 
der Regel ist das Abklingen annahernd exponentiell, so daB es Zeiten 
gibt, in denen das Abklingen aller Teilbanden, mit Ausnahme der lang- 
- samsten, verschwunden ist. Im letzten Auslaéufer der gemessenen Ab- 

klingkurve muB8 also die langsamste Teilbande nur noch allein vor- 
kommen. 

Es ist nicht anfechtbar, wenn das Ergebnis der Rechnung durch 
Probieren gefunden wird, sondern nur schwieriger. Es gibt jedoch ein 
Verfahren, mit dem man schnell zum Ziel kommt, wenn die Zahl der 
Teilbanden nicht sehr groB ist. Zur Erlauterung stelle man sich 2 Ab- 

_klingfunktionen vor, die sich aus 3 Exponentialfunktionen mit verschie- 
denen Anteilen zusammensetzen: 


I, (t) » a, e~** + be 8? + ce”? 
Tg (t) = 4g e7% by er FF + cg en”. 


Hierbei soll die letzte (y)-Komponente auch die langsamste sein. Beide~ 
Funktionen haben fiir kleine Zeiten verschiedene Gestalt, werden sich 
aber spater infolge Verschwindens der ersten beiden Komponenten 
immer ahnlicher und unterscheiden sich schlieBlich nur durch das Vér- 
haltnis der beiden Koeffizienten c,/c,, welche auf diese Weise bestimmt 
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werden kénnen. Durch Binnie der Differenz J, Ss kann man 


die dritte Komponente tiber den ganzen Zeitverlauf Rianne 


Experimentell laufen fast alle genannten Forderungen darauf hinaus, 
die Strahlung, welche auf den messenden Empfanger trifft, gegentiber 
den bisher iiblichen Messungen des Nachleuchtens zu vermindern. Der 
Empfanger mu8 deshalb sehr empfindlich sein, was auf Kosten der 
Einstellzeit geht. Man miBt deshalb zweckmaBigerweise das Abklingen 
nicht als Funktion der Zeit, sondern in bekannter Weise (rotierende 
Scheibe oder Zylinder) als Funktion des Ortes. Fiir die spektrale Zer- 
legung ist ein Monochromator infolge zu hohen Lichtverlustes unge- 
Elektrometer-Verstarker eignet. Hingegen bewahren sich 

: Leuchtstoff hier die bekannten Interferenz- 
filter vortrefflich. Ihre gegentiber 
einem Monochromator verhdalt- 
nismaBig groBe spektrale Breite 
der Durchlassigkeit schadet nicht, 
denn es kommt nur darauf an, 
durch die Veranderung der Wel- 
lenlange als Parameter das Ab- 

Hg-Mederoruckp.  klingen in méglichst viele ver- 
Fig. 2. Anordnung zum Messen des Nachleuchtens. . 

schiedene Kurven aufzuspalten. 
Fig. 2 zeigt eine vom Verfasser benutzte Anordnung schematisch, wobei 
man sich die rotierende Trommel und die anregende Lampe in einem 
warmeisolierenden Gehause zu denken hat!. Die rotierende Trommel 
kann, wenn man bei tiefer Temperatur zu messen wiinscht, mit fliissiger 
Luft gefillt werden, die sich infolge der Rotation an das Innere der 
metallenen Zylinderwand anlegt, welche den Leuchtstoff tragt. Die ge- 
samte im Gehause befindliche tibrige Luft nimmt gleichfalls eine Tem- 
peratur an, die etwa um 5 bis 10° hoher liegt als die der fliissigen Luft. 
Da der Leuchtstoff infolge der Rotation standig von dieser umgebenden 
Luft mit einer Geschwindigkeit von etwa 8 m/s umspiilt wird, ist die 
Temperatur des Leuchtstoffs naherungsweise gleich der der umgebenden 
Luft anzusetzen. 


rorerende 
Tromme/ 
250mm ¢ 


Vok—Photozelle (bisi7®A) -~> 


3. Anderung des Spektralbereichs. 


Von den Leuchtstoffen, die bisher in dieser Weise untersucht wurden, 
zeigt das mit Mangan aktivierte Cadmiumborat (2 CdO-1 B,O,-0,009Mn) 
besonders instruktiv eine spektrale Aufspaltung des Nachleuchtens bei 
tiefer Temperatur. Schon die bloBe Betrachtung mit dem Auge laBt diesen 
Farbwechsel von Gelb nach Rot mit zunehmender Abklingdauer er- 
kennen. Wie zu erwarten war, zeigt sich tatsdchlich, daB die spektral 


1 Die Konstruktion dieses Gerates verdanke ich Herrn Dipl.-Ing. H. Ramerr. 
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zerlegten Abklingkurven zwar im Beginn des Abklingens verschieden 
sind, spater aber immer ahnlicher werden, so daB durch Normierung die 
letzten Teile der Kurven zur Deckung gebracht werden konnen. Die 
Fig. 3—7 zeigen, beginnend vom Gelbgriin zum Rot, je zwei kombi- 
nierte Abklingkurven, sowie die daraus eliminierte Differenz. 

So 1a8t sich in den ersten 3 Bildern dieser Reihe im Gebiet von 
559 bis 605 nm eine Komponente eliminieren, die, als a-Komponente 
bezeichnet, im Rahmen der Mefgenauigkeit als exponentiell anzusehen 
ist mit einer Zeitkonstante von 206s. (Beim Vergleich der Bilder 
ist der verdnderte ZeitmaBstab zu beachten.) Das Bild andert sich 
plétzlich, wenn man nach Rot hin 600 nm iiberschreitet. Die «-Kom- 
ponente verschwindet schnell, sie ist in Fig.6 noch-als Abweichung von 
der Geraden c zu erkennen, und es dominiert eine ebenfalls exponentielle 
Komponente von wesentlich gréBerer Lebensdauer (Zeitkonstante 
45,5s 1). Sie ist ebenfalls einfach, d.h. nicht zusammengesetzt, denn 
sie wiederholt sich, wenn man zum roten Ende des Spektrums fort- 
schreitet (Fig. 7). Der verbleibende Rest (Kurve 0) ist allerdings nicht 
exponentiell, und es ist auch zunachst nicht zu entscheiden, ob die Rest- 
kurve zusammengesetzt ist oder nicht, denn wir haben das Maximum der 
Emission bei etwa 620 nm bereits hinter uns gelassen und befinden uns 
am roten Ende des Spektrums, wo sich ein weiteres Fortschreiten aus 
Intensitatsgriinden verbietet. 


4. Anderung der Zusammensetzung. 


Weiteren AufschluB tiber die gefundenen Komponenten des Nach- 
leuchtens erhalt man, wenn man Praparate anderer Zusammensetzung 
zum Vergleich heranzieht. Zunachst seien hier die durch Kathoden- 
strahlen erregten Emissionsspektren erwahnt, weil sie in besonders tiber- 
sichtlicher Weise den Einflu8 der chemischen Zusammensetzung wider- 
spiegeln. Eine sukzessive VergroBerung des Verhaltnisses von Borsaure 
zu Cadmiumoxyd namlich verschiebt den Schwerpunkt des Emissions- 
spektrums zu kiirzeren Wellenlangen hin. SchlieBlich steht am Ende 
dieser Reihe ein Praparat von der Zusammensetzung 1 CdO - 2 B,O;:Mn, 
dessen Emissionsspektrum sein Maximum bei 538 nm hat [3]. Es leuch- 
tet rein grin. Bei Anregung mit der Quecksilberstrahlung 253,7 nm 
dagegen bemerkt man keine Anderung der Farbe. Alle Praparate leuch- 
ten orange. Unterschiede machen sich erst bemerkbar, wenn man die 
Temperatur stark, beispielsweise auf —170°C, senkt. Wahrend die 
Intensitat im roten Teil der Emission bei den beiden extremen Pras 
paraten 2CdO-1 B,O,:Mn und 1 CdO-2B,0;:Mn annahernd gleich 
bleibt, ist sie im kurzwelligen Teil des Spektrums besonders im Griin 
beim borsdurereichen Praparat stark angewachsen. Bei tiefer Tempe- 


ratur wird also das Verhalten der Lumineszenz unter UV-Restrahlung _ 
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Kurve a: Abklingen 559nm; Normierung J,=100. Kurveb: 


Fig. 3. Elimination der «-Komponente. 
Abklingen 572nm; Normierung J,=50. Kurvec: Differenz a—b (a-Komponente); Zeitkonstante: 206 s~*, 


Fig. 4. Bestatigung der «-Komponente. Kurvea: Abklingen 572nm; Normierung J,=100. Kurve bd: 
Abklingen 587 nm; Normierung J,=25. Kurvec: Differenz a—b («-Komponente); Zeitkonstante: 206 s—, 
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Fig. 5. Bestatigung der «-Komponente. Kurve a: Abklingen 587nm; Normierung J)=100. Kurve db: 
Abklingen 605 nm; Normierung J,=66. Kurvec: Differenz a—b (a-Komponente); Zeitkonstante: 206 s—. 
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Fig. 6. Elimination der 6-Komponente. Kurve a: Abklingen 605 nm; Normierung J>=100. Kurveb: 
Abklingen 694 nm; Normierung J,=42. Kurvec: Differenz a—b (8-Komponente); Zeitkonstante: 45,5 s—, 


Fig. 7. Bestatigung der B-Komponente. 
Abklingen 739 nm; Normierung J, 


Kurve a: Abklingen 694 nm; Normierung Jo=100. Kurve b: 
= 69. Kurve c: Differenz a—b (B-Komponente) ; Zeitkonstante: 45,5 s—}, 
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der durch Kathodenstrahlen erregten ahnlicher. Trotz verschiedener 
Intensitat ist das Nachleuchten bei beiden Praparaten im griinen Teil 
genau gleich. Die «-Komponente, die ja im griinen Teil des Spektrums 
dominiert, tritt also auch im borsdurereichen Praparat auf, sie ist hier 
sogar angereichert. Im Orange und kurzwelligen Rot wird das Nach- 
leuchten durch den Zusatz von Borsaéure im Ausgangsmaterial zunichst 
etwas komplizierter. Es scheint, daB noch eine vierte Komponente auf- 
tritt, die sich aber nicht mit geniigender Genauigkeit bestimmen 1aBt. 
Im roten Ende des Spektrums 


: f ‘ 0/08 ae ppg im a Sel er 
jedoch findet man beim bor- “0 th | 1 me 
sdurereichen Praparat Abkling- wets Sage | 
kurven, welche die rote Kom- st 1€ ena 
ponente besonders rein darzu- t 

stellen scheinen, wobei mit i iy 

: : : Tp 95)— 
dieser Bezeichnung der in 
der vorangehenden Elimination g7 | 
beim Praparat 2CdO-1B,0,, ™ 

0,009 Mn nicht weiter auflés- = gg 

ghee 0 2 W 60 8 100 120 Wo 

bare Rest gemeint ist. In der Abklingzeit ts 


Tat lassen sich die Abkling- 
kurven gleichen’ Spektralbe- 
reichs (739 nm) von den beiden 
verschiedenen Praparaten zwar 


Fig. 8. Elimination der y-Komponente durch Vergleich 
verschiedener Praparate. Kurve a: Abklingen von 
2CdO-1 B,O;-0,009 Mn; 739 nm; Normierung J, = 100. 
Kurve 6: Abklingen von 1CdO-2B,0,- 0,007 Mn; 
739 nm (y-Komponente); Normierung J,= 78. Kurvec: 
Differenz a—» (f-Komponente); Zeitkonstante: 45,5 s7. 


nicht zur Deckung, aber in der : 
geschilderten Art zur Beriihrung bringen, und als Differenzkurve ergibt 
sich wieder die bereits bekannte 6-Komponente (Fig. 8). 

Die Abklingkurve 739nm des Praparates 1 CdO- 2 B,O,:Mn ent- 
halt also die B-Komponente am wenigsten oder gar nicht, und man kann 
sie, solange nicht neue Tatsachen dagegen sprechen, als elementar, also 
nicht zusammengesetzt ansehen. Sie mdge deshalb als y-Komponente 
bezeichnet werden. Hiermit ist das Abklingen der dritten Komponente 
bekannt, und man kann, nun wieder zu dem Ausgangspraparat 2 CdO - 
4 B,O, + 0,009 Mn zuriickkehrend, die Zerlegung mit folgendem Ergebnis 


ga Ende fiihren: 


Tabelle 1. Zerlegung des Abklingens von 2CdO- 1 B03: 0,009 Mn (T =— 170°C). 


Interferenzfilter 


Abklingkomponenten 


(Halbwertsbreite: Photozelle : 

6 bis 8 nm) e-&t y= 206s"! |e-Bt B=45,55-2 

550 nm Sb+ Cs 97,3% 2,7% 0 % 
559 nm Sb- Cs 93,7 % 4,7% 1,6% 
572 nm Sb: Cs 88,2 % 8,4 % 3,4% 
587 nm Sb + Cs 52,6 % 34,4 % 13,0% 
605 nm Sb - Cs 27,6 % 52,4% 20,0% 
605 nm [Ag] —Cs,O—Cs 18,0% 59,4 % 22,6% 
694 nm [Ag] —Cs,O—Cs 0 % 44,8% 55,2% 
739 nm [Ag] —Cs,O—Cs 0 % 22,0% 78,0 % 


206 
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Die zwei verschiedenen Verteilungen, welche fiir das Filter 605 nm 
angegeben ‘sind, riihren daher, daB durch Auswechseln der Photozelle 
des Empfangers der Schwerpunkt der spektralen Empfindlichkeit ver- 
schoben wird. Man muB sich dariiber klar sein, daB auf die beschriebene 
Weise Komponenten getrennt und ihre Abklingkurven bestimmt werden 
kénnen, daB aber fiir eine Konstruktion der einzelnen Spektren die 
spektrale Auflésung der Filter nicht groB genug ist. 


5. Anderung der Temperatur. 


Eine Erhéhung der Temperatur bewirkt eine Verbreiterung der Teil- 
banden. Sie itberdecken sich gegenseitig starker und erschweren dadurch 
cd die analytische Trennung. Héher 
+—+—}+++— als —50°C kann man deshalb 

| | | | in diesem Falle kaum gehen. 
Die Erhdhung der Temperatur 


T i ak 


| ] 

a es ay ——+— 
| 
| 


5 FN 

: | ast 14Bt das Abklingen der Lumines- 
is) alae at ea ee = zenz ganz allgemein schneller 
ear as a Os werden. So erhdht sich die 
G7 a = TA Zeitkonstante der 6-Komponente 
221 ais a alam ea ae a a | J von 45,5 s 7 auf 55,5s7. Merk- 
got, ! + sh | a | me uF =, wiirdigerweise zeigt die y-Kom- 


Abklingzeit ms ponente, deren Abklingen bei- 
Fig.9. Vergleich des Abklingens bei verschiedenen nahe hyperbolischen Charakter 
ware soy eee ane Ree ae hat, keine Abhangigkeit von der 
rung Jy=100. Kurveb: y-Komponente; T=—170°C; Temperatur in diesem Bereich. 
ny BBR eth tedch es AL Dieses Ergebnis la8t sich aller- 
dings nur indirekt finden, weil 
man die y-Komponente bei dieser Temperatur nur noch iiberdeckt 
erhalt. Das Abklingen in dem entsprechenden Spektralbereich, ném- 
lich 739 nm (T=—50°C), ist jedoch im Auslauf sehr ahnlich dem 
Abklingen der y-Komponente bei — 170° C. Dieser zunachst unerwartete 
Umstand macht eine Auflésung méglich. Nach entsprechender Nor- 
mierung und Differenzbildung der beiden Kurven treten Differenzwerte 
auf, die sich annahernd durch eine Exponentialfunktion darstellen 
lassen (Fig. 9). 


Das Ergebnis kénnte natiirlich Zufall sein, zumal sich eine kleine 
systematische Abweichung zeigt. Weitere Kombinationen von Abkling- 


_ kurven, nunmehr wieder bei einheitlicher Temperatur von — 50° C ge- 


messen, lassen jedoch immer wieder die gleiche Exponentialfunktion 
abtrennen (Fig. 10 und 11). Es besteht schlieBlich kein Zweifel dariiber, 
daB diese Exponentialfunktion reell ist, und daB es sich um die f-Kom- 
ponente handelt, welche jetzt eine Zeitkonstante von 55,5 s-! besitzt, 
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Bei weiterem Fortschreiten nach kiirzeren W ellenlangen 1aBt sich 
wohl die «-Komponente noch nachweisen aber nicht mehr eliminieren, 
wie es die Fig. 12 zeigt. 
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Fig. 10. Fig. 41. 


Fig. 10. Bestatigung der §-Komponente. Kurve a: Abklingen 622nm; Normierung J>=100. Kurve bd: 
Abklingen 739nm; Normierung J,=58. Kurvec: Differenz a—b (S-Komponente); Zeitkonstante: 55,5 s~. 


Fig. 11. Bestatigung der §-Komponente. Kurve a: Abklingen 622nm; Normierung J,=100. Kurveb: 
Abklingen 572 nm; Normierung J, =86. Kurve c: Differenz a—b (B-Komponente); Zeitkonstante: 55,5 s—. 


Die Differenzkurven enthalten stets noch Anteile der 6-Komponente. 
Zum Teil ist das durch Bandenverbreiterung hervorgerufen, zum Teil 
aber auch durch die Tatsache, 
daB die f-Komponente bei 
héherer Temperatur immer 
starker dominiert. 

Bekanntlich ist die Leucht- 
dichte des Cadmiumborats bei 
tiefer Temperatur gering. Sie 
betragt bei —170° C etwa nur 
ein Viertel derjenigen bei Zim- 
mertemperatur. Diese starke 
Anderung der Lumineszenz ist Abhlingze a 


im wesentlichen der /-Kom- 
f Fig. 12. Nachweis der «-Komponente. Kurve a: Ab- 
ponente zuzuschreiben, deren klingen 559nm; Normierung J,=100. Kurveb: Ab- 


a 7 5 klingen 572nm; Normierung J, = 64,8. Kurve c: Diffe- 
m ml m- 
A plitude t sinkender Te renz a—b (a-Komponente + 8-Komponente). Gestrichelte 


peratur abnimmt, wahrend die Gerade: f-Komponente; Zeitkonstante: 55,5 $7}. 
a- und die y-Komponente 

ein umgekehrtes Verhalten zeigen. Dieser Umstand bewirkt, da das 
gesamte Spektrum seine geringste Breite bei etwa 0° C und nicht bei 
tiefer Temperatur besitzt, wie es bei einem Spektrum mit einer einzigen 
Komponente der Fall ware. Tabelle 2 zeigt das mit einem Satz von 
Interferenzfiltern gemessene Temperaturverhalten. 
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Tabelle 2. 


Photozelle Sb - Cs 


Photozelle [Ag]—Cs,O—Cs 


739 nm | 684 nm 622 nm 605 nm 587 nm | 572nm | 559nm | 550nm 
| 


100 | 100 


5G 100 | 100 | 100 | 400 | 100 | 400 
OserG 97,8 | 102,4 | 104,5 | 100 | 91,0 | 77,6 70:0 Vl 5 OFS 
445°C 106,3 | 107,6 | 109,6 | 100 | 81,4 | 60,8 | 53,8 54,7 
yk Bee. 137,4 | 114,9 | 116,1 | 100 92,5" 51,9 1905430 (2 18735 
141 °C 209;3 |131,23) 122,55) 100 66,4 | 56,4) 80,2 | 168,6 
A 75a 256,8 | 143,41 | 123,2| 100 | 67,4 | 71,6 | 115,3 | 268,4 


Die Ausgangswerte bei T=44,5°C sind in jedem Spektralbereich 
auf 100 normiert, da es nicht auf die Gestalt des Spektrums, sondern auf 
seine Anderung ankommt. Gleichfalls ist fiir jede andere Temperatur 
ein Spektralbereich, némlich 605 nm, als Bezugspunkt gewahlt und 
gleich 100 gesetzt worden. Man erkennt, daB die Seiten des Spektrums 
relativ zu 605 nm erst absinken, um dann wieder anzusteigen. Dies ist 
als weiterer Beweis fiir die Existenz von mindestens 3 Komponenten 
anzusehen. 


6. Schlup. 


Die Bedeutung des Ergebnisses reicht ttber den untersuchten Einzel- 
fall hinaus. Man ist heute allgemein der Ansicht, daB das Mangan:als 
Aktivator in einem Leuchtstoff fahig ist, zugleich mehrere Banden zu 
emittieren. Diese Ansicht wird nahegelegt durch die Erfahrungen, welche 
man an Leuchtstoffen gewonnen hat, in denen mehrere Aktivatoren 
nebeneinander enthalten sind. Man beobachtet in solchen Fallen Emis- 
sionsbanden, die spektral soweit auseinander liegen, daB sie miihelos 
getrennt, damit definiert und den einzelnen Aktivatoren als Bleibande, 
Antimonbande usw. zugeordnet werden kénnen. Die zunachst hypo- 
thetischen Emissionsbanden des Mangans zwischen Griin und Rot iiber- 
lagern sich jedoch im Emissionsspektrum in allen Fallen. Wenn auch 
bei besonderen Temperaturwerten oder besonderen Werten der Akti- 
vatorkonzentration die Banden ihre Existenz durch das Erscheinen 
mehrerer Maxima im Emissionsspektrum kundtun, so lassen sie sich 
jedoch physikalisch nur schwer definieren. Das Nachleuchten bietet, 
so scheint es, fast die einzige Handhabe hierfiir. Da ein Farbwechsel 
im Verlauf des Nachleuchtens haufig zu beobachten ist, hegt es nahe, 
die Banden nach der Verschiedenheit ihres Nachleuchtens zu unter- 
scheiden. Es steht jedoch von vornherein nicht fest, ob jede dieser an- 
genommenen Banden, spektral gesehen, vom kurzwelligen bis zum lang- 
welligen Auslaufer eine einzige einheitliche Abklingfunktion besitzt. Das 
vorliegende Ergebnis zeigt nun, daB diese Annahme berechtigt und eine 
derartige Definition der Banden méglich ist. Die unendlich groBe Schar 
der Abklingkurven, die man durch Variation des ausgeblendeten Spek- 
tralbereiches erhalt, la8t sich auf einige wenige zuriickfithren, Diese 


errr 
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-wenigen Abklingkurven iiberlagern sich, als wenn es sich um ein Ge- 
-misch handelte, wobei sich jedoch der Leuchtstoff unserer Betrachtung 
von einem gewoéhnlichen Gemisch insofern unterscheidet, als unter dem 
-Mikroskop alle Kérner untereinander gleich und in sich homogen er- 
scheinen. 
Die Emission von Cadmiumborat der Zusammensetzung 2 CdO- 
1 B,O; - 0,009 Mn unter UV-Bestrahlung besteht aus 3 Banden, die im 
obigen Sinne definiert sind. Nach den vorliegenden Erfahrungen ist 
eine davon, die im Griin liegende «-Komponente, der kristallinen Phase 
1 CdO - 2 B,O,:Mn zuzuschreiben, die zunachst bei der Herstellung des 
Leuchtstoffs, wenn auch in geringem MaBe, immer mit entsteht. Die 
im Orange liegende Hauptbande, als 6-Komponente bezeichnet, gehért 
der kristallinen Phase 2 CdO - 1 B,O,;:Mn an. Die dritte, im langwelligen 
Rot liegende y-Komponente zeigt ausnahmsweise kein exponentielles 
Abklingen. Sie kann ihren Ursprung moglicherweise in der gleichen 
kristallinen Phase haben. Eine Entscheidung hieriiber muB jedoch einer 
weiteren Untersuchung vorbehalten bleiben. 


| 
Literatur. 

[J] Borpen, Tu. P.I., u. F. A. KréGER: Physica, Haag 13, 216 (1947). — 
‘Krocer, F. A., u. W. HooGENSTRAATEN: Physica, Haag 16, 36 (1950). — [2] FRIE- 
ERICH, H.: Diss. Univ. Berlin 1938. — [3] LevEReNz, H. W.: An introduction to 
luminescence of solids, S. 233—234~ London u. New York 1950. 


+. Berlin NW 87, asi cadinait seman fiir elektrische Beleuch- 


Biiiieed Siti catediene ANE Tye Sit mignats 

peri Pee yr, eishio 4nd PEAS iki tha 1134975 it hePR Ae ¥ <a t 

seca aphid Frade 8 Metter widitn Mie oink sure A Pat 
mad S Bless: a ta a Teeethevariie diye: om 3 eens a! 

ts at beget are oe ne eh esi sei ‘baer’ ied A 

pete bie' i je ‘Sherbone atid ie 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 135, S. 294—308 (1953). 


Abklingzeitmessungen 
an fliissigen und festen L6sungen 
mit einem neuen Fluorometer. 
Von 
A. SCHMILLEN. 
Mit 8 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 30. Marz 1953.) 


Es wird ein neues Fluorometer beschrieben, das die Messung der Abklingzeit bei 
sehr geringer Fluoreszenzintensitat gestattet. Zum Nachweis des hochfrequent 
modulierten Lichtes dient ein Sekundarelektronenvervielfacher, und die Phasen- 
verschiebung zwischen Primar- und Fluoreszenzlicht wird direkt angezeigt. Da- 
durch ergibt sich eine sehr groBe MeBgeschwindigkeit. MeBergebnisse an festen 
und fliissigen Lésungen organischer Substanzen werden mitgeteilt und diskutiert. 


Einleitung. 


Zur Messung sehr kurzer Abklingzeiten (unter 1 usec) dienen. die in 
der Literatur mehrfach beschriebenen Fluorometer [1] bis [5]. Mit der 
Entwicklung der Sekundarelektronenvervielfacher als hochempfind- 
licher Lichtnachweisgerate und mit der Beherrschung der Verstarkung 
sehr kurzer Impulse durch neuartige Verstarker extrem hoher Band- 
breite bieten sich neue Wege zur Messung sehr kurzer Abklingzeiten. 
Es sind eine ganze Reihe von Verfahren bekannt, die die Zeitdauer der 
einzelnen Szintillationen, die in fluoreszierenden Substanzen beim 
Durchgang energiereicher Partikel oder Strahlungsquanten ausgelést 
werden, zu messen gestatten [6] bis [13]. Diese Verfahren sind jedoch 
nicht bei Anregung mit energiearmer Strahlung (UV, Réntgenstrahlung, 
Elektronen niederer Energie) anwendbar. Vergleichende Messungen mit 
UV- und Réntgenstrahlung einerseits und y-Strahlung andererseits 
zeigen [13], daB die Abklingzeit bei gleichen Substanzen je nach der 
Energie der anregenden Strahlung verschieden sein kann. Das deutet 
auf Unterschiede im Mechanismus hin. Insofern stellen die Messungen 
an Szintillationen eine sehr niitzliche Erganzung der fritheren Verfahren 
dar, ohne daB diese dadurch an Bedeutung verloren hatten. 

Mit Hilfe des Sekundirelektronenverstarkers lassen sich Nachweis- 
empfindlichkeit und MeBgeschwindigkeit auch bei der Fluorometer- 
methode verbessern. Einige Autoren haben in den letzten Jahren von 
dieser Méglichkeit Gebrauch gemacht [13], [14], [15]. Unabhangig von 
der bis vor kurzem unzuganglichen Literatur wurde nach diesen Ge- 
sichtspunkten ein neues Fluorometer entwickelt. 
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Die MeBmethode. 

Die Phasenverschiebung der Fluoreszenzintensitit gegen die peri- 
odisch modulierte Anregungsintensitat steht mit der Abklingzeit der 
Fluoreszenz in einfachem Zusammenhang. Bezeichnet man die Kreis- 
frequenz der Modulation mit w, die Abklingzeit mit 7 die Phasendiffe- 
renz mit ¢, so gilt [16] 

tgyp=—wt. 
(Bei nicht sinusférmiger Modulation gilt die Beziehung fiir die Grund- 
schwingungen der Anregungs- und Fluoreszenzintensitat.) Zur Messung 
des Primar und Fluoreszenzlichtes dient ein Sekundirelektronenverviel- 
facher. Die Phasendifferenz zwischen beiden Ausgangssignalen laBt sich 
direkt messen. Vorteilhafter ist es, die Signale unter Erhaltung der 
Phasendifferenz ins Niederfrequenzgebiet zu transponieren, indem man 
sie mit einer etwas abweichenden Frequenz w’=qw + Aq iiberlagert. 

Wird zu den beiden phasenverschobenen Signalen S, (t) =I (A, e*®’) 
und S,(¢)=R(A, e''@'**) [R(t) bedeutet Realteil von #¢] ein drittes 
Signal der Frequenz w’=q@ +A addiert, so erhalt man zwei neue 
Signalstréme. 


Sit) =Ay | 4+ (44) +24 cos Awtcos (wt — y) 


Ag! Ay 


= cos (Aw t —q@) cos (wt — 6). 
0 


sal) [t+ (2) +2 


Ihre Amplituden sind periodische Funktionen mit der Kreisfrequenz Aw, 
die dieselbe Phasenverschiebung g besitzen wie die urspriinglichen 
Stréme S,, Sy. 

Diese Transposition bringt zwei Vorteile mit sich. Die Phasenanzeige 
ist im Niederfrequenzgebiet leichter durchzufiihren. Ferner lat sich 
auf einfache Weise die Bandbreite einengen. Das bedeutet einen er- 
heblichen Gewinn an Empfindlichkeit. Die wirksame Bandbreite ist in 
unserem Falle durch die Bandbreite des Niederfrequenzverstarkers be- 
stimmt. Stérfrequenzen w,, die von der MeBfrequenz w abweichen, er- 
geben bei der Uberlagerung mit der von m um Aw abweichenden Hilfs- - 
frequenz w’ eine entsprechend abweichende Niederfrequenz. Wahlt 
man zur Verstarkung des niederfrequenten Signals einen selektiven Ver- 
starker, wie man ihn etwa durch Gegenkopplung iiber eine geeignete 
RC-Briicke erhalt, so kénnen bei einer Bandbreite Awy des Nieder- 
frequenzverstarkers nur solche hochfrequenten Stérsignale sich bemerk- 
bar machen, die im Frequenzbereich w’ —Aw + Awy bzw. w’+Ao + Aoy 
legen. 

Beschreibung der Apuaratun a 


Die Arbeitsweise der Apparatur ist aus dem Ubersichtsbild (Fig. 4) 
zu entnehmen. Das Licht einer Hg-Hichstdrucklampe wird durch eine 
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Ultraschallwelle moduliert und fallt auf das Praéparat P. Ein Hohl- 
spiegel Sp konzentriert das von P ausgehende Licht auf die Photo- 
kathode des Sekundarelektronenverstirkers. Das Ausgangssignal wird 
iiber einen Resonanzverstarker (10,7 MHz) der Uberlagerungsstufe zu- 
gefiihrt und dort mit einem zweiten Signal, dessen Frequenz um 50 Hz 
héher ist, tberlagert. Am Ausgang des Uberlagerers erscheint ein 
Signal mit der Differenzfrequenz von 50 Hz, begleitet von Nachbar- 
frequenzen infolge des Rauschpegels. Ein selektiver Niederfrequenz- 
verstirker (Af=-£ 10 Hz) hebt das 50 Hz-Signal aus dem Rauschpegel 


HBO Ll, &,; 
0Y/6_ 


SENDS U. 
FrequenzZ 
Verdoppl. 


Fig. 1. Ubersichtsbild iiber die Apparatur. 


stark heraus. Die Phasenlage desselben wird auf einer BrAuNschen 
Rohre durch Auftastung des Elektronenstrahls, der mit einer Frequenz 
von 200 Hz auf einem Kreise herumgefiihrt wird, angezeigt. Bei Phasen- 
verschiebung des Signals bewegt sich der aufgehellte Punkt iiber den 
Kreis. Eine Phasenverschiebung von 90° entspricht einem vollen Umlauf. 

Das zur Uberlagerung benétigte Signal abweichender Frequenz wird 
auf folgende Weise gewonnen. In einem vom Sender gesteuerten hoch- 
frequenten Drehfeld (Frequenz 10,7 MHz) rotiert eine kleine Induktions- 
spule. In der Spule wird eine Spannung »= 7, sin (wt+q) induziert. 
g hangt dabei ab von der augenblicklichen Stellung der Induktionsspule. 
Es andert sich mit der Zeit und es gilt p= wp: t (wp ist die Kreisfrequenz 
der Rotation). Infolgedessen ist die induzierte Spannung 


Y = Sin (w + wp) t. 
Da das Drehfeld in Wirklichkeit nicht ideal zirkular ist, tritt eine zu- 


sdtzliche Amplitudenmodulation ein, die durch Nachverstarkung und 
Begrenzung beseitigt werden muB. 

Die MeBgenauigkeit ist wegen des Rauschpegels von der Fluoreszenz- 
intensitat abhangig. Wegen tgm=rt ist fir kleine g At/t ~Ag/g. 


‘ 
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Dagegen gilt fiir groBe gq Sr yea e d.h. der relative Fehler wird 
T cosm 

beliebig groB mit wachsendem @. Bei fest gewahlter Modulationsfrequenz 
ist eine Messung nur in einem gewissen Bereich mit brauchbarer Ge- 
nauigkeit méglich. In unserem Falle wird der Bereich durch 3 - 10°9< 
<1-10°7 sec wiedergegeben. Bei nicht zu kleiner Intensitat gilt an der 
unteren Grenze At © + 3-10 sec und an der oberen At © + 1-10>8sec. 
Der relative Fehler ist in der Mitte des brauchbaren Bereiches am 
kleinsten. 


MeBergebnisse. 
Einfache Farbstofflésungen. 


Um die Apparatur, insbesondere die richtige Phasenanzeige, zu tiber- 
priifen, wurde die Phasenverschiebung, die bei Anderung der Lichtweg- 
lange zwischen Ultraschall- 
trog und Empfanger auf- 
treten muB, gemessen. Die 
gemessenen Werte stimm- 
ten innerhalb der oben 
abgeschatzten Grenzen mit 
den aus der Weganderung 
berechneten iiberein. 

Infolge der groBen Emp- 
findichkeit des MeBver- 
fahrens, konnten Abkling- = 
zeiten von fluoreszierenden 


We 2y EOE? § 0792 oe 5102 2 SF Moll 
Cc 


Lésungen mit nur einer Fig. 2. Abklingzeit von Fluoreszein. a@ —@®— Fluoreszein in 


el6sten Komponente bis H,O, Schichtdicke 10 mm; b -——— Fluoreszein in H,O nach 
8 7 iS = ScyMANOWSKI; c —O— Fluoreszein in H,O, diinne Schicht; 
zu sehr geringen Konzen- d —A— Fluoreszein und Erythrosin in H,O; cp=cy. 


trationen (bis 4 -10~§ Mol/1) 
und bei sehr diinnen Schichtdicken gemessen werden. Dabei ergaben 
sich einige Besonderheiten, auf die wir im folgenden hinweisen. 


A. Fluoreszein in H,O. 


Natriumfluoreszein der Firma Merck wurde ohne weitere Vorbehand- 
lung in destilliertem Wasser gelést. Die Anregung erfolgte bei dieser 
und auch bei allen anderen Lésungen im allgemeinen in einer Glas- 
kiivette mit einer wirksamen Schichtdicke von 10 mm. Bestrahlt und 
beobachtet wurde in allen Fallen von der Vorderseite. (Wellenlange des 
anregenden Lichtes 3600 A.) Die so gemessene Abhangigkeit der Ab- 
klingdauer der Fluoreszeinfluoreszenz von der Konzentration in H,O 
zeigt die Fig. 2a. Von friiheren Messungen anderer Autoren ist bekannt, 
daB die Abklingzeit t bei hohen Konzentrationen einen Abfall zeigt. 


Zam Vergleich mit unseren Messungen ist der von SZYMANOWSKI _ 
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angegebene Verlauf mit eingezeichnet (Fig. 2b). Der Abfallist 1m wesent- 
lichen in beiden Fallen gleich, nur setzt er in unserer Messung bei etwas 
hoheren Konzentrationen ein. Der Grund hierfiir konnte noch nicht 
ermittelt werden. Auffallend ist, daB die Kurve fiir + ein Maximum 
besitzt, von dem aus sie zu geringeren Konzentrationen hin wieder abfallt. 
Bei sehr starker Verdiinnung nahert sie sich einem konstanten Endwert. 
Wahrscheinlich ist dieser Anstieg von t eine Wirkung der Sekundar- 
fluoreszenz. Das aus tieferen Schichten kommende Fluoreszenzlicht 
kann auf seinem Wege zur Oberflache ein- oder mehrmals von anderen 
Molekiilen absorbiert und wieder reemittiert werden. Dadurch kann 
eine Verlangerung der Abklingzeit hervorgerufen werden, wie GAMBUR- 
zEFF [17] in einer theoretischen Arbeit gezeigt hat. Die GréBe des 
Effektes wird nach dieser Theorie im wesentlichen bestimmt durch die 
Uberdeckung des Absorptionsspektrums mit dem Fluoreszenzspektrum 
und durch die Fluoreszenzausbeute. Uber eine experimentelle Messung 
einer verkiirzten Abklingzeit bei Anregung in diinner Schicht berichtet 
an einer Stelle GALANIN [/4]. Fiir Fluoreszein in Wasser wird von 
GALANIN bei dicker Schicht t=5,6:10-%sec, bei diinner Schicht 
4-107®sec angegeben. Uber die Schichtdickenunterschiede ist nichts 
Naheres ausgesagt, so daB ein Vergleich mit unseren Messungen nicht 
moglich ist. 

Die Méglichkeit, auch noch geringste Fluoreszenzhelligkeiten einer 
Messung zuganglich zu machen, gestattete es, die Abklingdauer von sehr 
diinnen Schichten zu messen, indem man einfach einen Tropfen der 
Lésung zwischen zwei Glasplatten leicht zerdriickte. Das Ergebnis wird 
durch die zweite Kurve wiedergegeben. Die Uberhéhung der Kurve im 
Bereich mittlerer Konzentrationen ist verschwunden, und man miBt 
bis zu Konzentrationen, bei denen die Léschung einsetzt, fast konstante 
Abklingzeit. Fiir hohe Konzentrationen laufen beide Kurven zusammen. 
Das ist leicht verstandlich, da bei hohen Konzentrationen alles Licht 
in diinnster Schicht absorbiert wird; man hat es dann immer mit einer 
Fluoreszenz diinnster Schichten zu tun. 

Die Messung an diinnsten Schichten scheint also die Annahme zu 
bestatigen, daB der Anstieg der Abklingzeit mit der Konzentration 
lediglich eine Wirkung der Sekundarfluoreszenz ist. 


B. Trypaflavin in Methanol. 
In derselben Weise wie Fluoreszein wurde die Lésung von Trypa- 


flavin ae 
| 
ran NH, 
H,C Cl 


in Alkohol untersucht. Benutzt wurde wiederum das handelsiibliche 
Praparat und chemisch reines Methanol ohne weitere Vorbehandlung. 
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Wie die Fig. 3a zeigt, ist das Ergebnis qualitativ das gleiche wie bei 
Fluoreszein. Doch steigt die Abklingzeit nur wenig mit wachsender 
Konzentration an. Bei Untersuchung diinnster Schichten fehlt dieser 
kleine Anstieg, wie Kurve } zu entnehmen ist. Bringt man die geringe 
Sekundarfluoreszenz in Abzug, so betrigt die Abklingzeit fiir Trypa- 
flavin in Methanol tr=4-10-%sec. Erst bei Konzentrationen von 
2 bis 3 - 10° Mol/l beginnt sie abzufallen infolge von Léschprozessen. 


os io jo3 70 Mol/ ° 05 25 5 10425 § 0% 25 5 0% 25 5 Mol/l 

— Co 
Fig. 3. Fig. 4. 

Fig. 3. Abklingzeit von Trypaflavin. a —@— Trypaflavin in Methanol, 10 mm Schichtdicke; 6 —o— 

Trypaflavin in Methanol, dtinne Schicht; c ---V/--- Trypaflavin und Rhodamin B in Methanol; d—A— 

Trypaflavin und Rhodamin 6G extra in Methanol. 
Fig. 4. Abklingzeit von Rhodamin B und 6 G extra. a —e— Rhodamin 6G extra, Schichtdicke 10 mm; 
6 —o— Rhodamin 6G extfa, diinne Schicht; c—A— Rhodamin 6G extra und Trypaflavin; d —yVY— 
Rhodamin B und Trypaflavin; e —{}— Rhodamin B, Schichtdicke 10 mm, 


C. Rhodamin 6G extra in Methanol. 
Noch starker als bei Fluoreszein kommt die Wirkung der Sekundar- 


fluoreszenz bei der Lésung von Rhodamin 6G extra 
C,H;HN Gh —NHC,H,Cl 
hae Sap 


waa | 

Ss COO(C,H;) 
in Methanol zum Ausdruck (Fig. 4a). Sie scheint schon bei geringen 
Konzentrationen einzusetzen. Trotzdem ist bei Beobachtung diinnster 
Schichten fast nichts mehr von einem Anstieg von t zu erkennen 
(Fig. 40). Der Abfall von t infolge von Konzentrationsléschung beginnt 
bei dieser Substanz, wenn man die sekundarfluoreszenzfreie Kurve zu- 
erundelegt, erst bei etwa C =107? Mol/l. Die Halbwertskonzentration 
betragt etwa Cy=2,5 - 10~? Mol/l. - 


D. Rhodamin B in Methanol. 
In auffallendem Gegensatz dazu steht das Verhalten von Rhodamin B 


(Fig. 4e) (CH) NY SOLS ANC, HY,Cl 
on <b) 2 filgal 


i 
COOH 
ioe 
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Bei dieser Lésung ist die Abklingzeit auch in dicker Schicht unabhangig 
von der Konzentration bis zum Einsetzen der Léschung bei etwa 
2,5 + 410-2 Mol/l. Offensichtlich findet hier keine Sekundarfluoreszenz 
statt. Der Grund fiir das Fehlen der Sekundarfluoreszenz ist entweder 
in einer mangelnden Uberdeckung von Emissions- und Absorptions- 
spektrum oder in einer zu geringen Fluoreszenzausbeute zu suchen. 
Durch vergleichende Absorptionsmessungen an Rhodamin 6G extra und 
Rhodamin B konnte festgestellt werden, daB die Uberdeckung der Ab- 
sorptions- und Emissionsspektren bei beiden Substanzen gréBenord- 

nungsmaBig gleich ist. Es 


om muB also die Fluoreszenz- 
4 uly ausbeute von Rhodamin B 
ie relativ klein sein. Das 1aBt 
Ss sich auch aus folgendem 
ng 0 erschlieBen. Rhodamin B 


absorbiert wesentlich schwa- 
| | cher als Rhodamin 6 G extra, 
| 
0 ~ - - 0 . . - 
5 0% 25 6 0% 25 50> 25 510 25 SMO d.h. die Oszillatorenstarke 
Oe ist wesentlich kleiner. Dann 
Fig. 5. Anthrazen in Benzol. Abklingzeit als Funktion der miuiBte aber die Abklingdauer 
Konzentration. x xX x Fluoreszenzausbeute 7/7) nach , : 3 
Tu. FOrsTER. gréBer sein, es sei denn, daB 
durch eine starke Léschung 
. os S ' . . 
(d.h. kleine Fluoreszenzausbeute) t stark verkiirzt ist. Quantitativ 
findet diese Uberlegung ihren Ausdruck in der Beziehung 


[oe} 
{ 2,88 - 1079 n2 ¥2 
es w Yinax f e(v)dy [sec-4], 
14 nQ 
0 


die sich aus der Theorie der Absorption und Emission ergibt. Da »,,.. 
fir Rhodamin B und 6G extra nicht sehr verschieden ist, f e(v) dy 
(die Absorption) aber kleiner und auch tpg <Tr¢g muB notwendig yo, 


die Quantenausbeute der Fluoreszenz, sehr gering sein. 


E. Anthrazen in Benzol. 


Ein weiteres Beispiel, bei dem von vorneherein keine Sekundar- 
fluoreszenz zu erwarten war, ist die Lésung von Anthrazen in Benzol. 
Nach den Vorstellungen von TH. FORsTER ist der Loschungsmechanismus 
bei dieser Lésung ein anderer als der bei den obengenannten Farbstoff- 
lésungen. Dies sollte sich 4uBern in einer relativ groBen Halbwerts- 
konzentration (Cj, > 10°? Mol/l) und einem verhaltnismaBig flachen Ab- 
fall von t mit der Konzentration. Fluoreszenzausbeute und Abklingzeit 
sollten den gleichen Gang mit der Konzentration aufweisen. Die ge- 
messene Kurve zeigt, daB sich die Erwartungen als richtig erwiesen. In 
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die Kurve fiir t sind die von FérsTER angegebenen MeBwerte fiir die 
relative Quantenausbeute eingetragen. Beide Kurven fallen sehr gut 
zusammen (s. Fig. 5). 


Mischlésungen von zwei fluoreszierenden Substanzen. 


Bei Lésungen mit zwei fluoreszierenden Molekiilarten ist die Fluo- 
reszenz nicht einfach eine Uberlagerung der Einzelfluoreszenz beider 
Partner, sondern die beiden Molekiilarten beeinflussen sich gegenseitig 
beim Leuchtvorgang. Bei geniigender Uberdeckung des Emissions- 
spektrums der einen Substanz mit dem Absorptionsspektrum der an- 
deren wird die Fluoreszenz der kiirzerwellig leuchtenden Komponente 
zugunsten der anderen unterdriickt. Die Erscheinung ist als sensibili- 
sierte Fluoreszenz bekannt. FORSTER [18] hat eine Reihe typischer Bei- 
spiele dieser Art naher untersucht mit dem Ergebnis, daB die Anregungs- 
energie von den Molekiilen mit héherer Anregungsenergie iiber gréBere 
Abstande direkt, d.h. ohne Mitwirkung des elektromagnetischen Strah- 
lungsfeldes, das bei der Emission auftritt, an die Molekiile mit niedrigerer 
Anregungsenergie tibertragen wird. Man sollte nach der FOrsTERschen 
Vorstellung erwarten, daB die Fluoreszenzabklingdauer einer solchen 
Mischlésung, wenn man nur die ktirzerwellige Fluoreszenz zur Messung 
heranzieht, mit zunehmender Konzentration beider gelésten Kompo- 
nenten abnimmt. Die langer lebenden angeregten Molektile geben ja 
ihre Energie, bevor sie zur Emission kommen, durch Resonanztibertra- 
gung ab. Das kommt in den folgenden Messungen zum Ausdruck: 


A. Fluoreszein und Erythrosin in H,O. 


Erythrosin und Fluoreszein wurden zusammen mit gleicher Konzen- 
tration in destilliertem Wasser geldést und die griine Fluoreszenz des Fluo- 
reszeins gemessen. Wegen der mangelnden Empfindlichkeit des Sekun- 
darelektronenverstarkers im roten Spektralgebiet konnten an der Ery- 
throsinfluoreszenz keine Messungen durchgefiihrt werden. Aus Fig. 2d 
entnimmt man, daB bei sehr geringen Konzentrationen die Abklingzeit 
mit derjenigen einer reinen Fluoreszeinlésung tibereinstimmt. Eine 
Sekundarfluoreszenz tritt nicht auf, weil die Erythrosinmolekiile das 
Fluoreszeinleuchten stark absorbieren. Eine strahlungslose Energie- 
iibertragung zwischen den angeregten Fluoreszeinmolekiilen wird ober- 
halb einer Konzentration von etwa 2-10~4 Mol/l merklich. Wahrend 
beim reinen Fluoreszein t noch bis etwa C =2- 107% Mol/l konstant 
bleibt (in diinnster Schicht), beginnt durch die Energietibertragung auf 
die Erythrosinmolekiile die Lebensdauer der Fluoreszeinanregung schon 
zu sinken. Ein solches Absinken ware nicht zu erwarten, wenn die Uber- 


tragung durch Absorption und Reemission erfolgte. TH. FORSTER, —_—— 
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an dem gleichen System die Fluoreszenzléschung quantitativ unter- 
suchte [17], gibt als Halbwertskonzentration den Wert Ci=7-10°* Molf 
an. Fir die Abklingzeit sollte die Halbwertskonzentration die gleiche 
sein. Sie liegt nach unseren Messungen bei etwa 1,5 ° 10~* Mol/1, also 
hdher als den FOrstTERschen Messungen entspricht. 

Noch deutlicher lassen sich die Vorginge an den nachsten beiden 
Beispielen verfolgen, bei denen auch die Fluoreszenz des zweiten Part- 


ners mituntersucht wurde. 


B. Rhodamin 6G extra und Trypaflavin in Methanol. 

Die beiden Substanzen wurden mit fast gleichen Konzentrationen 
(aus 4uBeren Griinden war C;=1,4 Cr) in Methanol gelést. Die Fluo- 
reszenz des Trypaflavin ist von griiner Farbe, die des Rhodamin 6 G extra 
von gelb bis gelbroter Farbe. Das Rhodamin besitzt eine starke Absorp- 
tionsbande im Gebiet der Trypaflavinfluoreszenz. Durch geeignete 
Filter konnten die beiden Fluoreszenzbanden getrennt voneinander 
untersucht werden. Allerdings ist dies in Strenge fiir die langwellige 
Rhodaminemission nicht méglich, da ein Auslaufer der Trypaflavin- 
fluoreszenz bis ins Gebiet der Rhodaminemission hineinreicht. Dies 
kann zu einer geringen Verfalschung fiihren. Bei geringen Konzentra- 
tionen ist die Fluoreszenz der Mischung bei Anregung mit 3600 A griin- 
lich und nimmt bei héheren Konzentrationen die gelbrote Farbe der 
reinen Rhodaminfluoreszenz an. In Fig.3d ist die Abklingzeit des 
Trypaflavinleuchtens als Funktion der Rhodaminkonzentration auf- 
getragen. Bei stark verdiinnter Lésung entspricht die Abklingzeit der 
griinen Emission dem beim reinen Trypaflavin gemessenen Wert. Da- 
gegen setzt bei Cp=2,5-10~*Mol/l wieder ein deutlicher Abfall von + 
ein, der die beginnende Resonanziibertragung der Anregungsenergie vom 
Trypaflavin auf die Rhodaminmolekiile anzeigt. Die Halbwertskonzen- 
tration liegt bei etwa Cy=6-+10~ Mol/l, der Abfall von t scheint 
flacher zu sein als bei dem Beispiel A. 

Interessant ist nun auch der Verlauf der t-Kurve fiir die gelbrote 
Fluoreszenz im Vergleich zu derjenigen einer reinen Lésung von Rhoda- 
min 6Gextra (Fig. 4c). Die Abklingzeit ist in der Mischlésung bei 
geringen Konzentrationen deutlich verlangert. Das Maximum von t 
wird bei etwas niedrigerer Konzentration erreicht, und bei hohen Kon- 
zentrationen ist die Abklingzeit merklich kiirzer als bei der reinen Lé- 
sung. Da die Anregung mit 3600 A erfolgte, wurden die Rhodamin- 
molekiile zum Teil auch direkt angeregt. Die Verlangerung von 7 bei 
groBer Verdiinnung, in einem Bereich, in dem nach Aussage der Kurve 3d 
noch keine Resonanziibertragung stattfindet, ist wohl verursacht durch 
einen Absorptions- und Reemissionsproze8. Die Trypaflavinmolekiile 
strahlen ihre Anregungsenergie nach der mittleren Zeitdauer Tr aus, 
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und die Strahlung wird von Rhodaminmolekiilen absorbiert, die sie 
dann reemittieren. Dieser ProzeB tritt zuriick in dem MaBe, wie die 
Resonanziibertragung merklich wird, und t nihert sich dem Wert fiir 
reine Rhodaminlésung. Bemerkenswert ist die verkiirzte Abklingzeit 
bei hohen Konzentrationen jenseits des Maximums. Durch den Energie- 
ubertragungsmechanismus kann diese Verkiirzung nicht verursacht sein, 
man sollte vielmehr erwarten, daB in diesem Gebiet 7 fiir beide Falle 
einen gleichen Verlauf zeigt. Das Defizit kann nur durch die Annahme 
einer verstarkten Léschung erklart werden. 

In Analogie zur Fluoreszenzléschung durch Doppelmolekiile kann 
man vielleicht annehmen, daB diese Léschung auf einer Assoziation 
von Trypaflavin und Rhodaminmolekiilen beruht. 


C. Trypaflavin und Rhodamin B in Methanol. 


Ahnliche Bedingungen wie im letztgenannten Beispiel liegen auch 
bei dieser Mischung vor. Das Verhialtnis C;/Cp war bei allen Konzen- 
trationen 1,5. Das Emissionsspektrum von Rhodamin B liegt bei noch 
etwas langeren Wellen als jenes von Rhodamin 6G. Die Konzentrations- 
abhangigkeit der Trypaflavinfluoreszenz ist fast die gleiche wie im 
vorigen Beispiel (Fig. 3c). Da die langwellige Emission in diesem Falle 
keine Sekundarfluoreszenz zeigt, sind die Verhaltnisse noch tibersicht- 
licher. Wie im letzten Beispiel ist die Abklingzeit bei langen Wellen 
in der Mischlésung langer und nimmt mit wachsender Konzentration 
bis zu einem Maximum zu (Fig. 4d). Das Maximum legt wiederum bei 
der Konzentration, bei der Resonanziibertragung einsetzt. An diesem 
Beispiel kommt besonders klar der Beitrag des Absorptions- und Re- 
emissionsprozesses bei niedrigen bis mittleren Konzentrationen zum 
Ausdruck, der bei héheren Konzentrationen durch die Resonanziiber- 
tragung abgeldést wird. Bei sehr groBen Konzentrationen beobachtet man 
ebenfalls eine verstarkte Léschung relativ zur reinen Losung Rhodamin B. 
Die Halbwertsléschkonzentration fiir die Trypaflavinfluoreszenz betragt 
Cy=5 - 1073 Mol/l. 

Zusammenfassend zeigen die drei aufgefiihrten Beispiele zweier fluo- 
reszierender Substanzen in fliissiger Lésung, wie sich im Verhalten der 
Abklingzeiten bei Konzentrationsainderung die Beteiligung der verschie- 
denen Energieiibertragungsmechanismen widerspiegelt. Die Messungen 
bestatigen qualitativ die ForsTreRsche Vorstellung einer strahlungslosen 
Resonanziibertragung der Anregungsenergie zwischen den beiden Molekiil- _ 
arten; quantitativ ergeben sich etwas andere kritische Konzentrationen. 


Feste Lésungen von aromatischen Kohlenwasserstoffen. 

Viele organische Substanzen fluoreszieren auch im reinen festen 

Zustand mit groBer Ausbeute. Setzt man solchen festen Substanzen 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. 21 
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andere fluoreszierende Stoffe zu, so beobachtet man eine gegenseitige 
Beeinflussung der Fluoreszenzemission mitunter noch viel auffalliger 
als bei fliissigen Lésungen. Eines der am besten untersuchten Beispiele 
dieser Art ist die feste Lésung von Tetrazen in Anthrazen. Die charak- 
teristische blaue Fluoreszenz des reinen Anthrazens wird durch geringste 
Zusaitze von Tetrazen spiirbar unterdriickt. Die Léschung beginnt 
bereits bei Konzentrationen von 10°? Molanteilen. Statt dessen wird 
das Licht von den wenigen Tetrazenmolekiilen emittiert. Bei Konzen- 
trationen von etwa 10-4 Molanteilen beobachtet man nur noch eine 
Fluoreszenz der Tetrazenmolekiile, obwohl der iiberwiegende Teil der 
Energie von den Anthrazenmolekiilen 
absorbiert wird. Einen ahnlichen Wech- 
sel der Fluoreszenz beobachtet man 
bei der festen Lésung von Pentazen 
in Anthrazen. Auch die Lésung von 
Tetrazen in Chrysen stellt ein typisches 
Beispiel dieser Art dar. Verschiedene 
Griinde sprechen dafir, daB diese 
0% 10% 0% 02 07 Mol/Mo| Empfindlichkeit der Fluoreszenz gegen 
team geringe Fremdzusatze durch Resonanz- 
Te eee tet nar ia Nah. Ubertragung: der :Anregingsenergieaver! 
thalin; b —o— Tetrazen in Naphthalin. ursacht wird. Die Abklingzeit solcher 
fester L6sungen wurde bereits friiher im 
hiesigen Institut [79] untersucht, jedoch reichte die Nachweisempfind- 
lichkeit nicht aus, um die Abklingzeit der verschiedenen Fluoreszenz- 
banden getrennt zu messen. Insofern waren die Messungen wenig auf- 
schluBreich. In der neuen Anordnung ist eine Messung nach Ausfilterung 
einzelner Banden noch méglich. Die folgenden Figuren geben einige 
solcher Messungen wieder. 


A. Anthrazen in Naphthalin. 

Da handelsiibliches Anthrazen stets mehr oder weniger stark mit 
Tetrazen verunreinigt ist, wurde fiir die folgenden Messungen das 
Anthrazen~in der Adsorptionssdule vorgereinigt. Es enthielt sicher 
weniger als 10°? Molanteile Naphthazen. Im Reagenzglas wurde das 
Anthrazen einer entsprechenden Menge Naphthalin zugesetzt, iiber der 
Flamme geschmolzen und die Schmelze abgeschreckt. Durch fortlau- 
fende Verdiinnung erhielt man so eine Praparatereihe mit abnehmender 
Konzentration. Die Abklingzeit in Abhangigkeit von der Anthrazen- 
konzentration ist der Fig.6 zu entnehmen. Die Anregung erfolgte mit 
Licht der Wellenlange 3600 A, so daB® praktisch nur die Anthrazen- 
molekiile angeregt wurden. Das Naphthalin selbst bleibt dabei un- 
beteiligt. Uberraschenderweise ergibt sich ein Anstieg von t mit der 
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Konzentration. Aber auch bei sehr hohen Konzentrationen liegt der 
Wert noch merklich tiefer als derjenige von reinem kristallisiertem 
Anthrazen. 


B. Tetrazen in Naphthalin. 

In der gleichen Weise wie unter A wurden Lésungen von Tetrazen 
in Naphthalin hergestellt. Das Tetrazen wurde nicht weiter gereinigt. 
Der Verlauf der Kurve 
ist ein ahnlicher wie bei , 
der vorigen Lésung mit 
Ausnahme des starken Ab- 
falles bei hohen Konzen- 
trationen (Fig.6). Dieser 4 
entspricht den Erwartun- 
gen, da reines Tetrazen 
in kristallinem Zustand x 
nur eine sehr schwache ¢ 
gelbe Fluoreszenz zeigt. 
Wie im einzelnen der Me- 
chanismus dieser ,,Kon- 7 
zentrationsléschung*‘’ im 
festen Zustand zu ver- 
stehen ist, bleibt noch 
offen. Unverstandlich ist 0° 0° 04% 0% 02 70°™Mol/Mol 


auch der Anstieg von T Yoni 
E = : : Fig. 7. Abklingzeit fester Loésungen in Anthrazen und Chrysen. 
mit der Konzentration in a —@— Tetrazen in Anthrazen, Anthrazenemission; b —[]— 


den beiden Fallen Die Tetrazen in Anthrazen, Tetrazenemission; c —A— Pentazen in 

: Anthrazen, Anthrazenemission; d ---A--- Pentazen in Anthrazen, 

Vermutun daB er nur Pentazenemission ; e—@— Tetrazen in Chrysen, Chrysenemission ; 
, 


x S fj —o— Tetrazen in Chrysen, Tetrazenemission; g ---o--- Tetrazen 
vorgetauscht sel durch in Chrysen, Tetrazenemission bei Anregung mit 2= 4358. 
iiberlagertes  Streulicht, 


glauben wir zum mindesten im Falle des Tetrazen, bei dem das Primar- 
licht sehr leicht weggefiltert werden kann, ausschlieBen zu diirfen. 


a 
—_— 


C. Tetrazen in Anthrazen und Pentazen in Anthrazen. 


Uber dieses klassische Beispiel einer sensibilisierten Fluoreszenz in 
festem Zustand wurde schon in einer friiheren Notiz berichtet [20]. In 
diesem Zusammenhang seien noch einmal Messungen an dieser Lésung 
kurz wiedergegeben. Es handelt sich um eine andere Praparatereihe als 
die in [20] gemessene. Abweichungen in den Diagrammen der beiden 
Praparatereihen beruhen auf Unterschieden im HerstellungsprozeB, die _ 
noch zu klaren sind (Fig. 7a, 6). Die gemischten Substanzen wurden — 
in abgeschmolzenen GlasgefaBen mit méglichst geringem Luftvolumen 
geschmolzen. 4 

24% ‘ 
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Die Abklingzeit der blauen Emission der Grundsubstanz Anthrazen 
beginnt schon bei auBerordentlich geringen Konzentrationen (107 bis 
10-6 Molanteilen Tetrazen) abzufallen (Fig. 7a). Das steht im Einklang 
mit dem spektroskopischen Befund, der einen Intensitatsabfall der 
blauen Banden bei diesen Konzentrationen aufweist. Er bedeutet, daB 
schon bei diesen geringen Konzentrationen eine strahlungslose Uber- 
tragung der Energie von Anthrazen auf das Tetrazen beginnt. 

Die Kurve fiir die Abklingzeit der gelben Tetrazenfluoreszenz zeigt 
im Mittel eine wesentlich langere Abklingdauer. Nach geringeren Kon- 
zentrationen hin scheint die Abklingzeit anzusteigen. DaB bei sehr 
niedriger Tetrazenkonzentration die Kurve wieder abfallt, ist in diesem 
Falle und auch in ahnlichen weiteren Fallen trivial. Die kurzwellige 
Fluoreszenz der Grundsubstanz reicht namlich mit ihren langwelligen 
Auslaufern bis ins gelbe Spektralgebiet; da ihre Intensitat mit abneh- 
mender Tetrazenkonzentration zunimmt, die gelbe Tetrazenemission da- 
gegen ganz zuriicktritt, so mi8t man im wesentlichen trotz der Filterung 
bei sehr kleinen Konzentrationen die kurzlebigere blaue Fluoreszenz. 

Auch die Lésung von Pentazen in Anthrazen zeigt eine strahlungs- 
lose Abwanderung der Energie (Fig. 7c). Der Abfall mit der Konzen- 
tration ist etwas schwacher wie beim vorigen Beispiel. Fiir die Inten- 
sitatsabnahme gilt analoges. Die rote Fluoreszenz der Tetrazenmolekiile 
konnte mit. dem benutzten Sekundiarelektronenvervielfacher nur bei 
den héchsten Konzentrationen gemessen werden (Fig. 7d). Die in die 
Kurve eingetragenen Punkte sind nur als ungefahre Werte zu betrach- 
ten. Die GréBenordnung der Pentazenabklingzeit scheint danach etwa 
1:410°8sec zu sein, also merklich kiirzer als die Tetrazenabklingzeit. 


D. Tetrazen in Chrysen. 


Ein weiteres Beispiel fiir die strahlungslose Resonanziibertragung 
stellt die Lésung von Tetrazen in Chrysen dar. Die etwas langere Ab- 
klingdauer der blauen Chrysenbanden 1a8t die Verkiirzung von t mit 
zunehmender Tetrazenkonzentration besonders deutlich hervortreten. 
Auffallend ist an dieser Lésung auBerdem die groBe Abklingdauer des 
Tetrazen, die im Maximum einen Wert von 4,2- 10-8 sec erreicht, also 
erheblich mehr als andere Tetrazenlésungen. Regt man statt mit 3600 A 
mit langeren Wellen an, so da die blaue Fluoreszenz nicht auftritt, 
dann erhalt man fiir t kleinere Werte (Fig. 7g) und es steigt t mit der 
Konzentration an, wie bei den Lésungen von Tetrazen in Naphthalin 
und Trimethylnaphthalin. 


E. Anthrazen und Tetrazen in Phenanthren. 


Um die Verhaltnisse bei festen Lésungen in einem inaktiven Lésungs- 
mittel zu untersuchen, wurden Anthrazen und Tetrazen zusammen in 
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Phenanthren gelést in der Weise, daB alle Praparate die gleiche An- 
thrazenkonzentration von 14 - 1072 Molanteilen aufwiesen, wihrend die 
Tetrazenkonzentration variiert wurde. Reines Phenanthren zeigt im 
Sichtbaren keine Fluoreszenz. Das von uns als Ausgangssubstanz be- 
nutzte Phenanthren fluoreszierte stark blau infolge Verunreinigung mit 
Anthrazen. Das war unbedenklich, da ohnehin 1% Anthrazen zugesetzt 
wurde. In Fig. 8a, 6 ist die Abklingzeit der Anthrazen-(a)- und Tetra- 
zen-(b)-Fluoreszenz iiber der Tetra- 3 
zenkonzentration aufgetragen. Die ~ ; 
Anthrazenfluoreszenz besitzt eine 
praktisch konzentrationsunabhangige 
Abklingdauer von etwat = 6-10~®sec. 
Demnach findet keine Energieiiber- 
tragung durch Resonanz statt. Aus 
dem gleichen Grunde ist wohl auch die 
gelbe Tetrazenemission bei geringen 


Konzentrationen so schwach, daB 
schon unterhalb von 10~4 Molanteilen 
die langwelligen Auslaufer der blauen 
Fluoreszenz mit kurzer Abklingdauer 
die Tetrazenfluoreszenz: iiberdecken 
und t verkleinern. Regt man die 
Substanz mit langeren Wellen an, so 
da8 die Anthrazenemission nicht mehr 
mit angeregt wird, dann ergibt sich 
die gestrichelt gezeichnete Kurve 
fir t (Fig. 8c). 


7m? 0% 0% 0% 10% 707Mol/Mol 
CC 
Fig. 8. Abklingzeit fester Losungen von Tetrazen 
in Phenanthren, 2.6-Dimethylnaphthalin und 
2.3.6-Trimethylnaphthalin. a —@— Tetrazen 
in Phenanthren, blaue Fluoreszenz; b —o— 
Tetrazen in Phenanthren, griine Fluoreszenz; 
e¢ ---o--- Tetrazen in Phenanthren, griine 
Fluoreszenz, angeregt mit A2=4358; d —§gj— 
Tetrazen in Dimethylnaphthalin, blaue Fluo- 
reszenz; e¢ —{]}— Tetrazen in Trimethyl- 
naphthalin, griine Fluoreszenz; ~# —A— Te- 
trazen in Trimethylnaphthalin, blaue Fluores- 
zenz; g —A— Tetrazenin Trimethylnaphthalin, 
griine Fluoreszenz; h ---A--- Tetrazen in 
Trimethylnaphthalin, griine Fluoreszenz, 
angeregt mit A= 4358. 


F. Tetrazen in 2.6-Dimethylnaphthalin und 2.3.6-Trimethylnaphthalin. 


Von den beiden Naphthalinderivaten ist nicht sicher bekannt, ob 
sie im reinen festen Zustand im Sichtbaren fluoreszieren. Die von uns 
benutzten beiden Produkte zeigten eine starke blaue Fluoreszenz. Bei 
Zusatz von Tetrazen beobachtet man die typischen Tetrazenbanden. 
Die Fig. 8d, f, g,e, zeigen ein Verhalten der Abklingzeiten ahnlich 
demjenigen der Mischung von Tetrazen und Anthrazen in Phenanthren. 
Man ist daher geneigt, die blaue Fluoreszenz ebenfalls einer Verunreini- 
gung — nicht der Grundsubstanz selbst — zuzuschreiben. 


Zusammenfassung. 


Es wird ein neues Fluorometer, bei dem die Phasendifferenz zwischen 
der anregenden Strahlung und dem Fluoreszenzlicht elektrisch gemessen 
wird, ausfiihrlich beschrieben. Durch Transposition der hochfrequenten 
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Empfangssignale in das Niederfrequenzgebiet wird eine geringe Band- 
breite und damit eine hohe Nachweisempfindlichkeit erreicht. 

Messungen an einigen Lésungen von fluoreszierenden Farbstoffen 
zeigen, wie das Vorhandensein einer Sekundarfluoreszenz in Anderungen 
der Abklingzeit mit der Konzentration zum Ausdruck kommt. 

An Mischlésungen von zwei Farbstoffen kann das Auftreten einer 
strahlungslosen Energietibertragung am Abfall der Abklingzeit mit der 
Konzentration verfolgt werden. An einigen Beispielen von festen Lo- 
sungen wird gezeigt, da8 auch dort strahlungslose Energietibertragung 
bei der sensibilisierten Fluoreszenz eine Rolle spielt. Es scheint aber 
auch Falle zu geben, bei denen die Ubertragung nur durch Absorption 
der kiirzerwelligen Fluoreszenzstrahlung erfolgt. 


Die Arbeit wurde im Physikalischen Institut der Justus Liebig- 
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fiir sein férderndes Interesse und fiir viele wertvolle Ratschlage, die er 
mir dank seiner reichen Erfahrung auf dem Gebiet der Abklingzeit- 
messungen mitteilen konnte, zu gréBtem Dank verpflichtet. Die finan- 
ziellen Mittel zum Aufbau der Apparatur verdanke ich der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft, die fiir die Arbeit ERP-Mittel bewilligte. 
Danken mochte ich an dieser Stelle auch Herrn Prof. W. GUNDLACH, 
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Quantitatives zur Réntgenverfirbung 
sensibilisierter KBr-Kristalle. 


Von 
W. MARTIENSSEN und H. Pick. 
Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 8. April 1953.) 


Ausbeute und Umsatz photochemischer Reaktionen in Kristallen werden wesentlich 

durch das Vorhandensein eines Sensibilisators bestimmt. Am Beispiel KBr mit 

KH als Sensibilisator wird der qualitative und quantitative Verlauf einer photo- 

chemischen Reaktion durch Réntgenlicht verfolgt. Das Reaktionsprodukt sind 

Farbzentren. Zu Beginn der Reaktion ergibt sich unabhangig von Nebenbedin- 

gungen fir die Stabilisierung eines Farbzentrums ein Energiebedarf von 35 eV 
absorbierter Réntgenenergie. 


$1. Der photochemische ProzeB in sensibilisierten Kristallen. 

In den letzten Jahren ist eine groBe Anzahl von Arbeiten iiber photo- 
chemische Reaktionen in Festkérpern entstanden. Allen diesen Arbeiten 
scheint eins gemeinsam. zu sein: Photochemische Reaktionen in kristal- 
linen Stoffen haben nur dann eine nennenswerte Ausbeute, wenn man 
die Kristalle vorher durch geringe Zusatze geeigneter Stoffe sensibilisiert 
hat. Mit dieser Sensibilisierung erweitert man den Bereich der photo-: 
chemischen Empfindlichkeit zu langeren Wellen und erreicht eine hohe 
Stabilitat der Reaktionsprodukte [7]. Eines der bekanntesten Beispiele ist 
die Sensibilisierung der Silbersalze durch Ag,S [2]. Im folgenden wird 
als iibersichtlicheres Beispiel die Sensibilisierung von KBr-Kristallen 
durch KH qualitativ und quantitativ behandelt [3]. Die photochemische 
Reaktion wird dabei ausgelést durch Rontgenlicht [4], das im Grund- 
material des Kristalles absorbiert wird. Der Hydridgehalt ist zu klein 
(einige 10~*), um einen nennenswerten Beitrag zur Absorption zu liefern. 


Es wird also mit Absicht nur von der stabilisierenden Wirkung des — 


Sensibilisators Gebrauch gemacht, nicht aber von der Erweiterung 
des Spektralbereichs der Empfindlichkeit. 

Der photochemische Elementarproze8 1aBt sich wie folgt beschreiben: 
Die Absorption eines Réntgenquants im Grundmaterial des Kristalles 
fiihrt zur Bildung von Paaren frei beweglicher Ladungstrager, namlich 
Elektronen und Defektelektronen. Beide Ladungstrager kénnen ge- 
trennt an geeigneten Gitterstérstellen gebunden werden; sie bilden dann 
die photochemischen Reaktionsprodukte, in unserem Beispiel Farbzentren_ 
und V-Zentren [5] (Fig. 1, oberes Teilbild). Das Farbzentrum entsteht 
durch ein an einer ausgezeichneten Stelle gebundenes Elektron, das 
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V-Zentrum durch ein in irgendeiner Form gebundenes Defektelektron. 
Die Konzentration dieser Reaktionsprodukte bleibt gering; sie sind 
wenig bestandig und neigen zur Rekombination. Zum Beispiel 1aBt sich 
durch Belichtung oder Erwarmung der Ausgangszustand wieder herstellen. 

Will man stabile Reaktionsprodukte erzielen, so mu8 man einen der 


beiden Reaktionspartner durch eine festere Bindung schnell aus der 
Reaktion herausziehen. Das be- 


mrt! pla ae Fede, cos 600 700 my sorgt der Sensibilisator. Am Bei- 
ar KER aes la spiel des mit KH sensibilisierten 

Be | JA KBr-Kristalles 1aBt sich dieser 
Saleen eT Vorgang an Hand der Absorp- 

SN _KBr+ KH! i jes tionsspektren verfolgen. Man 
z HW} br]-250% betrachte das untere Teilbild der 
e Fig.1. Es zeigt zunachst (kleine 
ee | Kreise) das Spektrum eines 
s : mit KH-Zusatz versehenen K Br- 
| Kristalles: Die mit U_ be- 

| ] ‘| zeichnete Bande bei 5,51 eV. 

Hen ERISA ola, Durchstrahlt man diesen sen- 


Photonenenergie sibilisierten Kristall mit Rént- 
Fig. 1. Das Absorptionsspektrum eines reinen und genlicht, so erhalt man (Kreuz- 
Te atti nainian’ chen) wieder eine Farbzentren- 
LinpeMANN-Fenster.) bande, sogar mit einer vielfach 
vergroBerten Ausbeute, aber 
man erhalt keine V-Bande. Man hat also eine Elektronenbande, aber 
keine Defektelektronenbande. Statt dessen wird die Bande U weit- 
gehend abgebaut, die Zahl der aufgebauten F-Zentren entspricht der 
Zahl der abgebauten U-Zentren. Die Farbzentren erweisen sich jetzt 
als sehr stabil gegeniiber Licht und Warme. Man kann den Kristall 
auf + 150° C erwarmen, ohne daB ein nennenswerter Bruchteil der Farb- 
zentren ausbleicht; man kann den Kristall an das Tageslicht legen und 
erhalt erst innerhalb von Tagen eine Entfarbung. 


Die Deutung dieser Erscheinung ist einfach: Die H~-Ionen haben 
ihre Bindungselektronen zur Rekombination mit den Defektelektronen 
abgegeben. Aus den H~-Ionen sind dabei neutrale Atome geworden, 
deren Absorptionsspektrum auBerhalb des MeBbereiches liegt. Die bei 
der optischen Absorption freigemachten Elektronen haben dann keinen 
Rekombinationspartner mehr und kénnen ungehindert stabile Farb- 
zentren bildent. Erst bei Temperaturen oberhalb + 200°C reagieren die 


1 Ein ahnliches Modell wird von HriLanp [Z. Physik 132, 367 (1952)] zur 
Diskussion der lichtelektrischen Leitung in ZnO benutzt. HEILAND nimmt an, 
da8 durch Einfang der freien Defektelektronen an Zn*-Stérstellen die Lebensdauer 
der freien Elektronen (im Leitungsband) vergré®ert wird. 
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Farbzentren mit den Wasserstoffatomen unter Ausbleichen der Bande F 
und Riickbildung der Bande U. 

Obwohl die Ronigenenergie dem Grundgitter iibertragen worden ist, hat 
also im Endergebnis der Sensibilisator ein Elektron fiir die V erfarbung 
hergeben miissen, ebenso als wenn die optische Anregung unmittelbar im 
Spektralbereich der Sensibilisatorabsorption (U-Bande) erfolgt wire. 


Cawel ; itativen Beob- 
Soweit die qualitatiy en Beob Réumiliche Dichte der absorbierten Energie W 


achtungen. Im weiteren Verlauf — ,,? 4 Propo Pilil n8 iiitse. 
dieser Arbeit wird nun~ die mm: | a ge * {10-%em 
Verfarbung sensibilisierter KBr- KBr+KH 2 

Kristalle mit Réntgenlicht guani?- | Mi inperirartarse / | 

tativ verfolgt. Gemessen wird die ee eae iehelae Ad 


b=2-10-* Watt cm-? 


Bestrahlungsstarke eit Up] = 25:10 %cm-3 
} 


Farbzentrenkonzentration [F] in 
Abhangigkeit von der Durch- 
strahlungsdauer?/ mit Réntgenlicht. 
Variiert wird die Bestrahlungs- 
starke b des Réntgenlichtes und 
die Anfangskonzentration [U,| an 
H -Ionen im Kristall. Die hier mit- 
geteilten Messungen beschranken 
sich zunachst auf eine Temperatur 


a 


Ss 
Konzentration [F] der gebildeten Farbzentren 


Absorptionskonstante K im Maximum der Farbzentrenbande 


5 
von + 20°C. Untersuchungen bei 
anderen Temperaturen sowie an H 
anderen Substanzen sind im Gan _—, le __, 
§. plat? 2 0 
0 20 40 60 min. 80 


ete : Daver t der Rontgendurchstrahlun 
§2. Quantitative Ergebnisse. : 2 ; 


Fig. 2. Die Farbzentrenkonzentration (rechte 
Die Verfarbung von nicht sensi- Ordinate) in Abhangigkeit von der Durchstrahlungs- 


bilisierten Kristallen mit Rontgen-  ficnen Dichte der absorbierten. Energie (obere 
licht ist quantitativ zuerst von — Teilung) fur aah hee Fin eek oe 
HARTEN [6] untersucht worden. In 

der vorliegenden Arbeit wird die gleiche Versuchsanordnung benutzt. Die 
Bestrahlungsstarke des R6éntgenlichtes wird wieder mit einer eigens fiir 
diesen Zweck gebauten Thermosdule ausgemessen. Vor Beginn der 
Untersuchung wird der im Kristall absorbierte Anteil des auffallenden 
Rontgenlichtes in Abhangigkeit von der Kristalldicke bestimmt. Bei 
den benutzten Kristalldicken von etwa 0,25 mm betragt dieser Anteil 
ungefahr 50%. Die dadurch bedingte geringe Inhomogenitat der Ver- 
farbung in Durchstrahlungsrichtung bleibt bei der Auswertung der 
Messungen unberiicksichtigt. 

In Fig. 2 sind aus einer gréBeren Zahl von MeBreihen drei Verfar- 
bungskurven von Kristallen mit verschiedenem Gehalt an Hydridionen — 
wiedergegeben. Die Bestrahlungsstairke des Réntgenlichtes wurde zu- 
nichst konstant gehalten. Die Verfarbungskurven beginnen mit groBer 
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Anfangssteigung und scheinen mit zunehmender Durchstrahlungsdauer 
einem oberen Grenzwert zuzustreben, der um so hoher liegt, je groBer 
der Hydridgehalt des Kristalles ist. Die bei volistandigem Abbau der 
U-Bande zu erwartende Héhe der F-Bande ist in einem Fall durch eine 
gestrichelte Gerade angedeutet. Die Umwandlung der letzten U-Zentren 
in F-Zentren erfolgt jedoch erst bei experimentell schwer erreichbaren 
Durchstrahlungsdauern. — Die unterste Kurve bezieht sich auf einen 
nicht sensibilisierten Kristall. Die Ausbeute an Farbzentren ist gegen- 
iiber den sensibilisierten Kristallen verschwindend klein; noch dazu wird 


Absorptionskonstante K im Maximum der Farbzentrenbande 
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Konzentration [F] der gebildeten Farbzentren 


Fig. 3. Energiebedarf zur Stabilisierung eines Farbzentrums in Abhangigkeit von der 
Farbzentrenkonzentration fiir drei Kristalle mit verschiedenem Hydridgehalt. 


der Kristall jeweils beim Ausmessen der Bande F durch das MeBlicht 
merklich ausgebleicht (Stufen in der Verfarbungskurve). 

Auf der oberen Abszissenteilung der Fig.2:ist die raumliche Dichte 
der gesamten, nach einer bestimmten Durchstrahlungsdauer im Kristall 
absorbierten Energie W angegeben. In dieser Darstellung besagen die 
Verfarbungskurven, daB in einem gegebenen Kristallvolumen zu Beginn 
der Durchstrahlung fiir einen bestimmten Betrag der absorbierten 
Energie sehr viele Farbzentren gebildet werden, wahrend die Absorption 
eines gleichen Energiebetrages nach langerer Durchstrahlungszeit nur 
noch eine geringe Zahl weiterer Farbzentren entstehen laBt. Die 
Steigung der Verfarbungskurven gibt also das Verhiltnis der Zahl der 
neu gebildeten Farbzentren zu der zusatzlich absorbierten Energie, 
ad[F\/dW. In Fig.3 ist das Reziproke davon, der zur Stabilisierung 
eines Farbzentrums erforderliche Energiebetrag E =dW/d[F], in Ab- 
hangigkeit von der im Kristall bereits vorhandenen Farbzentren- 
konzentration [F] aufgetragen. Es sind drei Mefreihen dargestellt. 
Man entnimmt dieser Figur folgende Tatsachen: 


1. Bei logarithmischer Unterteilung der Ordinate liegen die den Ver- 
farbungskurven entnommenen reziproken Steigungen fiir jeden Kristall 
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auf einer Geraden. Damit ergibt sich die Méglichkeit der Extrapolation 
auf den Beginn der Reaktion. Die verschiedenen Geraden unterscheiden 
sich durch die anfanglich vorhandene Hydridkonzentration [U,| des 
betreffenden Kristalles. 

2. Alle Geraden schneiden sich in einem Punkt auf der Ordinate 


bei Ej =35 eV. Dieser Schnittpunkt bedeutet: Zu Beginn der Durch- 
strahlung wird im Mittel fiir je 35 eV absorbierte Energie ein Farb- 
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Konzentration der Farbzentren[F] 
Anfangliche Hydridkonzentration [Up] 


Fig. 4. Energiebedarf zur Stabilisierung eines Farbzentrums in Abhangigkeit von dem Verhaltnis Farbzen- 

trenkonzentration/anfangliche Hydridkonzentration. Bei den verschiedenen MeBreihen wurden die Bestrah- 

lungsstarke 6 um einen Faktor 10, die Hydridkonzentration U, um einen Faktor 12,5 variiert. Die Bedeu- 

tung der Zeichen fiir die verschiedenen MeBGreihen ist die gleiche, wie in Fig.6. Dartiber hinaus gilt fiir 
El [Us] = 13,5 = 40" cm-*;"5 =2.0-1054 Wem: 


zentrum gebildet. Dieser Energiebedarf Fy ist also unabhangig von der 
anfanglichen Hydridkonzentration [U)]. Man erkennt dieses auch schon 
in Fig. 2: Die beiden Verfarbungskurven der sensibilisierten Kristalle 
beginnen mit gleicher Anfangssteigung. 


3. Man kann alle Geraden miteinander zur Deckung bringen, indem _~ 
man auf der Abszisse nicht die Farbzentrenkonzentration [F'], sondern 
das Verhaltnis [F]/[U,] auftragt. Das ist in Fig.4 fiir vier MeBreihen 
geschehen, von denen eine bei einer um den Faktor 10 kleineren Be- 
strahlungsstarke aufgenommen ist. Auch diese MeBreihe liefert den 
gleichen anfanglichen Energiebedarf E,. Die zugehérigen Werte der Be- 
strahlungsstarke 6 und der Hydridkonzentration [U,| findet man in der 
rechten unteren Halfte der Fig. 6 angegeben. 

Diese Ergebnisse gelten nur dann, wenn die anfangliche Hydrid- 
konzentration [U,] gréBer als 10!7cm™ ist. Sinkt die Sensibilisator- 
konzentration unter diesen Wert, so wird die Anfangssteigung kleiner 


314 W. MARTIENSSEN und H. Pick: 


und kleiner und erreicht schlieBlich bei einem nicht sensibilisierten Kri- 
stall den in der untersten Kurve der Fig. 2 ersichtlichen Wert?. 

Fiir Hydridkonzentrationen oberhalb [U,]~ 10!7 cm~* lassen sich 
diese MeBergebnisse in folgender Weise quantitativ formulieren: Die 
zur Stabilisierung eines Farbzentrums erforderliche Energie EF laBt sich 
erstens als Funktion der F-Zentrenkonzentration angeben: 


dw oa: 
E SS ie E 54 [Up] 4 
a(F] 0 (1) 
| 
Be oe 
SS 0,75 cae 

ST ee | 
eS 
aS P 7 
eS ors 
: : pone 
as 050 = zal | ts 
s 8 x AKBr+KH 
Bs é Mit Réntgenlicht durchstrahlt 
StS wf : bei + 20°C 
5 & 025 é 

i 

i 

ae 

0 


a G6 12 1,8-10"'min.cm> 2.4 
Durchstrahlungsdaver t 
Anfangliche Hydridkonzentration [Uy] 
Fig. 5. Zusammenfassende Darstellung verschiedener Verfarbungskurven. Die Bedeutung der Zeichen 
fiir die verschiedenen MeBreihen ist die gleiche wie in Fig. 4. 


worin E,=35eV und die Zahl ¢<=4,6 ist. Da [U,]=[U]-+ [F] ist, 
kann die Gl. (4) auf die Form gebracht werden: 


FU) 
E=E,-e 1+ ivl | (2) 


Der Energiebedarf E pro Farbzentrum ist dann dargestellt als Funktion 
von dem jeweils im Kristall vorhandenen Konzentrationsverhaltnis der 
F-Zentren zu den U-Zentren. 

An Stelle der Abhangigkeit der GréBe E von [F'] kann man zweitens 
den Energiebedarf E auch darstellen in Abhangigkeit von der Dichte 
der gesamten im Kristall absorbierten Energie W: 


Ww 
E=Ey+ try (3) 


Diese Beziehung ist mathematisch mit Gl. (1) identisch. 


1 Diese Grenze von 10!7 cm? ist dadurch gegeben, da8 ein Kristall mit ee) = 
2-10! cm~* noch die Anfangssteigung des sensibilisierten Kristalles zeigt, ein 
Kristall mit [U)]=0,5 + 10!7 cm~* dagegen nur noch eine halb so groBe Anfangs- 
steigung. 
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Aus Gl. (1) oder (2) ergibt sich fiir die Verfarbungskurven (Fig. 2) 
der Zusammenhang 
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Konzentration der Farbzentren 
Konzentration der U-Zentren 
Fig."6. Energiebedarf zur Stabilisierung eines Farbzentrums in Abhangigkeit von dem jeweils im Kristall 
r vorhandenen Konzentrationsverhaltnis der F-Zentren zu den U-Zentren. 


worin 5 die Bestrahlungsstaérke des Réntgenlichtes und y-b = Absor- 
bierte Strahlungsleistung/Kristallvolumen bedeuten. (Es ist ybt=W). 
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Fig. 7. Wie Fig. 6, jedoch mit logarithmischer Teilung der Koordinaten. 


Die beiden oberen Kurven der Fig.2 sowie die der zusammenfassenden 
Fig.5 sind nach dieser Funktion gezeichnet worden. 


Die Beziehungen (1) bis (3) geben eine gute Darstellung der Messungen im 
ganzen MeBbereich. Fiir Abszissenwerte [F]/[U] >0,5 lassen sich die Me8punkte 
durch eine einfachere Beziehung annahern (Fig. 6): 


E = p —— — const, (5) a 
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wobei B= 327 eV und const=35eV bedeuten. Erst unterhalb [F]/[U]=0,5 
erhalt man eine nennenswerte Abweichung der MeSpunkte von der linearen Be- 
ziehung (5)!. Um diesen unteren Bereich deutlicher herauszuheben, wird in Fig. 7 
die gleiche Abhangigkeit mit logarithmisch geteilten Koordinaten wiederholt. 


§ 3. Diskussion der MeBergebnisse. 

Die Absorption des Réntgenlichtes fihrt zur Bildung einer gleichen 
Anzahl freier Elektronen und Defektelektronen. Bei mit KH sen- 
sibilisierten Kristallen werden zu Beginn der Durchstrahlung sdmtliche 
freigewordenen Defektelektronen an den Hydridionen gebunden. Eine 
gleiche Anzahl freier Elektronen wird als Farbzentren festgelegt. Wiur- 
den nicht alle Defektelektronen von den Hydridionen erfaBt, so ware 
nicht zu verstehen, daB der anfangliche Energiebedarf Ey unabhangig 
von der Hydridkonzentration und der Bestrahlungsstarke des Rontgen- 
lichtes ist. Eine direkte Rekombination zwischen freiem Elektron und 
freiem Defektelektron findet also offenbar nicht statt. Der anfangliche 
Energiebedarf Ey ist so zu verstehen, daB zur Erzeugung eines freien 
Paares Elektron—Defektelektron im Mittel je 35 eV verbraucht werden?. 
Das ist etwa das Fiinffache der Energie, die man aus der Lage der ersten 
ultravioletten Eigenabsorption (Abstand Valenzband—Leitungsband) 
erwarten kénnte. Wir vermuten, daB ein groBer Teil der Rontgen- 
energie verloren geht bei der Aufteilung des groBen Energiebetrags der 
absorbierten Réntgenquanten in die kleinen Energieportionen der vielen 
sekundaren Elektronen. 

Nach dem Beginn der Durchstrahlung wird der weitere Verlauf der 
Reaktion eindeutig durch das Konzentrationsverhaltnis der F-Zentren 
zu den U-Zentren bestimmt. Jetzt reagieren die Defektelektronen nicht 
mehr ausschlieBlich mit U-Zentren, sondern auch mit F-Zentren. Jeder 
Einfang eines Defektelektrons durch ein F-Zentrum bedeutet den Ver- 
lust des F-Zentrums. Dem ProzeB der F-Zentrenbildung tritt dann eine 
Verlustreaktion entgegen. Je héher die Farbzentrenkonzentration, um 
so haufiger werden die Verlustprozesse sein. Daher wachst die mittlere 
zur Stabilisierung eines Farbzentrums verbrauchte Energie mit wach- 
sender Farbzentrenkonzentration an. Der Energieverbrauch fiir den 
EinzelprozeB der Paarbildung bleibt zwar der gleiche, mit wachsender 
Farbzentrenkonzentration entfallt aber auf jeden erfolgreichen ProzeB 
ein zunehmender Bruchteil von Verlustprozessen. Der Anteil der Verlust- 


1 Die Ubereinstimmung der Funktion (2) und (5) wird dadurch hervorgerufen, 
da8 Funktion (2) bei [F]/[U]=1,3 einen Wendepunkt besitzt, an dem fiir beide 
Funktionen die Funktionswerte und ihre ersten Ableitungen miteinander iiber- 
einstimmen. Dadurch decken sich beide Funktionen in einem groBeren Bereich. 
Bei [f]/[U] =3 erhalt man z.B. nach (2) E= 1058 eV und nach (5) E= 1084 eV. 

® Bei Réntgendurchstrahlung von Zimmerluft ist der mittlere Energiebedarf 
fiir die Bildung eines Ionenpaares nach den bisher besten Messungen etwa 35 eV. 
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prozesse wird gegeben sein durch das Verhaltnis der Wahrscheinlich- 
keiten, daB ein freies Defektelektron mit einem F-Zentrum oder mit 
einem U-Zentrum reagiert, also durch das Konzentrationsverhaltnis 
(F\/(U], im Einklang mit der Gl. (5). Diese einfache Beziehung gilt nur 
so lange, als [F]/[U] >0,5 ist. Vor Erreichen dieses Konzentrations- 
verhaltnisses gilt ausschlieBlich die kompliziertere Gl. (2), die auch den 
anfanglichen Energiebedarf Ey miterfaBt. Eine genauere Interpritation 
dieser Gleichung erscheint nett verfriiht. 

Diese Betrachtungen gelten fiir anfangliche Sensibilisatorkonzen- 
trationen [U)] >10!7cm™*. Wenn dagegen die anfingliche Hydrid- 
konzentration unter 10!?7 cm~ sinkt, treten andere St6rstellen im Gitter 
mit den Hydridionen in Konkurrenz. Dann werden nicht mehr alle 
Defektelektronen an den U-Zentren gebunden, sondern es treten andere, 
schwachere Defektelektronenbindungen auf (V-Zentren), die leicht zu 
einer Rekombination mit den Elektronen neigen. Diese Verluste be- 
dingen eine Verringerung der Anfangssteigung der Verfarbungskurven. 
Die Grenze [U,|= 10!7 cm~3 besagt, daB die ,,Reichweite‘‘ der Defekt- 
elektronen im KBr sicher gréBer als 50 Gitterkonstanten ist. 


Zusammenfassung. 

Am Beispiel KBr+ KH wird die Wirkung eines Sensibilisators auf 
den qualitativen und quantitativen Verlauf einer photochemischen 
Reaktion behandelt. Die wichtigsten Ergebnisse sind: 

Der Sensibilisator sorgt fiir den Einfang des Defektelektrons, das 
zusammen mit einem Elektron bei der optischen Grundgitterabsorption 
beweglich gemacht wird. Die als Farbzentren gebundenen Elektronen 
sind dann sehr stabile Reaktionsprodukte. Der quantitative Zusammen- 
hang zwischen Farbzentrenkonzentration, Bestrahlungsstarke, Be- 
strahlungsdauer und Sensibilisatorkonzentration wird ermittelt. Er laBt 
sich am einfachsten formulieren fiir den Energiebedarf zur Stabilisierung 
eines Farbzentrums. Dieser Energiebedarf ist am Beginn der Reaktion 
in allen Fallen E,=35 eV. 

Diese Untersuchungen wurden mit Hilfsmitteln ausgefiihrt, die wir 
der Deutschen Forschungsgemeinschaft verdanken. 
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Optische und elektrische Eigenschaften 
von ZnO-Einkristallen mit Zn-Uberschuf. 


Von 
E. SCHAROWSKY *. 


Mit 8 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. Februar 1953.) 


Nadelférmige ZnO-Kristalle, die durch Kondensation von ZnO-Dampf bei hohen 
Temperaturen entstehen, werden in Zn-Dampf bis zu Temperaturen von 1220° C 
erhitzt. An den so vorbehandelten gelbgefarbten Kristallen werden Absorptions- 
und Leitfahigkeitsmessungen bei Zimmertemperatur durchgefiihrt und ihre Zu- 
sammenhiange mit der Verfarbungstemperatur untersucht. Orientierende Messungen 
der Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit fiir verschiedene Verfarbungsgrade 
werden im Temperaturbereich von 20 bis 250°C durchgefiihrt. Die quantitative 
Auswertung der Absorptions- und Leitfahigkeitsuntersuchungen ergibt, da die 
Zusatzabsorption durch einfach ionisierte Stérstellen (Zn*-Ionen) verursacht wird. 
Bei hohem Zn-Gehalt sind alle Stdrstellen dissoziiert. 


$1. Ernleitung. 


ZnO ist in den letzten Jahren von verschiedener Seite systematisch 
als Halbleiter untersucht worden!. Es nimmt auf Grund seiner che- 
mischen, optischen und elektrischen Eigenschaften offensichtlich eine 
Stellung zwischen den ausfiihrlich untersuchten Alkalihalogeniden und 
den auch technisch wichtigen halbleitenden Elementen der 4. Gruppe 
des periodischen Systems ein. 

Da es bisher wohl nur FritscH? gelang, reine ZnO-Einkristalle in 
einer Gré8e zu ziichten, die fiir Leitfahigkeitsuntersuchungen aus- 
reichten, sind die bisherigen Messungen fast ausschlieBlich an Sinter- 

‘proben und diinnen Schichten durchgefiihrt worden. Da ein Einflu8 
der polykristallinen Struktur dieser Proben auf die Leitfahigkeits- 
messungen zu erwarten ist, schien es wiinschenswert, Messungen an 
Einkristallen auszufithren. Deshalb wurde nach Vorschlagen von Prof. 
Mottwo durch G. TiscHER® am hiesigen Institut ein Verfahren zur 
Herstellung von ZnO-Einkristallen mit Erfolg ausprobiert. Dieses 
wurde in der vorliegenden Arbeit weiter entwickelt. An den erhaltenen 
Kristallen lassen sich auch Absorptionsmessungen durchfiihren, obwohl 
ihre geringe GréBe das Experimentieren sehr erschwert. Fir Unter- 


* Erlanger Dissertation. 

1 Literaturzusammenstellung z. B. bei HEILAND, G.: Z. Physik 132, 354 (4 O52)oa8 
* Fritscu, O.: Ann. Phys. 22, 375 (4935). ° 

8 TIScHER, G.: Erlanger Diplomarbeit 1951, unveréffentlicht. 
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suchungen des HaLi-Effekts wird jedoch eine VergréBerung der Kristall- 
abmessungen notwendig sein. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war es, die ZnO-Einkristalle mit 
verschieden groBem Zn-UberschuB zu versehen und dessen EinfluB auf 
Lichtabsorption und elektrische Leitfahigkeit experimentell zu be- 
stimmen. 


§ 2. Herstellung von ZnO-Einkristallen. 


Die ZnO-Einkristalle wurden nach dem von G. TiscHER benutzten 
Verfahren durch Reaktion von Zn-Dampf mit Luftsauerstoff bei er- 
héhten Temperaturen und anschlieBender Kondensation aus der Gas- 
phase hergestellt. Fig. 1 zeigt einen elektrisch geheizten Ofen I, in dessen 


e 70cm 2 
* Fig. 1. Versuchsanordnung zur Herstellung von ZnO-Einkristallen durch Oxydation von Zn-Dampf. 


Porzellaneinlegerohr Zink (Merck p.a.) verdampft wurde. Die Tem- 
peratur hielt ein elektrischer Regler konstant. Das Rohr wurde von 
sauerstofffreiem Stickstoff durchstrémt, der das Zn in den Reaktions- 
ofen II beférderte. Um eine oberflachliche Oxydation der Zn-Schmelze 
zu vermeiden, waren dem Stickstoff einige Prozent Wasserstoff bei- 
gemischt. Ofen HI enthielt ein Gewinderohr aus K-Masse der Staat- 
lichen Porzellanmanufaktur mit Heizwicklung aus Megapyrdraht. Zur 
Warmeisolation dienten Schamottekérner. Es lieBen sich Tempe- 
raturen von maximal 1200°C erreichen. Die Stirnseiten wurden mit 
Asbestpappe abgeschlossen. Auf das Ende des in den Hochtempe- 
taturofen hineinragenden Rohres wurde ein Porzellantrichter auf- 
gesetzt, an dessen Rand im allgemeinen die Kristallbildung begann. 
Da die Wachstumsgeschwindigkeit der Kristalle mit steigender Tem- 
peratur zunahm, war eine méglichst hohe Temperatur im Ofen II 
vorteilhaft. 1150°C waren iiber langere Zeit noch zulassig. Die ein- 
strémende Stickstoffmenge muBte so eingestellt werden, da einerseits 
Diffusion von Sauerstoff in den Ofen I vermieden wurde; anderseits 
durfte es nicht zu einer Blaswirkung kommen, die das gleichmaBige 
Kristallwachstum verhinderte. Auch ein zu hoher Zusatz von Wasser- — 
stoff unterdriickte die Kristallbildung. Dem Zink-Dampfdruck war da- _ 
durch eine Héchstgrenze gesetzt, daB sich bei zu hoher Ubersattigung 
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des ZnO-Dampfes im gesamten Ofenraum mikrokristallines ZnO-Pulver 
als Nebel bildete. Alle Bedingungen, die zu méglichst groBen Kristallen 
fiihrten, wurden empirisch ermittelt (s. Fig. 1 und 2), sie muBten jedoch 
sehr konstant gehalten werden, da schon geringe Anderungen das Wachs- 
tum unterbrachen. Um dies auch fiir die relativ kleinen verwendeten 
Gasstrémungsgeschwindigkeiten zu gewahrleisten, wurden die Gase den 
Stahlflaschen durch Nadelventile entnommen und durch Strémungs- 
messer, wie sie die Fig. 2 zeigt, geleitet: Durch eine auswechselbare Glas- 
kapillare in der AusstroOmungséffnung eines teilweise mit Ol gefiillten 
T-Rohres wird in dessen Innerem ein Uberdruck erzeugt. Dieser kann 
durch die Steighdhe des Ols in 
einem nach oben herausgefiihr- 
ten Glasrohr bequem gemessen 
und durch das Nadelventil re- 
guliert werden. 
Stromungsgeschwindigheit: Die erhaltenen Kristalle 
aie N5 1700cm¥min waren meist nadelférmig mit oft 
Ole ry Hp 60 sehr regelmaBigem sechsecki- 
Wy gem Querschnitt. Ihre Lange 
Fig, 2. Gasstromungsmesser fiir kleine Geschwindig- konnte bis zu 4cm betragen. 
keiten. AK Auswechselbare Glaskapillare; F Ke 
G Gummistopfen. Ihre Dicke dagegen kam tiber 
einige Zehntelmillimeter nicht 
hinaus. Auch langgestreckte blattchenférmige Exemplare traten auf, 
die meist fiir die optischen Messungen Verwendung fanden. Alle Kri- 
stalle waren klar durchsichtig und zeigten eine glatte Oberflache. Bei 
groBerem Wasserstoffzusatz wahrend der Kristallbildung trat oft eine 
leichte Gelbfarbung (s. §3) auf, im allgemeinen waren die Kristalle 
jedoch vollkommen farblos. 


§ 3. Herstellung eines Zn-Uberschusses in ZnO-Einkristallen. 


MoLLWo und STOCKMANN! beschrieben ein Verfahren zur Her- 
stellung von zusammengesinterten, gelben, durchscheinenden ZnO- 
Schichten, an denen unter anderem Absorptionsmessungen durchgefiihrt 
wurden. Sie vermuteten, daB fiir die Gelbfarbung ein Zn-Uberschu8 
verantwortlich zu machen ist?. Fiir eine quantitative Bestimmung des 
Zusammenhanges zwischen Gelbfarbung und Zn-UberschuB erschien nun 
der Versuch einer Verfarbung der ZnO-Kristalle durch Erhitzen im Zn- 
Dampf zweckmaBig. Diese Methode der Erzeugung eines Metalliiber- 


1 Mottwo, E., u. F. Stéckmann: Ann. Physik 6, 226 (1948). 

Be E. E. Haun [J- Appl. Phys. 22, 855 (1951)] und D. WarscHAUER (Diss. 
Univ. of Pennsylvania, Januar 1952) stellten bei einer Oberflachenbearbeitung von 
ZnO-Sinterproben ebenfalls eine Gelbfarbung fest, deren Zusammenhang mit einem 
Zn-UberschuB nicht naher diskutiert wurde. ; 
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schusses wird besonders bei Alkalihalogenidkristallen seit langem. ver- 
wendet und ist vor allem von MoLttwo! und ROGENER? eingehend unter- 
sucht worden. 

Ein etwa 7 cm langes und 0,8 cm weites Quarzrohr enthielt neben 
den zu verfarbenden Kristallen etwas im Vakuum hineindestilliertes Zn. 
Diese Ampulle wurde an einem beim Abschmelzen gebildetem Hickchen 
mit einem diinnen Chromnickeldraht in einen elektrischen Ofen gehangt. 
Der Ofen stand senkrecht und war ahnlich dem Ofen II der Fig.1 gebaut. 
Seine Temperatur wurde mit einem Pt—Pt/Rh-Thermoelement an der 
Stelle des Quarzréhrchens gemessen. Ober- 
halb 800°C wurden die Kristalle stets 1 Std 
lang behandelt, bei niedrigeren Tempera- 
turen betrug die Versuchszeit bis zu 10 Std. 
Um bei langsamer Abkiihlung der Proben 
eine Kondensation des Zn-Dampfes auf 
den Kristallen zu vermeiden, wurde das 
Quarzrohrchen zuniachst nur bis zum unte- 
ren Rand der Ofenabdeckung hochgezogen. 
Dadurch schlug sich der iiberschiissige Zn- 
Dampf vollstandig an der zuerst abkiihlen- 
den Spitze der Antpulle.nieder. Es zeigte  Speitene Za0 Wristalinadeln mit ver 
sich, daB besonders bei héheren Tempera- ee a ees 
turen die ZnO-Kristalle bei der Verfarbung eaile cts anderen 
im Vakuum oberflachlich rauh wurden 
oder sogar vollstandig verdampften. Stickstoff als Schutzgas (1 Atm 
bei 20° C) setzte die Verdampfungsgeschwindigkeit so weit herab, da 
die Absorptionsmessungen nicht durch Oberflachenrauhigkeiten gestért 
wurden. 


§ 4. Messung der Lichtabsorption. 


Die oberhalb 800° C im Zn-Dampf behandelten Kristalle zeigten bei 
Zimmertemperatur eine mit wachsender Verfarbungstemperatur zu- 
nehmende Gelbfarbung ohne Triibung, die im gesamten Kristallquer- 
schnitt homogen verteilt war und durch Erhitzen an Luft wieder voll- 
standig beseitigt werden konnte. Fig.3 zeigt eime Aufnahme der Quer- 
schnittflachen von drei verschieden verfarbten Kristallnadeln. Die 
Messung der Absorption der verfarbten Kristalle wurde mit doppelt 
spektral zerlegtem Licht (Wolframlampe) und Sekundarelektronen- 
Vervielfacher (Fabrikat Dr. Maurer) durchgefiihrt. Um eine méglichst 
groBe Lichtintensitat zu erreichen und Farbfehler bei einer Spalt- 
abbildung auf dem Kristall zu vermeiden, war dieser direkt auf einem _ 


1 Mottwo, E.: Z. Physik 85, 56 (1933). 
2 ROGENER, H.: Ann. Phys. 29, 386 (1937). 
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0,05 mm breiten und 4 mm langen Austrittsspalt des Doppelmonochro- 
mators (Fabrikat Leiss, altere Bauart) befestigt. Zur Messung der 
Durchlissigkeit wurde wahlweise der Spalt mit dem Kristall oder ein 


leerer, gleich groBer Spalt an 


329 375 25 225 20 eV 


102 dieselbe Stelle des Strahlen- 
ue Vertarbungstemp.__ gangs geschoben. Um Ober- 
pb Sar flachenstreulicht oder durch 
3 © 1055°C einen nicht ganz planparallelen 
D 110 C Kristall gebrochene Lichtstrah- 

F 1220°C 


% 


Absorptionskonstante K 


len zu erfassen, bildete ein kor- 


rigiertes Objektiv mit groBem 
Offnungsverhaltnis den Spalt 


400 


450 


500 


Wellenlange 


Fig. 4. Absorptionsspektrum von ZnO 
mit Zn-UberschuB. 


550 600 650™mp 


auf die Photokathode des Sekun- 

darelektronen-Vervielfachers 
ab. Die an die Lichtquelle an- 
gelegte Spannung war magne- 
tisch stabilisiert. 


Einige Beispiele der gemessenen Absorptionsspektren zeigt Fig. 4. 


Kurve A gibt den Verlauf der Absorptionskonstanten fiir unverfarbte 
ZnO-Kristalle. Dabei ist durch Vergleichsmessung zweier verschieden 
dicker Kristalle die Reflexion bereits ausgeschaltet worden. Die Lage 


Ver far bungstemperatur 


der Kurve A steht in 
Ubereinstimmung mit der 


2 900 10001050 17100 1750 , 1200 = : ; 
erat -]} von Morrwo? an diinnen 
re i | ae ZnO-Schichten gemessenen 
8 Eigenabsorptionskante bei 
& ¢ A=385 mu, Kurven B, C, 
§ | | Dund E sind an Kristallen 
a mit verschiedenem Verfar- 
cS bungsgrad gemessen. Zur 
A ; 5 2 Z samt6% Bestimmung der Absorp- 
Konzentration der Zn-Atome im Dampf tionskonstanten fiir eine be- 
esc cates, be berplcienceata woe de stimmte Wollenlingewante 


Wellenlingen. der Wert der Absorptions- 
i konstanten in dem prak- 
tisch horizontalen Ausldufer im Gebiet gréBerer Wellenliangen von 
jedem gemessenen Wert abgezogen (in Fig.4 bereits geschehen). Diese 
Korrektur beruht auf der Annahme einer wellenlangenunabhangigen 
Zusatzextinktion z.B. infolge einer Streuung an den doch etwas 
rauhen Oberflachen verfdrbter Kristalle. Ob zusatzlich im langwelli- 
gen Spektralgebiet eine echte Absorption, beispielsweise durch freie 
Elektronen, auftritt, konnte nicht entschieden werden. In Fig.5 sind 


* Mottwo, E.: Reichber. Phys. 1, 1 (1944). 
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die korrigierten Absorptionskonstanten fiir drei verschiedene Wellen- 
langen als Funktion der Dampfdichte des zur Verfirbung benutzten 
Zn-Dampfes aufgetragen. Fiir die Dampfdichte ist als Einheit die Kon- 
zentration der Zn-Atome im Dampf gewahlt. Die MeBpunkte liegen in 
allen Fallen mit guter Naherung auf Geraden. Da die Absorptions- 
konstanten direkt als MaB fiir die Konzentration der absorbierenden 
Zentren im Kristall angesehen werden kénnen, ist das Verhiltnis 


) 


B __ Konzentration der absorbierenden Zentren 


Konzentration der Zn-Atome im Dampf 


im gemessenen Temperaturbereich konstant. 

Die Form der von MoLtwo und ST6cKMANN! gemessenen Absorp- 
tionskurve einer gelb gefarbten ZnO-Sinterschicht stimmt weitgehend 
mit den in Fig. 4 wiedergegebenen Kurven iiberein. 


$5. Messung der elektrischen Leitfahigkeit. 

Die spezifische Leitfahigkeit von ZnO und ihre Temperaturabhangig- 
keit ist schon oft an Sinterproben, gepreBtem Pulver, diinnen Schichten 
und auch Einkristallen gemessen worden?. Dabei lassen sich experimen- 
tell zwei Temperaturgebiete unterscheiden: Bis etwa 500° C hangt die 
Leitfahigkeit o von der: Vorgeschichte der Probe ab und steigt exponen- 
tiell mit der Temperatur, und zwar um so starker, je geringer o bei einer 
beliebigen, aber festen Temperatur ist. Fiir héhere Temperaturen ist 
der Anstieg von log o mit dem Kehrwert der absoluten Temperatur eben- 
falls linear, jedoch steiler. AuBerdem zeigen sich hier anscheinend bei 
verschiedenen Proben kaum Unterschiede in den Absolutwerten. 

In der vorliegenden Arbeit wurden nur Einkristalle zu Leitfahigkeits- 
messungen verwendet. Dabei interessierte vor allem der Einflu8 der 
_ in § 3 beschriebenen Behandlung im Zn-Dampf. Saubere Leitfahigkeits- 
messungen an Einkristallen werden gewohnlich mit Spannungssonden 
durchgefiihrt. Diese Methode konnte, wie anfanglich versucht, nicht an- 
gewendet werden. Die Festigkeit der Nadelkristalle war so gering, daB 
mit einer aufgedriickten Platindrahtsonde kein zuverlassiger Kontakt 
erzielt werden konnte. So war die Wahl der Elektroden von entscheiden- 
dem EinfluB: Kolloidale Graphitlésung (Hydrokollag der Firma Degussa) 
fiihrte zu starken Gleichrichtereffekten. Eingebrannte Glanzplatinlésung 
erzeugte zwar einen guten elektrischen Kontakt, gab den Kristallen aber 
schon bei kleinsten Erschiitterungen nicht geniigenden Halt. Fliissige _ 
Hg-Elektroden oder Woopsches Metall* benetzten den Kristall nicht 


1 Motiwo, E., u. F. ST6cKMANN: l.c. ; 
2 Zusammenfassung bei ST6CKMANN, F.: Z. Physik 127, 563 (1950). Ferner 


Weiss, H.: Z. Physik 132, 335 (1952); TiscHErR, G.: l.c. 
3 O. Fritscu (l.c.), benutzte Woopsches Metall fiir Einkristallmessungen. 
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ausreichend und lieferten keine reproduzierbaren Ergebnisse. So wurden 
schlieBlich die Kristallenden in fliissige Galliumtropfen getaucht, die in 
zwei Wolframblechrinnen lagen, an die die Stromzufiihrungen ange- 
schweiBt waren. Fliissiges Ga (Schmelzpunkt 29° C) 1aBt sich bequem auf 
Zimmertemperatur unterkiihlen und benetzt gut. 

Fiir die Messungen wurden médglichst gleichmaBig gewachsene 
Kristallnadeln herausgesucht. Ihre Lange und Breite konnte bis auf 
etwa 10% genau unter dem Mikroskop bestimmt werden. Batterie, 
Kristall und Strommesser (Ruhstrat- 
Spiegelgalvanometer ESG, Empf. 
2:10°-§ Amp/Skt.) waren in Reihe 
geschaltet. Fig.6 gibt zwei Beispiele 


Leittihigkeit 
4 Q lem 


Vertarbungstemperatur 
600 700 800 9300 1000 _1200°C 


BR 70% 
Ss 
& © 10 
= 
19°6 a £ 
Leittahigkeit 0,16 2 ‘om! =) 
aS) 
BS 
70° S 
N 
% 
a 
7 -2 -7 2 707 17 78 19 3 20 
70 10 7 70 Volt 70 10 10 70” cm 70 
Spannung Konzentration der Zn-Atome im Dampf 
Fig. 6, Onumsches Gesetz fiir zwei ZnO-Kristalle Fig. 7. Zusammenhang zwischen spezifischer Leitfahig- 
mit verschiedener Leitfaihigkeit bei Zimmertem- keit und Zn-Dampfdichte (bzw. Verfarbungstempe- 
peratuy. [Spannungen unter 1 V wurde mit einem ratur) an verfarbten ZnO-Kristallen bei 
Elektrometerverstarker FH 408 Zimmertemperatur. 


(Frieseke & Hépfner) gemessen. ] 


fir die Stromspannungsabhangigkeit iiber mehrere GréBenordnungen 
von Kristallen mit verschiedener Leitfahigkeit. Der gemessene Zu- 
sammenhang ist unabhangig von der Stromrichtung. Die bei Leitfahig- 
keitsmessungen angelegten Spannungen wurden stets so niedrig gewahlt, 
daB keine Abweichungen von der OuMschen Geraden auftraten. Diese 
beruhten auf reversiblen Temperatureffekten (§ 6). 

Die Leitfahigkeiten unverfarbter Kristalle lagen zwischen 2 und 
7°10 04cm. Im Vergleich dazu zeigen gut durchoxydierte, diinne 
ZnO-Schichten im Dunkeln unmeBbar kleine Leitfahigkeiten!. 

Eine Temperung dieser Kristalle wahrend 20 Std bei 1000° C und 30 Atm Sauer- 
stoffdruck? fiihrte bei anschlieBender, langsamer Abkiihlung nur zu geringfigigen 
Leitfahigkeitserniedrigungen, die maximal eine GréSenordnung betrugen. FritscH3 
gelang eine Herabsetzung der Leitfahigkeit von ZnO-Nadelkristallen um mehrere 

1 Mottwo, E.: Ann. Physik 6, 230 (1948). 


* Versuchsapparatur nach Hirscu, R.: Ann. Phys. 29, 407 (1937). 
3 FritscuH, O.: l.c. ; 
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Ode 


Gr6éBenordnungen nur durch Temperung in O, bei hohen Temperaturen und an- 
schlheBendes schnelles Abschrecken. 

Bei gelb gefarbten Kristallen war durch bloBes Erhitzen an Luft nicht nur, wie 
beschrieben, eine Entfarbung, sondern auch eine betriachtliche Herabsetzung der 
Leitfahigkeit zu erreichen. 

Fig. 7 zeigt den gemessenen Zusammenhang zwischen spezifischer 
Leitfahigkeit und Verfarbungstemperatur bzw. der zugehorigen Zn- 
Dampfdichte. Trotz der starken Streuung der MeSpunkte ist ein deut- 
liches Ansteigen der Leitfahigkeit mit wachsendem Zn-Dampfdruck 
ersichtlich. Bei vorsichtiger Abschatzung diirfte der Fehler in Langen-, 
Querschnitts- und Widerstandsmessung 25% nicht iibersteigen. Da je- 
doch wesentlich gréBere Abweichungen auftreten, muB diesen eine 
Eigenschaft der Kristalle selbst zugrunde liegen. Nach vorlaufigen 
Ergebnissen kénnte die erhebliche Streuung durch mehr oder weniger 
schlecht leitende, diinne Oberflachenschichten verursacht werden. Bis 
zu Temperaturen von etwa 800°C waren die Kristalle nach der Zn- 
Dampfbehandlung praktisch farblos. Obwohl also eine deutliche Ver- 
groBerung der Leitfahigkeit auftrat, konnte eine Verdnderung der 
Absorption noch nicht gemessen werden. (In diesem Temperaturbereich 
darf der Ausdruck ,,Verfarbungstemperatur“ also nicht wortlich auf- 
gefaBt werden.) Bei 600°C stellte sich der Endwert der Leitfahigkeits- 
erhéhung erst nach zehnstiindiger Behandlung ein. 

Bei einer schnellen Abkiihlung der Quarzampullen nach der Verfarbung lagen 
die Leitfahigkeiten stets etwas héher als bei langsamer Abkiihlung. Befanden sich 


die Kristalle nicht in Stickstoff, sondern im Vakuum, so traten noch starkere 
Streuungen als in der Darstellung der Fig. 7 (vorwiegend zu kleineren Werten) auf. 


§ 6. Temperaturabhingigkett der Letitfahigkeit. 


In den bisherigen experimentellen Arbeiten tiber das elektrische Ver- 
halten von ZnO wurden fast nur Proben verwendet, deren Leitfahigkeit 
unter 1Q-+cm= lag. Da durch die beschriebene Behandlung im Zn- 
Dampf bequem Leitfahigkeiten von 10Q4cm™ und dariiber erreicht 
werden konnten, lag es nahe, mit diesen verfaérbten Kristallen auch einige 
orientierende Messungen iiber die Temperaturabhangigkeit der elek- 
trischen Leitfahigkeit auszufiihren. Dabei befand sich der Kristall in 
einem elektrisch geheizten Ofen, dessen Temperatur ein Thermoelement 
anzeigte. Die MeBanordnung war die gleiche wie bei Zimmertemperatur. 
Der Temperaturbereich beschrankte sich auf das Gebiet von 20° C bis 
etwa 250° C, da das Ga oberhalb dieser Temperatur mit verschiedenen _ 
verwendeten Metallunterlagen (Mo, Cu, Messing) eine fliissige Legierung 
bildet. Die Erwarmungs- und Abkiihlungsgeschwindigkeiten betrugen 
etwa 5° pro min. 

Fig. 8 zeigt einige Beispiele fiir verschiedene Leitfahigkeiten, igs 


unterschiedliche Verfarbungsgrade. Im Bereich niedriger Leitfahigkeiten 


- 
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haben die MeBkurven den bekannten Verlauf: Der Logarithmus der 
Leitfihigkeit nimmt praktisch proportional mit dem Kehrwert der 
absoluten Temperatur zu. Die Steigungen der Geraden fiir die Kristalle 4 
und 2 sinken mit zunehmender Leitfahigkeit bei fester Temperatur. 
Dieser bekannte als Meyersche Regel bezeichnete Zusammenhang ist 
am ZnO schon verschiedentlich mit befriedigender Ubereinstimmung 
gemessen worden!. Mit diesen Messungen stimmen auch die Steigungen 
der Geraden 1 und 2 befriedigend iberein. 
Fiir hohere Leitfahigkeiten (Kristalle Nr. 4 
bis 7) adndert jedoch die Temperaturab- 
hangigkeit ihr Vorzeichen. Diese Geraden 
laufen auBerdem praktisch parallel, obwohl 
die Leitfahigkeiten bei fester Temperatur um 
iiber eine GroBenordnung variieren. Im Zwi- 
schengebiet bei ungefahr o=0,4Q 74cm? 
bleibt die Leitfahigkeit im gemessenen Tem- 
peraturbereich praktisch konstant. Beim 
Eintauchen der Kristalle in fliissige Luft 
sank die Leitfahigkeit der Proben 2 und 1 
auf 5-10°701cm™ bzw. unmeBbar kleine 
Werte. Die Leitfahigkeiten der Kristalle 4 
: |, bis 7 durchliefen beim Abkiihlen Maxima, 

GST RG SRE ABORT recy: ‘ N 
Kehrwert der absol. Temp. “ie, mit wachsendem Verfarbungsgrad ab- 
Fig. 8. Spezifische Leitfahigkeitin Ab- Nehmend, um 60 bis 25% héher lagen als 
hangigkeit von der Temperatur. Mes- die Werte bei 20°C. Bei —1 83° C waren 
are ee Rm ie die Leitfahigkeiten wieder auf durch- 
Bagebal, schnittlich 50% des Wertes bei Zimmer- 
temperatur abgesunken. Im Zwischengebiet 
(Probe 3) lag das Maximum nur um 5% héher. Bei — 183° C besaB die 
Leitfahigkeit jedoch auch etwa die Halfte des Zimmertemperaturwertes. 


20_50 100 200°C 


spez. Leittahigkelt O 


$7. Diskussion. 


Nach allgemeiner Auffassung wird die Leitfahigkeit im ZnO durch 
stochiometrisch tiberschiissiges Zn erzeugt, das in verschiedener Weise 
im Kristall untergebracht sein kann. Von diesem Zn werden durch 
thermische Anregung Elektronen abgespalten, die eine Elektrizitats- 
leitung erméglichen (Zn—Zn*-+e~). Bei Temperaturen unter etwa 
500° C werden die Elektronen vorwiegend von dem eingebauten Zn- 
UberschuB geliefert, dessen GréBe und Zustand von der Vorgeschichte ab- 
hangt. Im Gebiet tiber 500°C iiberwiegt dagegen ein ProzeB der méglicher- 
weise mit der Dissoziation des gesamten ZnO-Gitters zusammenhangt. 


1 Meyer, W., u. H. NELDEL: Z. techn. Phys. 18, 588 (1937). — Frrrscu, O.: 
1. c. —>ST6cKMANN, F.: 1. c. — Wess, H.: 1.c. = TISCHER, G.: l.c. 
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Die Temperaturabhangigkeit der Leitfihigkeit (Fig. 8) macht die 
Annahme notwendig, daB nur fiir Leitfahigkeiten bis etwa 0,4Q+4 cm 
bei Zimmertemperatur die Dissoziation des Zinkiiberschusses mit anwach- 
sender Temperatur zunimmt. Bei héheren Leitfahigkeiten, also gréBerem 
Zn-Gehalt, ist dagegen anzunehmen, daB das eingebaute Zn bereits bei 
Zimmertemperatur vollstandig in Ionenform vorliegt. Hier nimmt nim- 
lich die Leitfahigkeit im untersuchten Bereich mit wachsender Tem- 
peratur — offenbar infolge der temperaturabhangigen Elektronen- 
beweglichkeit — einheitlich ab. Als Absorptionszentren kommen dem- 
nach wohl nur Zn*-Ionen in Frage. (Zn**-Ionen sind nach den licht- 
elektrischen Untersuchungen von MoLtwo und ST6CKMANN als sehr 
unwahrscheinlich anzusehen.) Ein Vergleich der optisch bestimmten 
Absorptionszentrenzahl mit der Zahl der Leitfahigkeitselektronen soll 
diese Annahme iiber die Natur der Absorptionszentren rechtfertigen. 

Nach dem gewahlten Modell miiBte die Konzentration der Absorp- 
tionszentren gleich der Konzentration der Leitungselektronen sein. 

In Fig. 4 war das Absorptionsspektrum fiir vier verschiedene Ver- 
farbungsgrade dargestellt. Subtrahiert man von den Kurven B, C und D 
den Verlauf der Absorptionskonstanten K fiir den farblosen Kristall (A), 
so ergeben sich annahernd die gestrichelten Kurven, die man als Teil 
einer Absorptionsbande in Resonanzkurvenform ansehen kann. Das 
Maximum der Bande liegt bei etwa 3,2 eV, die Halbwertsbreite betragt 
ziemlich genau 1eV. Nun gilt nach der Dispersionstheorie fiir die 
Konzentration der Absorptionszentren c, einer solchen Bande 

é) = const - K5* A; (4) 
wobei K,,,, die Absorptionskonstante im Bandenmaximum in cm™ und 
H die Halbwertsbreite der Bande in eV bedeuten. Mit der Brechzahl 
des ZnO, n = 2, ergibt sich fiir die Konstante ein Wert von 7,3 -1071° cm 
(Wattsec) + unter folgenden Voraussetzungen: 1. Fiir die absorbierenden 
Teilchen betragt der Entelektrisierungsfaktor 4, 2. die Oszillatorenstarke 
hat den Wert 1. Das bedeutet, die an dieser Stelle des Spektrums wirk- 
samen Resonatoren besitzen keine weitere Absorptionsbande. 

_ Andererseits ist die spezifische Leitfahigkeit 
A ee Lee (2) 
c, = Elektronenkonzentration, e = Elementarladung, v = Elektronen- 
beweglichkeit. In Tabelle 1 sind c, und c, fiir die vier in Fig.4 ge- 
zeigten Kristalle nach den Gln. (1) und (2) berechnet. Dabei sind als 
Leitfahigkeiten die zu den betreffenden Verfarbungstemperaturen_ge- 
hérigen Werte aus Fig. 7 verwendet; die Beweglichkeit wurde bei 
Zimmertemperatur zu 30 cm?/Vsec angenommen?. - 
1 Zusammenstellung der bisher am ZnO gemessenen Elcktronenbeweglichkeiten 
bei H. Weiss, l. c. ; 
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Tabelle 1. Konzentration der ZnO-Molehiile im Kristall cz jo = 4,05 + 107 cm-*. 
Elektronenbeweglichkeitt v = 30 cm?/Vsec. 


Kristallbezeichnungen (s. Fig. 3) 


Verfarbungstemperatur in °C. .. . 920° 1055° AAA OPEN MAZ207 
Leitfahigkeit in Q-+cm+4 .. ee 3 | 6 9 | 16 
Maximale ty pple Knax | 

invecms the & 90 | 240 390 940 
Konzentration ¢zp “der Zn- Atome im | 

Dampr imsemiss.. 7,2: 1018 | 2,2 ° 402° | 354.2 402%) |, 6,4 41108 
Konzentration ¢4 der Absorptions- | 

zentren im Kristall in cm . 6,6* 10% | 1,7- 108 | 2,8-40!8 | 6,8+ 1018 
Konzentration c, der Leitfahigkeits- | 

elektronen im "Kristal in omes ot | O30 10m 3 One 1, Om TO. aeons alia 
Léslichkeit B = cyleéz, .. . 2.» «| 0,09 | 0,08 0,09 | 0,14 
Zn-Gehalt 6y/ezig see es Paid [AGO A OTS AS OTF (Ojo SMO TSi tiny atone 


Beriicksichtigt man noch, daB die Beweglichkeit bei Zunahme der 
Stérstellenkonzentration méglicherweise abnimmt?, so ist die Uber- 
einstimmung von c, und c, jedenfalls gr6BenordnungsmaBig befriedigend. 
In Tabelle 1 ist ferner das in § 4 definierte Konzentrationsverhaltnis f 
eingetragen: Wenn man die vollstandige Dissoziation des Zn-Uber- 
schusses beriticksichtigt, kann danach etwa 10% der im Zn-Dampf be- 
findlichen Metallatomkonzentration im ZnO-Kristall gelést werden. In 
der letzten Zeile ist das Verhaltnis der Zn-UberschuBkonzentrationen zur 
Konzentration der ZnO-Molekiile im Kristall gebildet. Es erreicht bei 
einer Verfarbungstemperatur von 1220°C nur einen Wert von noch 
nicht 0,02%. 


Beim Lésen verfarbter ZnO-Kristalle in HCl sollte durch das iiberschiissige 
Zn Wasserstoff entstehen. War die Verfarbungstemperatur 1050° C, so miiBte bei 
einem ZnO-Kristall mit etwa 2- 10-2? mm® Volumen etwa 10-2 mm® Wasserstoff 
bei Atmespharendruck gebildet werden. Tatsachlich wurde keinerlei Gasentwick- 
lung beobachtet, obwohl Gasblasen mit einer GréBe von 10-> mm? unter dem 
Mikroskop noch deutlich hatten festgestellt werden kénnen. Die verwendete kon- 
zentrierte Salzsaure war zuvor mit Wasserstoff gesattigt. 


Mit reaktionskinetischen Ansatzen konnten die experimentellen Er- 
gebnisse der Leitfahigkeitserhdhung diinner ZnO-Schichten durch Licht 
und Elektronenbestrahlung befriedigend erklart werden2, jedoch ist das 
Massenwirkungsgesetz in seiner einfachen Form mit konzentrations- 
unabhangigen Konstanten bekanntlich nicht in der Lage, die unter- 
schiedlichen Temperaturabhangigkeiten, d.h. die MEyvERsche Regel, zu 
deuten. Das schlieBt aber keineswegs die Annahme einer vollstandigen 


1 Haun, E.E.: l.c. 


* Mottwo, E., u. F. Stéckmann: Ann. Physik 6, 240 (1948). — HErranp, G.: 
1, c, —-Weiss, ie es 


Eigenschaften von ZnO-Einkristallen mit Zn-UberschuB. 329 


Dissoziation im reaktionskinetischen Sinne bei hohen Konzentrationen 
und dort verschwindenden Abtrennarbeiten aus. 

Ein Vergleich der Kurvenschar der Fig. 7 zeigt eine groBe Ahnlichkeit 
mit den entsprechenden Messungen am Si, Ge und grauen Sn, wie sie 
z.B. von PEARSON und BARDEEN!, PuTLEY2 und Buscu, WIELAND und 
ZOLLER® ver6ffentlicht worden sind, besonders, wenn man den quali- 
tativ beschriebenen Verlauf bis zur Temperatur der fliissigen Luft mit be- 
riicksichtigt. Auch bei diesen halbleitenden Elementen wird im Gebiet 
hoher Leitfahigkeit der Verlauf der Kurven durch eine vollstindige 
Dissoziation der Fremdzusatze gedeutet. Fiir die Abnahme der Leit- 
fahigkeit mit steigender Temperatur wird die Anderung der Elektronen- 
beweglichkeit verantwortlich gemacht. Eine eingehende Diskussion der 
Verhaltnisse beim ZnO kann erst erfolgen, wenn die Temperaturabhan- 
gigkeit von Leitfahigkeit und Hatt-Effekt genauer und in einem gréBeren 
Temperaturbereich an Einkristallen gemessen worden ist. Doch wird 
sie wohl an die Deutungen anschlieBen, die die Eigenschaften der Ele- 
mente der 4. Gruppe bisher erfahren haben. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird eine Anordnung zur Herstellung von ZnO-Einkristallen 
durch Oxydation von Zn-Dampf im Luftsauerstoff beschrieben. Mit 
ihr werden beispielsweise bei einer Oxydationstemperatur von 1150° C 
vorwiegend farblose hexagonale Kristallnadeln von einer Lange bis zu 
4cm erhalten. Die Herstellung gelingt um so besser, je hoher die Oxy- 
dationstemperatur ist. 

2. Durch Erhitzen im Zn-Dampf kann in den Kristallen ein Zn- 
UberschuB eingebaut werden, der bei Erhitzungstemperaturen oberhalb 
800° C eine sichtbare Gelbfarbung hervorruft. Das Absorptionsspektrum 
verfarbter Kristalle zeigt eine von der Eigenabsorption des Grundgitters 
teilweise iiberdeckte Bande. Das Bandenmaximum liegt vermutlich bei 
etwa 3,2 eV, die Halbwertsbreite betragt dann 1 eV. Die aus der Ab- 
sorptionsbande bestimmte, im Kristall geléste Zn-Konzentration betragt 
fiir alle Temperaturen ungefaéhr 10% der Zn-Konzentration des den 
Kristall umgebenden Dampfes. 

3. Die unverfarbten Kristalle zeigen im Durchschnitt eine Leitfahig- 
keit von 5-10?Q4cm. Dafiir wird ein durch die Herstellungs- 
bedingungen verursachter Zn-UberschuB verantwortlich gemacht. Baste 
Erhitzen im Zn-Dampf kann die Leitfahigkeit bis etwa 20Q°4cm™ ge- _ 
steigert werden. Kristalle mit Leitfahigkeiten von 050,40 cem=1 
bei Zimmertemperatur zeigen eine Temperaturabhangigkeit von o, die 


a 


1 Pearson, G.L., u. J. BARDEEN: Phys. Rev. 75, 865 (1949). 
2 Puttey, E. H.: Proc. Phys. Soc. Lond. 62, 284 (1949). 
8 Buscu, G., J. WIELAND u. H. Zorrer: Helv. phys. Acta 24, 49 (1951). 
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der bekannten Mryerschen Regel folgt. Kristalle mit héheren Leit- 
fahigkeiten bei Zimmertemperatur zeigen im untersuchten Temperatur- 
bereich von 20 bis 250°C ein Verhalten, das dem der Metalle ahnlich 
ist: Mit wachsender Temperatur nimmt die Leitfahigkeit fiir alle eee 
Zn-Zusatze praktisch in gleicher Weise ab. | 

4. Die zusatzliche Lichtabsorption wird durch einfach ionisierte 
Stérstellen (Zn*-Ionen) verursacht. Diese Annahme wird durch die 
angenaherte Ubereinstimmung der Konzentration der Absorptions- 
zentren mit der Konzentration der Leitfahigkeitselektronen gerecht- 
fertigt. Bei hohen Leitfahigkeiten sind alle iiberschtissigen Zn-Atome 
einfach ionisiert. 


: 
_Herrn Professor E. Mortwo méchte ich fiir die Anregung zu dieser 
qaice seine Unterstiitzung und sein stets forderndes Interesse aul 
richtig danken. % ~ 


Erlangen, Institut fiir Angewandte Physik. : 
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Ein Beitrag 
zur Messung der Sekundirelektronenemission. 


Von 
H. GOBRECHT und F. SPEER. 
Mit 12 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 10. April 1953. 


Eine Analyse der Fehlerméglichkeiten bei der Messung der Sekundarelektronen- 
ausbeute zeigt unter anderem, da ein Teil der durch die Geometrie des Elektronen- 
strahlsystems bedingten Fehler durch geeignete Potentialverhaltnisse ausgeschaltet 
werden kann. Die Bedeutung der am Sekundarstrahler adsorbierten H,O-Schichten 
wird diskutiert. 
In einer ausfihrlichen Uberlegung werden neuartige Gegenspannungskurven im 
Zusammenhang mit der Bestimmung des reflektierten Sekundaranteils vollstandig 
gedeutet. Es wird eine Naherungsmethode zur Bestimmung des Anteils der re- 
flektierten Elektronen an der gesamten Sekundarausbeute ohne Riicksicht auf 
die Austrittsrichtungen und ihre raumliche Verteilung angegeben. Hierzu ist Vor- 
aussetzung, daB die kugelf6rmige Auffangelektrode und der Sekundiarstrahler aus 
dem gleichen Material bestehen. Fir Chromnickel ergibt sich bei der Primar- 
spannung 1000 V ein reflektierter Sekundaranteil von 22%. 


Einleitung. 

Die Sekundarelektronenemission (SE-Emission) fester Kérper gehért 
trotz der recht speziellen Fragestellung auch heute noch, tiber 50 Jahre 
nach der Entdeckung dieser physikalisch und technisch bedeutenden 
Erscheinung, zu den aktuellen Forschungsaufgaben der Physik. 

Der Grund hierfiir ist hauptsachlich in den Schwierigkeiten zu suchen, 
die sich einer befriedigenden quantitativen Deutung aller mit der SE- 
Emission zusammenhangenden Beobachtungen bisher entgegengestellt 
haben. 

Dies liegt nicht zuletzt an der oft nur geringen Ubereinstimmung 
der experimentellen Ergebnisse verschiedener Autoren. Wir haben uns 
deshalb zunachst die Aufgabe gestellt, die Methodik der Ausbeute- 
messung kritisch auf prinzipielle Fehlerméglichkeiten hin zu _unter- 
suchen, soweit dies nicht schon geschehen ist [7], um von den im all- 
gemeinen recht genauen Relativmessungen einen Weg zur besseren 
Ubereinstimmung der Absolutwerte zu finden. 

Dies kann naturgemai8 nur in bescheidenem Mabstabe geschehen, 
da z.B. die durch die Geometrie des Elektronenstrahlsystems bedingten 
Fehler im allgemeinen geringer als die oberflachen- und materialbedingten 
Unsicherheiten sind. Wir werden jedoch zeigen, daB die geometrisch 
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bedingten Fehler in ungiinstigen Fallen bequem erkennbare Werte an- 
nehmen kénnen, deren Ausschaltung sich lohnt. 

Da es fiir die theoretische Deutung der SE-Emission unter anderem 
von Bedeutung ist, den reflektierten Sekundiaranteil zu kennen, d.h. 
den Anteil der Primarelektronen, der ohne oder nach geringem Energie- 
verlust auf Grund eines vorerst noch unsicheren Mechanismus den 
Sekundirstrahler in entgegengesetzter Richtung wieder verlaBt, wollen 
wir ferner nachweisen, daB die von BLANKENFELD [2] angegebene, ein- 
fache Methode nicht zum Ziele fiihrt. Wir kénnen zeigen, daB es unter 
gewissen experimentellen Voraussetzungen trotzdem méoglich ist, den 
reflektierten Sekundaranteil fiir beliebige Primarspannungen mittels 
einer normalen AusbeutemeBrohre naherungsweise zu bestimmen. Hier- 
bei fallt die bei der magnetischen Geschwindigkeitsanalyse (RUDBERG [3)) 
notwendige Beschrankung auf bestimmte Austrittsrichtungen der ,,re- 
flektierten‘’ Elektronen fort. 


A. Apparatur. 


In Fig. 1 ist schematisch das Elektronenstrahlsystem zur Messung 
der SE-Ausbeute wiedergegeben. Es stimmt im Prinzip mit dem groBten 
Teil der in der Literatur ange- 
gebenen MeBréhren iberein [/). 
Die Glihkathode besteht aus 
reinem Wolfram. Kugelkafig und 
Sekundarstrahler sind so bemes- 


SSsssspssys , _/ ~ sen, da naherungsweise ein. Zen= 


Fig. 1. Schema der MeBrohre zur Bestimmung der tralfeld angenommen werden 

ee, Dae cceteesaae"  darf. Der Elektronenstrahldurch- 

innerhalb des WEHNELT-Zylinders. messer ist im wesentlichen durch 

die beiden Blendenéffnungen von 

je 0.8mm @ geometrisch bedingt, doch kann mittels des WEHNELT- 

Potentials auBer der Intensitaétssteuerung auch eine gewisse Fokus- 
sierungswirkung erzielt werden. 

Die Messungen wurden bei laufender Hg-Diffusionspumpe und ohne 
Verwendung von Glasschliffen vorgenommen. Das Endvakuum wurde 
mit einem [onisationsmanometer staéndig kontrolliert und war je nach 
Ausheizdauer stets besser als 10-6 bis 10°? Torr. Die Me8stréme lagen 
in der GréBenordnung von 10-7 Amp; die erforderliche Primargleich- 
spannung bis zu 3000 V war ausreichend geglattet und stabilisiert. 


B. Fehler bei der Ausbeutemessung. 
1. Die Fehlerstréme. 


Die SE-Ausbeute ist als das Verhaltnis der aus einem K6orper aus- 
tretenden SE zu den eingeschossenen Primarelektronen definiert. Wenn 
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wir alle Elektronen, die die getroffene Oberflache verlassen, ohne Riick- 
sicht auf ihren Entstehungsmechanismus als SE betrachten, so kann 
die Messung der Ausbeute mittels zweier Strommessungen erfolgen, 
deren Quotient direkt oder nach einfacher Umrechnung die Ausbeute 6 
angibt. | 

Nach Fig. 2 gibt es zwei unterschiedliche Positionen fiir die beiden 
Strommessungen. Das eine Mal miSt man 7,=7, (Sekundarstrom) und 
;=1, (Primarstrom), das andere Mal 7;=7, und ' 
= (1, —1,), die Differenz aus Primar- und Sekun- He 
darstrom. Eine einfache Fehlerbetrachtung zeigt, 
daB die zweite Anordnung vorzuziehen ist. 

Es gilt naémlich im ersten Fall: 


é t. = t, |\At,| +7, |A1 1) te 
=, aye eee ee EL es (Aa | 
at yy Up 


und entsprechend im zweiten Fall: 


ee Ao, Sa ~|4i| 5. 
Setzen wir ein sehr gutes Vakuum voraus, so 
kénnen wir bei MeBstrémen in der GréBenordnung 
von 10°*Amp Fehler durch auftretende Ionen- 
str6me auch bei hohen Primarspannungen ver- 
nachlassigen. 


a) Der Direktstrom. Die erste Fehlerquelle wird : 
der bei schlechter Geometrie oder schlechter Fo- ° Fig. 2. Soe sacs ee 
. £ =o : tungsméglichkeiten er 
kussierung direkt auf den Kafig gelangende Teil — Gatvanometer zur Messung 
der Primdrelektronen, den wir Direktstrom nennen 41 SE-Ausbeute. K Kafig; 


wollen. Ein solcher Direktstrom tritt auf, wenn : Divata ccs 
die Primarelektronen entweder vor ihrem Durch- ; 
gang durch die Kafigédffnung von auBen auf den Kafig treffen oder 
aber nach ihrem Durchgang auf die Innenseite des Kafigs gelangen. Um 
diesen Direktstrom wird nun der auf den Sekundarstrahler gerichtete 
Primarstrom geschwacht, wahrend der Sekundarstrom scheinbar um 
den gleichen Betrag erhoht wird. Gleichzeitig werden aber wegen des 
verringerten Primarstroms weniger SE an der Probe ausgelést, so daB 
sich schlieBlich folgendes Schema ergibt: 

Die wahre Ausbeute ohne Direktstrom sei 6 =7,/1,. 

Ist der Direktstrom von Null verschieden, so gilt ¢,=7, +7, und 
1,=0° z,, da die wahre Ausbeute unveradndert bleibt. 

Wir messen also die scheinbare Ausbeute: 


ge eeemtte fa) er tp tig 
pt tg ‘ip + ig 
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Driicken wir nun noch den Direktstrom 7, als Bruchteil « von 7, aus, 
so erhalten wir schlieBlich fiir die scheinbare Ausbeute bei Auftreten 
eines Direktstromes: 

ao 
{=< 
6’ = —— 7 (1) 
1— 7 


Aus dieser Darstellung geht hervor, daB die gemessene Scheinausbeute 
und die unbekannte wahre Ausbeute immer dann genau tibereinstimmen, 
wenn die Ausbeute den Wert 1 annimmt. Fiir 6 >1 ist die Schein- 
ausbeute geringer und fiir 6<1 gréBer als die wahre Ausbeute. 


b) Die duBeren Sekundérelektronen. Eine zweite Fehlerméglichkeit 
liegt offenbar darin, da8 an der im allgemeinen dicht vor der Kafig- 
6ffnung liegenden Lochblende durch die hindurchfliegenden Primar- 
elektronen bei streifendem Einfall SE ausgelést werden, die bei geeig- 
neten Feldverhaltnissen von auBen auf den Kafig gelangen k6énnen. 
Durch diese 4uBeren SE werden der normale Sekundarstrom, aber auch 
der Primarstrom um je den gleichen Betrag 7, erhoht. Wir erhalten 
demnach in diesem Falle das Schema: 


Vil Mei 
‘Fs ip ti, 
und-mitt, = bce 
ne porese Als 
0 = it6-B F (2) 


Wie bei Auftreten des Direktstromes stimmen auch hier wahre Aus- 
beute und Scheinausbeute fiir 6 = 1 iiberein, wahrend die Scheinausbeute 
fiir 6 >1 zu kleine Werte angibt und umgekehrt. 


c) Der Riickstrom. SchlieBlich wollen wir den Fall betrachten, daB 
die im Sekundarstrahler ausgelésten SE zu einem gewissen Teil durch 
die Kafig6ffnung hindurch an die davor befindliche Lochblende gelangen 
kénnen. Dieser Riickstrom i, durchflieBt das Primarinstrument in 
entgegengesetzter Richtung, wahrend der auf den Kafig gelangende 
Hauptteil der SE gegeniiber dem wirklichen, die Probe verlassenden 
Sekundarstrom um den gleichen Betrag vermindert ist. Wir erhalten 
also schematisch 


Hae Ss) 
ANG 4; ‘ ip— ty 
und mit ty = Yt, . 
FM eles 
é a 1—d-y" (3) 


Im Gegensatz zu den beiden vorangegangenen Fallen ergibt sich 
fiir 6 >14 eine gréBere und fiir 6 <1 eine kleinere Scheinausbeute. Die 
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Punkte d6=1 bleiben auch einem beliebigen Riickstrom gegeniiber 
invariant. 

Fig.3 veranschaulicht die Gré8enordnung und den Verlauf der auf 
Grund der drei Fehlerstréme zu erwartenden Verzerrungen der wahren 
Ausbeutekurve. Auf der Abszisse ist die wahre Ausbeute in dem prak- 
tisch vorkommenden Bereich aufgetragen, waihrend auf der Ordinate 
die zu jedem Ausbeutewert gehérenden Absolutabweichungen auf- 
getragen sind. Hierbei wird willkiirlich angenommen, da der Direkt- 
strom 10% des Primarstromes («=0,1) und die 4uBeren SE sowie der 
Riickstrom je 10% des Sekundar- 
stromes (8 =y =0,1) betragen. 

Der Kurvenverlauf beim Punkt 
6=1 bestatigt, daB Messungen die 
sich auf Anderungen derjenigen Pri- 


S 
D> 


Absoluttehler 
S = 


marspannungen beziehen, bei denen ae 
die Ausbeute — 1 ist, durch die drei ~97 

Fehlerstréme iiberhaupt nicht be- 

einflu8t werden. Dagegen zeigt das  ~%0 05 10 15 30 
starke Anwachsen der Fehler ober- wahre SE-Ausbeute 


halb des Punktes 6=1, daB gerade Fig. 3. Die Absolutfehler der gemessenen (schein- 

. : : A baren) Ausbeute in Abhangigkeit vom wahren 

die Bestimmung des Maximalwertes Ausbeutequotienten bei Auftreten des Riickstro- 

= : = mes (1), des Direktstromes (2) bzw. der auBeren 

von Ausbeutekurven die hochsten SE (3). Die Fehlerstr6me betragen je 10% des 
Absolutfehler erwarten 1aBt. Sekundar- bzw. des Primarstromes. 


2. Kafigspannungskenniinien. 


Unabhangig davon, ob wir Schaltung I oder II verwenden (Fig. 2), 
ist eine direkte Messung und Eliminierung der drei Fehlerstréme oder 
auch nur eines von ihnen unméglich. 

Zur Feststellung und Beurteilung der Fehlerstro6me betrachten wir 
daher zunachst die iiblichen Kafigspannungskennlinien, d.h. die Va- 
riation der Saugspannung Ux. Wird diese erhéht, so wachst die Feld- 
starke im Inneren des K4figs und ebenso auBerhalb zwischen Lochblende 
und Kafigéffnung. Fiir nicht genau axial einfliegende Elektronen wird 
also innerhalb und auBerhalb des Kafigs die ablenkende, senkrecht zur 
Strahlrichtung gelegene Feldkomponente gréBer. Der Direktstrom und 
die A4uBeren SE werden zunehmen, wahrend der Riickstrom abnehmen 
wird, da an der KAfigéffnung ein starkeres Gegenfeld vorliegt. 

Die Wirkung auf die Scheinausbeute besteht also nach den Gln. (1), 
(2) und (3) bei Erhdhung der Saugspannung einheitlich in einer Abnahme 
gegentiber der wahren Ausbeute. 

Bei einer zweiten Art von Kennlinien halten wir die Saugspannung Ux 
konstant, wahrend das Potentialniveau von Kafig und Sekundarstrahler 
gegentiber der vor dem KAfig liegenden Lochblende variiert wird. Hierbei 
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wird das Kathodenpotential zur Erhaltung der konstanten Auttreff- 
energie der Primarelektronen auf den Sekundarstrahler entsprechend 
nachgeregelt. 

Machen wir nun das mittlere Potential von Probe und Kafig gegen- 
iiber der Lochblende negativer, so sinkt das auBere KAafigfeld zunachst 
und kehrt dann seine Richtung um, nachdem der Kafig das Potential 
Null durchschritten hat (die Lochblende ist geerdet, liegt also auf Null- 
potential). Es erfolgt daher eine Abnahme der auBeren SE, wahrend der 
Riickstrom zunimmt. Da sich unter den angegebenen Bedingungen das 
innere Kafigfeld nicht andert, wird 
der Direktstrom nur geringfiigig 
abnehmen. Wir werden also ins- 
gesamt eine Erhohung der schein- 
baren Ausbeutewerte feststellen. 


Kathode Anode Katig 


Si ek-Strahler 
7A x 


g 
~ 
ae a 
: a 
DB 
= g 
wy z 
” LS 
iy fy 2) Sek-Strahler 
15 negativ 
om Lb) 30 0 -30 V eee 
Kafigpotentiol 0 Ux 
Fig. 4. Die Abhangigkeit der SE-Ausbeute von Fig. 5. Schema der Potentialverteilung des MeB- 


Chromnickel yom Kafigpotential bei der konstanten 
Saugspannung 30 V. Bezugspunkt ist die Anoden- 
blende mit dem Potential Null. Die Primarspannung 
betragt bei Kurve (1) 200 V, bei Kurve (2) 600 V. 


systems (oben) in den beiden Grenzfallen: Kafig 

positiv, Sekundarstrahler Null (1) bzw. Kafig Null, 

Sekundarstrahler negativ(2). Die Saugspannung Ux 
ist in beiden Fallen gleich hoch. 


Die jeweils auftretende Abhangigkeit der Ausbeute vom Kafig- 
potential ist ein MaB fiir die Gtite des verwendeten Elektronenstrahl- 
systems hinsichtlich der Geometrie und der Fokussierung. Fig. 4 zeigt 
den charakteristischen Verlauf dieser Variation des Kafigpotentials fiir 
die beiden Primarspannungen V,,—200 V und V,= 600 V bei der stets 
konstanten_Saugspannung U,=30 V. Auf der Abszisse ist die Poten- 
tialdifferenz zwischen Kafig und Anode aufgetragen. 

Wenn keinerlei Fehlerstréme existierten, mii8ten die beiden Kurven 
innerhalb der MeBgenauigkeit zwei Parallelen zur Abszisse sein. Man 
erkennt dagegen deutlich die besprochene Abnahme der Scheinausbeute 
mit zunehmendem Kafigpotential. Die Differenz zwischen den bei 
héheren positiven und negativen Kafigpotentialen auftretenden Satti- 
gungswerten betragt bei V,=200 V 8% und bei V,=600 V 5%. Dieser 
Unterschied ist verstandlich, da die ablenkenden Felder auf langsamere 
Elektronen eine gréBere Wirkung ausiiben als auf schnellere. 


_—— 
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Der Mittelwert zwischen beiden Grenzwerten liegt etwa bei dem 
K&afigpotential Null und demnach einem negativen Probenpotential von 
— 30 V. Die Spannungsquelle fiir die Absaugspannung wird also zweck- 
maBigerweise nicht nach Fig.2 in die Kafigzuleitung, sondern mit um- 
gekehrter Polung in die Probenzuleitung gelegt. Der Raum vor der 
Eintrittsdffnung des Kafigs wird dann, abgesehen von dem geringfiigigen 
Durchgriff von der Probe her, feldfrei. 


Fig. 5 verdeutlicht noch einmal 
+ : . ae 

den Unterschied zwischen den nor- . - ra 
malen Potentialverhaltnissen (oben) 87 | 9 ———-—-——: 
und den von uns als zweckmaBig er- mR 
kannten (unten). 4 BT 

Die Wahl des aus Fig. 4 abgeleite- 45 et 
ten Mittelwertes (Kafigpotential = 0 40 V 700 
Null) als wahre Ausbeute wird durch Saugspannung 


Fig. 6, die Abhangigkeit der Aus- Fig. 6. Die Abhangigkeit der SE-Ausbeute von 
‘ Chromnickel von der Saugspannung fiir die 

beute von der Saugspannung, ge- Kafigpotentiale: (1) —50V; (2) Null; (3) 

stiitzt. Parameter ist hier das Kafig- +50V. Bezugspunkt ist die Anodenblende mit 
: 3 ee — dem Potential Null. Die Primarspannung 

potential. Bei positivem Kafig nimmt betragt 200 V. 

die Scheinausbeute mit wachsender 

Saugspannung ab, bei negativem Kafig nimmt sie zu, wahrend der 

ideale Sattigungsverlauf fiir den oben genannten Fall, da namlich 


Kafigpotential gleich Null ist, eintritt. 


3. Einflup der Fokussterung. 


Ein weiteres Mittel zur Erkennung der Fehlerstréme stellt die An- 
derung der Ausbeute bei variierten Fokussierungsbedingungen dar. 
Allerdings werden hier die Verhaltnisse etwas verwickelter. Bei guter 
Strahlfokussierung mit Brennfleckdurchmessern kleiner als. 1mm, 
kénnen kleine mechanische Verschiebungen des Sekundarstrahlers oder 
Veranderungen des Brennfleckdurchmessers ebenfalls Ausbeutednde- 
rungen hervorrufen. 

Diese, im Gegensatz zu den vorangegangenen, echten Anderungen 
sind dadurch zu erkliren, daB in kleinen Bereichen lokale Verschieden- 
heiten des SE-Emissionsfaktors auftreten kénnen, wie dies besonders 
eindrucksvoll KNoLtt und THEILE [4] mittels elektronenoptischer Ab- 
bildung gezeigt haben. 

Fig. 7 gibt als Beispiel die Abhangigkeit der Ausbeute von den 
Fokussierungsbedingungen fiir die Primarspannung 200 V wieder, wobei 
die oben genannten Fehlerstréme besonders bei schlechter Fokussierung 
bzw. am Anfangs- und Endpunkt des Kurvenzugs in Fig. 7 ins Gewicht 
fallen. Bei starkerer positiver bzw. negativer WEHNELT-Spannung, die 

23 


we 


S£-Ausbeute 
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als MaB fiir die Fokussierung dient, trifft tiberhaupt kein Primarelektron 
mehr auf den Sekundirstrahler, d.h. es existiert in keiner Richtung eine 
Fortsetzung der Kurve. Das Ausbeutemaximum bei der WEHNELT- 
Spannung — 10 V entspricht dem kleinsten Brennfleckdurchmesser. 


4. Der EinfluB des Schichtwiderstandes. 
Der bereits von anderen Autoren (z.B. Bruininc [1]) ausfiithrlich 
behandelte EinfluB des Schichtwiderstandes auf die SE-Ausbeute kann 
experimentell leicht dadurch verfolgt werden, daB man in die Zuleitung 


zu einem bekannten metallischen Ae 


7 


Sekundarstrahler  verschiedene 
2 
3 
SS 
a 
=) 
* 
o 
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Wehneltporential Primarspannung 
Fig. 7. Fig. 8. 


Fig. 7. Die Abhangigkeit der SE-Ausbeute von gut entgastem Chromnickel vom WEHNELT-Potential (Ka- 

thode-Null) als Ma fiir Stromdichte (Fokussierung) und Gesamtprimarstrom (Intensitatssteuerung). Die 

Primarspannung betragt 200 V. Bei WrHNELT-Potentialen auBerhalb des Kurvenzugs war kein Primarstrom 
mehr nachzuweisen. 


Fig. 8. Die Anderung des Ausbeuteverlaufes von maBig entgastem Chromnickel durch verschiedene Hoch- 
ohmwiderstande in der Zuleitung zum Sekundarstrahler: (7) R=0; (2) R=800 MQ; (3) R=1000 MQ; 
(4) R=8000 MQ. Modell fiir den Schichtdickeneinflu8 schlecht leitender Aufdampfschichten. 


Hochohmwiderstande legt. Hierdurch erhalt man den in Fig. 8 wieder- 
gegebenen reinen WiderstandseinfluB frei von anderen Effekten. 


Mit zunehmendem Widerstand ist ein charakteristischer Gang der 
Ausbeutekurven erkennbar; dies erleichtert die Erkennung eines hohen 
Schichtwiderstandes etwa bei wachsender Schichtdicke einer schlecht 
leitenden Substanz. 


5. Die Bedeutung adsorbierter H,O-Schichten. 


Die haufig zitierte [7], [5] und durch ihre fehlende Reproduzierbar- 
keit unangenehmste Fehlerquelle ist der Oberflaichenzustand der zu 
untersuchenden Probe. Neben der Kristallstruktur und -orientierung 


spielt der Entgasungszustand von adsorbiertem Sauerstoff die ent- 
scheidende Rolle. 


Wir haben nun die Beobachtung gemacht, daB sich die relativ hohen 
Ausbeutewerte eines metallischen Sekundarstrahlers vor dem Ausheizen 
nicht wieder einstellen, wenn man nach dem bei 400° C erreichbaren 
Entgasungszustand, also nach Erreichen der bis um 40% unter der Aus- 


ee =" ae ss oy nes 
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gangskurve liegenden Endkurve, wieder Luft in das UntersuchungsgefaB 
einlaBt. Es tritt nur eine kleine Erhéhung ein, die noch geringer wird, 
wenn man die Luft bei vorgelegter Kiihlfalle einlaBt. 

Dies legt den SchluB8 nahe, die anfinglich relativ hohen Ausbeute- 
werte in der GréB8enordnung von 6 *2,5 einer diinnen, wahrscheinlich 
monomolekularen Schicht von Wassermolekiilen zuzuschreiben, die 
dadurch, da8 die positive Dipolschicht in den AuBenraum zeigt, die Aus- 
trittsarbeit des Metalls herabsetzt und die SE-Ausbeute entsprechend 
erhoht. 

Die anfanglich hohen Werte bei kompakten Reinmetallproben, die 
stets von auBen in das GefaéB gebracht werden miissen, riihren dann von 
dem iibersattigten Wasserdampf her, der beim Zuschmelzen des Glas- 
rohres durch die Gasflamme entsteht. 

Die stets vorhandenen, adsorbierten Sauerstoffschichten (DE BoER [6], 
lassen sich mittels der Strahlungswarme von 450° C auch bei sehr langen 
Ausheizzeiten im Hochvakuum nach unseren Erfahrungen nicht ent- 
fernen. Sie beeinflussen die SE-Ausbeute nach Entfernung der H,O- 
Schicht im allgemeinen in umgekehrter Richtung (TRELOAR [7]). In 
solchen Fallen erniedrigt die Sauerstoffadsorption also die Ausbeute, 
wahrend die H,O-Adsorption sie erhéht, je nach der Anderung der Aus- 
trittsarbeit gegeniiber der des ideal reinen Metalles. 


C. Der Anteil der reflektierten Elektronen an der Gesamtausbeute. 


1. Beobachtungen. 


Wir gingen zur Bestimmung des reflektierten Sekundaranteils zu- 
nachst versuchsweise von der einfachen Methode aus, die BLANKEN- 
FELD [2] vorgeschlagen hat. Um besonders einfache Verhdaltnisse zu 
schaffen, wurden Kugelkafig K und Sekundarstrahler S (Fig.1) aus dem 
gleichen Material (einer austenitischen Chromnickellegierung) angefertigt. 

Die Messungen wurden derart vorgenommen, daB zundchst bei 
positiver Absaugspannung die normale SE-Ausbeutekurve aufgenom- 
men, und dann bei verschieden hohen Gegenfeldern ebenfalls das Ver- 
haltnis von Kafig- zu Primarstrom (wir wollen es zur Abkiirzung ,,Gegen- 
feldausbeute“ nennen) bestimmt wurde. 

Es ergab sich das iiberraschende und von den iiblichen Gegenspan- 
nungskurven (z.B. FARNsworTH [8]) abweichende Resultat, daB diese 
Gegenfeldausbeute kleiner als Null werden kann. In solchen Fallen 
flieBt der resultierende Strom also nicht mehr vom Kafig zur Probe, 
sondern in umgekehrter Richtung. 

Nach den MeBkurven in Fig. 9 ergibt sich bei verschieden hohen 
Gegenspannungen eine Kurvenschar sehr ahnlich verlaufender Kurven, 
die statt eines Maximums ein flacheres Minimum besitzen, dessen Lage 
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auf der Abszisse (Primarspannung) gegentiber dem Maximum der 
SE-Ausbeutekurve erheblich zu héheren Spannungen hin verschoben 
ist, im itbrigen jedoch bei allen Gegenspannungen konstant bleibt. Je 
stirker das Gegenfeld ist, desto tiefer liegt die zugehorige Gegenfeld- 
ausbeutekurve; bei geringen Gegenfeldern kann sie nach Kurve (J) Fig.9 
ausschlieBlich im positiven Gebiet verlaufen. 

In ahnlicher Weise dndert sich 
nach Fig.10 die Gegenfeldausbeute, 
wenn man bei konstantem Gegenfeld 
(Ux =— 40 V) die Hohe der SE-Aus- 
beutekurve durch einen verschiede- 
nen Entgasungszustand der gleichen 
Metallflachen wahrend des Ausheiz- 
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Fig. 9. Fig. 10. 


Fig. 9. Die Gegenfeldausbeute in Abhangigkeit von der Primarspannung bei den Gegenspannungen: (1) 40V; 
(2) 60 V; (3) 80 V; (4) 100 V. Kafig und Sekundarstrahler aus Chromnickel. 


Fig. 10. Die normale SE-Ausbeute (oben) und die Gegenfeldausbeute (unten) vom Chromnickel in Abhangig- 
keit von der Primarspannung, Parameter ist der fortschreitende Entgasungszustand der Oberflachen. Zu 
hoheren SE-Ausbeuten gehéren niedrigere Gegenfeldausbeuten (gleiche Ziffern). 


vorganges variiert. Einer héher gelegenen SE-Ausbeute (unvollstandige 
Entgasung) entspricht stets eine tiefer gelegene Gegenfeldausbeute. 
In Fig. 10 sind die zusammengehérigen Kurven der SE- und der Gegen- 
feldausbeute mit den gleichen Ziffern bezeichnet. 

Der Ubergang von dem oberen zu dem unteren Kurvencharakter 
vollzieht sich stetig in einem relativ engen Gegenspannungsbereich, und 
zwar derart, daB zu Ux,=-—4V noch deutlich der obere Ausbeute- 
verlauf, zu Ux = — 14 V dagegen schon der Charakter einer Gegenfeld- 
ausbeute gehéren. Die Absolutwerte der Gegenfeldausbeute sind um 
rund eine Zehnerpotenz kleiner als die der normalen SE-Ausbeute. 

La8t man nun nach Fig. 14 als dritte Méglichkeit die Primarspannung 
fest und andert die Gegenspannung von Null bis V,, d.h. nimmt man 
die vollstandige Gegenspannungskurve auf, so erhalt man in unserem 
Falle bis etwa V,=300 V den gewohnten Verlauf (FARNsworTH [8]): 
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ei mehr oder weniger steiles Absinken des Kifigstromes auf Null prak- 
tisch an der Stelle V,. Nehmen wir jedoch die entsprechende Kurve fiir 
V,=400 V auf, so fallt der Kafigstrom bei einer Gegenspannung von 
etwa 50 V unter Null, durchlauft ein Minimum im negativen Gebiet, 
wird ein zweites Mal zu Null und verschwindet endlich bei V,, nach einem 
kleinen Maximum im positiven Gebiet. 


2. Deutung. 

Wir erklaren uns diese Beobachtungen folgendermaBen: Soweit die 
reflektierten Elektronen und die schnellen SE das Gegenfeld des Kiifigs 
uberwinden kénnen, d.h. soweit sie eine Energie > e U, besitzen, treffen 
sie mit Geschwindigkeiten zwi- Qs 
schen Null und (V,— |Ux|) auf die 
Kafigwand aufund lésen ihrerseits 
wieder SE aus, die nun auf Grund 
ihrer Austrittsgeschwindigkeit 
und der Feldrichtung auf den Se- 


Gegenteld-Ausbeute 
S 


kundarstrahler zuriickfliegen. Da r 

es sich um einen Kugelkafig han- “ 

delt, ist die Auftreffrichtung der as, 100 200 300 NV 400 
; Gegenspannung 


preunrelektronen dur den Sekuti- Fig. 11. Die Gegenfeldausbeute in Abhangigkeit von 
darstrahler und diederSEaufdie der Gegenspannung bei den Primarspannungen: (1) 
Pee eres Pes tre estat cores emeears pee 2 NOD Ys TANT pmeenO se go 00 Y' eahgeae 
weiligen Oberflache. 

Wenn 6* das Verhaltnis der vom K§afig emittierten zu den auf- 
treffenden SE bedeutet, ergibt sich fiir unsere Strommessungen und die 
daraus abgeleiteten Ausbeutequotienten nach Fig. 2 oben folgendes 
Schema: 


Absaugspannung (K§4fig positiv) iaj=7, w%=i; é*=13/17, (4) 
Gegenspannung 7;=%, 1,=1; (1—0*) 6° =1,/17=6p(1—6*). (5) 


Bei der angegebenen Schaltung flieBen alle Primdrelektronen, die in 
den KAfig gelangen, in beiden Fallen unabhangig von der Kafigspannung 
iiber das Galvanometer (1) ab. (Von Fehlerstrémen wollen wir hier 
absehen.) Wir sind also berechtigt, die beiden Ausbeutequotienten 6* 
und 6~ miteinander zu vergleichen; sie sind, wie wir festgestellt haben, 
vom Absolutwert von 1, unabhangig.. 

Mit 6g=1,/i, wird der auf den Primarstrom bezogene Anteil des 
gesamten vom Sekundarstrahler emittierten Elektronenstromes bezeich- 
net, der das angelegte Gegenfeld iiberwinden kann. Bei geeigneter Wahl 
dieses Gegenfeldes wird es sich dabei im wesentlichen um reflektierte 


Elektronen handeln. 
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Der Unterschied zwischen der bisherigen und unserer Auffassung 
-besteht also darin, daB man mittels der Gegenspannungsmessungen 
nicht unmittelbar den Quotienten dz, sondern lediglich die zusammen- 
gesetzte GréBe 6- =6dp(1—06*) bestimmen kann. 

Die Aufteilung in wahre SE und reflektierte Elektronen ist bekannt- 
lich etwas willkiirlich. Physikalisch sinnvoll wird diese Aufspaltung erst 
nach Kenntnis der Energieverteilung der SE, die iibereinstimmend bei 
allen Stoffen ein Maximum bei 2 bis 5 eV besitzt, dann abfallt und von 
30 bis 50 eV an konstant bei sehr niedrigen Relativwerten verlauft, um 
bei eV,, entsprechend den elastisch reflektierten Elektronen, noch ein 
sehr spitzes Maximum aufzuweisen (RUDBERG [3]). Wahlt man dem- 
nach eine Gegenspannung gréBer als 40 V, so geht man sicher, die wahren 
SE fast vollstandig zuriickzuhalten. 


3. Die Bedeutung der GroBen dp und 6*. 


Der Ausbeutequotient der Kafigwand 6* kann als dritte Unbekannte 
zweier Gleichungen mit unserer Anordnung nicht direkt bestimmt wer- 
den; wir wollen daher versuchen, ihn auf bekannte GréBen zuriick- 
zufiihren. 


Zunachst erkennt man, daB die Gleichheit von emittierter und auf- 
treffender Elektronenzahl bei der SE-Ausbeute bekanntlich den Wert 14, 
bei der Gegenfeldausbeute dagegen wegen des Klammerausdrucks in (5) 
den Wert Null ergibt. Sobald 6* >1 ist, sind in Ubereinstimmung mit 
unseren Beobachtungen negative Stromwerte zu erwarten, denn der von 
der Kafigwand emittierte Wandelektronenstrom ist gréBer als der auf- 
treffende Sekundarstrom vom Sekundarstrahler her. 


Wir miissen nun bedenken, daB die vom Sekundarstrahler her- 
riihrenden SE, soweit sie das Gegenfeld iiberwunden haben, nicht wie 
die Primarelektronen eine einheitliche Geschwindigkeit besitzen, sondern 
alle Geschwindigkeiten zwischen Null und (V,—|Ug|) in angenahert 
stetiger Reihenfolge. 


Zu jedem differentiellen Energiebereich dV gehért aber nach Aussage 
der SE-Ausbeutekurve ein bestimmter und im allgemeinen von den 
anderen verschiedener Ausbeutefaktor. Da es sich um einen Kugelkafig 


handelt, kénnen wir mit dem einfachen Fall der senkrechten Inzidenz 
rechnen. 


Der effektive Ausbeutequotient der Kafigwand hat dann zunachst 
die Form eines integralen Mittelwertes: 


Vp—|Ux| 
rege owevs ee 
yaad J 5(V) av. (6) 
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Hierbei bedeutet 6(V) den normalen ,monochromatischen’ Aus- 
beutequotienten der Kafigwand, der nach Voraussetzung mit dem des 
Sekundarstrahlers identisch ist. 

Gl. (6) gilt aber nur dann exakt, wenn die Energieverteilung der SE 
vollig homogen ist, d.h. wenn auf jeden differentiellen Energiebereich 
gleich viele Elektronen kommen. Wie wir wissen, ist dies nicht der Fall. 
Es liegt eine, zunachst unbekannte, Energieverteilung S(V) der SE 
zugrunde, die in Gl. (6) die Rolle einer Gewichtsfunktion zu iiber- 
nehmen hat. 

Hierzu miissen wir folgendes beachten: 

Variieren wir die mit Ux bezeichnete Gegenspannung, die einen 
Parameter des durch V = V, bestimmten Integralausdrucks bedeutet, 
so beginnt einerseits die Gewichtsfunktion S(V) an der Stelle eU, der 
Energieverteilung und erstreckt sich bei beliebig variiertem Gegenfeld 
immer bis zum Endwert eV; denn die Energieverteilung liegt durch die 
Primarspannung eindeutig fest und wird durch Ux, nicht verdandert. 
Die Gegenspannung bestimmt durch ihren Betrag lediglich den Punkt 
der Energieverteilung, der die Gesamtmenge der SE in zwei Gruppen 
scheidet: den langsamen Teil, der auf die Probe zuriickfliegt und daher 
zur Emission der Kafigwand nicht beitragen kann und die schnellere 
Gruppe, deren Elektronen mit Energien von Null ab wachsend den 
Kafig erreichen konnen. Andererseits beginnt die der Mittelwertbildung 
unterworfene Ausbeutekurve 6(V) aus diesem Grunde stets bei ihrem 
Nullpunkt und erstreckt sich bis zur maximal vorkommenden Elektronen- 
energie, entsprechend dem Wert (V,— |Ux)). 

Diesem unterschiedlichen Verhalten der Energieverteilungs- und der 
Ausbeutefunktion tragen wir durch Einfiihrung verschiedener Funk- 
tionsargumente in leicht zu tibersehender Weise Rechnung. Wir erhalten: 


Vp—|UR| 
ff S(V+Ug) 6(V) av 
Ne Vena ; (7) 
tov av 
0 


Mit diesem Ausdruck haben wir den effektiven Ausbeutequotienten 
der Kafigwand in seiner Abhangigkeit von der Primarspannung V, 
und der Gegenspannung Ux sowie in Abhangigkeit von der Ausbeute- 
und der Energieverteilungsfunktion der SE gewonnen. 

Der relative Anteil der schnelleren SE und der reflektierten Elek- 
tronen, namlich der Quotient 6g, kann nun ebenfalls leicht ASS 
werden, wenn man ihn auf den Primarstrom bezieht: 


J; 
*S(V)aV 


I ; 
bp = (Vo (8) 
J's (V) dV 
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Denn die normale SE-Ausbeute wird in Abhangigkeit von der Gegen- 
spannung um einen Faktor zwischen 0 und 4 geschwacht, der das Zahlen- 
verhiltnis der auf den Kafig gelangenden SE zu deren Gesamtzahl 
angibt. 

Fir U,=0 erhalten wir dg=6, d.h. alle Elektronen gelangen an 
den Kafig, und wir erhalten theoretisch den SE-Ausbeutequotienten. 
Infolge der Ausbildung von Raumladungen ist dies in Wirklichkeit 
nicht vollstindig zu erwarten. Man wahlt daher |Ux| als Absaug- oder 
als Gegenspannung praktisch kaum kleiner als 30 V. |Ux|=V, liefert 
richtig den Wert 6g=0, da kein Elektron mehr den Kafig erreichen kann. 


4, Diskussion. 

Setzt man die Gln. (7) und (8) in (5) ein, so ergibt sich fiir die Gegen- 
feldausbeute, d.h. fiir den theoretischen Verlauf der in Fig. 9 und 11 
dargestellten MeBkurven der Ausdruck: 

Vp—|UR| 
ge" Ser Ut sayy (9) 
f S(vyav | ° 
0 


Normalerweise, also ohne Beriicksichtigung der Wandelektronen, 
erhalt man die Energieverteilung der SE bekanntlich durch Differen- 
tiation der Gegenspannungskurve. In unserem Formalismus entspricht 
dieser die Differentiation der Gl. (8) nach der Spannung V. 

In Wirklichkeit, also bei Beriicksichtigung der Wandelelektronen, 
ist Gl. (8) der Messung gar nicht zugaénglich. Wenn man namlich die 
Gegenspannungskurve graphisch differentiiert, so handelt es sich stets 
um eine Differentiation von Gl. (9). Daraus ergibt sich ein kompli- 
zierter, fiir die praktische Auswertung kaum brauchbarer Ausdruck, auf 
keinen Fall jedoch die gesuchte Energieverteilung, wie bisher allgemein 
angenommen wurde. 

Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt,.daB die Auslésung 
von SE mit der zweiten Stufe beendet ist. Es ware natiirlich denkbar, 
daB die ,,SE zweiter Ordnung“, also die an der Kafigwand ausgelésten 
Wandelektronen ein drittes Mal SE, diesmal wieder am Sekundiarstrahler 
auslésen; doch 14Bt sich aus der Energieverteilungskurve der SE in 
Verbindung mit dem im Kafiginneren herrschenden Feld abschatzen, 
daB derartige ,,SE dritter Ordnung“ nicht mehr beriicksichtigt zu 
werden brauchen. ‘ t 

Als Ergebnis unserer Uberlegungen kénnen wir daher zundachst fest- 
stellen, daB eine exakte Ermittlung der Energieverteilung bzw. des 
reflektierten Anteils auf Grund von Gegenspannungsmessungen ohne 
komplizierte Rechnung nicht einmal in dem Sonderfall méglich ist, bei 
dem K&afig und Sekundarstrahler aus dem gleichen Material bestehen. 
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Wie wir gesehen haben, wird die Gegenfeldausbeute solange nicht 
unter Null sinken, wie 6* kleiner als 4 ist (z.B. Kurve (1), Fig. 9). Man 
ist geneigt, in solchen Fallen den Kafigstrom mit den reflektierten Elek- 
tronen zu indentifizieren, wie es z.B. BLANKENFELD [2] getan hat, ohne 
zu beriicksichtigen, daB es sich auch hier um die Differenz zwischen den 
reflektierten Elektronen und den von diesen ausgelisten Wandelektronen 
handelt. 

Diese Tatsache bleibt auch bestehen, wenn man andere Kafigformen 
wahlt oder die Kafigwand aus einem Material mit méglichst geringer 
SE-Ausbeute herstellt. Auch der von 
STEHBERGER | 9] vorgeschlagene Weg 
eines konzentrischen Drahtgitters 
dicht vor der Kafigwand ist mit er- 
heblichen Unsicherheiten behaftet. 

Andererseits ist die Kugelkafig- 
methode die einzige, um mit Hilfe 
von Gegenspannungskurven die 
Energieverteilung von allen emittier- 
ten SE ohne Riicksicht auf ihre Aus- 40 


2,0 T = 


[eres 
a 150 300V 40 O 150 =300 V 450 
Gegenspannung Primarspannung 


trittsrichtung bzw. deren raéumliche 3 is | 

Verteilung zu bestimmen. Soll also ¥& 

diese Bedingung erfiillt sein, so ist < 5 y 

eine rechnerische Korrektur auf & 

Grund der oben entwickelten Vor- 0 ee 
stellungen notwendig —- Fig. 12. Modellkurven zur Deutung des Verlaufs 


der Gegenfeldausbeute. Die beiden unteren Kur- 


* * . ven zeigen die Gegenfeldausbeute in Abhangig- 
5. Vergleich mit erner Modellkurve. eit von Gegenspannung (links) und Primar- 


Zur Priifung und Veranschau- eneanne ah sone pols. 
lichung unserer Uberlegungen mégen 
die in Fig. 12 zusammengestellten Modellkurven fiir die Gegenfeld- 
ausbeute dienen. Die Kurven (Z) oben stellen den durch eine Parabel 
angenaherten Anfangsteil einer willkiirlichen, normalen Ausbeutekurve 
6(V,) mit einem Maximum von 1,8 bei V,=300 V dar, wahrend die 
Be daeyecteiung der vom Sanat emittierten SE, S(V), 
durch zwei Geradenstiicke dargestellt ist [Kurven (2)]. Das Maximum 
der Energieverteilung liegt somit bei Null statt bei etwa 2 eV, wahrend 
oberhalb 40 eV in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Rup- 
BERG [3] alle Geschwindigkeiten gleich haufig vertreten sind. Der 
geringe Anteil der elastisch reflektierten Elektronen wird vernachlassigt. 

Von diesen beiden groben Modellkurven ausgehend, kénnen wir die 
Gegenfeldausbeute nach den Gin. (7) bis (9) schrittweise exakt berechnen. 
_ Die obere urid untere linke Teilabbildung geben die Abhangigkeit 
von der Gegenspannung bei der festen Primarspannung V,=450V 
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wieder, waihrend auf der rechten Halfte der Fig. 12 die entsprechenden 
Abhangigkeiten von der Primarspannung bei der festen Gegenspannung 
U; = 40 V dargestellt sind. 

Kurve (3) zeigt den Verlauf der effektiven Ausbeute der Kafigwand 
auf Grund von Gl. (7) in Abhangigkeit von Ux, und Kurve (3) ent- 
sprechend in Abhangigkeit von V,. Bei letzterer ist die Verschiebung 
des Maximums nach rechts von besonderer Bedeutung; sie bestimmt 
die Lage des Minimums der Gegenfeldausbeute. 

Die Kurven (4) und (6) zeigen die gleichen Variationen von 6p, dem 
Anteil der SE, der das Gegenfeld iiberwinden kann, auf Grund von 


Gl. (8). 
Aus den Kurven (3) und (4) bzw. aus (5) und (6) ergibt sich dann 
nach Gl. (5): 


67 = dp (4,—0*) (5) 


die Gegenfeldausbeute in Abhangigkeit von der Gegenspannung als 
Kurve (7) in guter qualitativer Ubereinstimmung mit der in Fig. 14 
dargestellten Beobachtungskurve. Kurve (8) stellt die Variation der 
Gegenfeldausbeute mit der Primarspannung dar und entspricht dem. 
Anfangsteil (AbszissenmaBstab!) der Beobachtungskurven in Fig. 11 

Die Kurven (7) und (8) folgen selbstverstandlich auch ohne den 
Umweg iiber die Gln. (7) und (8) direkt aus Gl. (9). 


6. Eine Naherungsmethode zur praktischen Bestimmung 
des reflektierten Sekundéranteils. 

Damit diirfte hinreichend bewiesen sein, daB unsere Uberlegungen 
den tatsdchlichen Vorgaéngen recht nahe kommen. Es bleibt nun noch 
zu tiberlegen, wie man den etwas komplizierten Formalismus am zweck- 
maBigsten praktisch auswertet. 

Zur Vereinfachung wollen wir die Gegenspannung mit 40 bis 60 V 
so groB wahlen, daB die Energieverteilung oberhalb dieses Wertes ohne 
groBe Fehler als konstant angenommen werden darf. Mit anderen 
Worten, wir gehen von Gl. (7) auf (6) zuriick. Allerdings ist dann bei 
niedrigen Primarspannungen infolge der elastisch reflektierten Elek- 
tronen ein Fehler in der Richtung zu erwarten, daB die effektive Wand- 
ausbeute 6* fiir V,<V,max zu klein gerechnet wird. 

ierachi ven wir diesen kleinen Fehler, so kénnen wir Gl. (2) 
durch eine der Gl. (6) entsprechende Seat Mittelwertbildung er- 
setzen, die sich nach wie vor von Null bis (V,—|Ug|) erstreckt, so daB 
bei konstanter Primarspannung der waite in Abhangigkeit von der 


Gegenspannung abgelesen werden kann. Die Energieverteilung der SE 
ist durch den Ausdruck 


di, dé 
Saag IT TU (10) 
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gegeben. Gemessen wird dagegen statt dp die zusammengesetzte GroBe: 
On = Or (4 = 0*) ° 


Zur Bestimmung der Energieverteilung hat man demnach den Differen- 
tialquotienten 


oD | 
, ; | Ges o* 
SV =—* (11) 
zu bilden. 

Praktisch sind also die Ordinaten unserer Gegenspannungskurve 
durch die zugehérigen, aus der SE-Ausbeutekurve graphisch ermittelten 
(1 — 6*)-Werte zu dividieren ; die Differentiation der entstehenden Kurve 
liefert dann unter den angegebenen Vernachlassigungen die Energie- 
verteilung der SE. 

Den von V,, und Ux abhangigen reflektierten Sekundiranteil er- 
halten wir einfach durch Umformung der Gl. (5) in: 


Ae 
LE hry a) 


Hierbei ist es naheliegend und notwendig, aus der in Fig. 9 dar- 
gestellten Kurvenschar der Gegenfeldausbeute bei verschieden hohen 
Gegenspannungen diejenige auszuwahlen, bei der der 1-Durchgang der 
6*-Kurve auf den gleichen Abszissenwert fallt wie der Nulldurchgang 
der 6--Kurve. Denn dann und nur dann—bleibt das Vorzeichen des 
Quotienten (5a) stets positiv, wie es sein muB. 

So ergibt sich nach diesem Verfahren z. B. fiir das von uns verwendete 
Chromnickel bei V,=1000 V ein reflektierter Anteil von 22% des ge- 
samten Sekundarstromes. 

Die auf Grund der genannten Bedingung erforderliche Gegenspan- 
nung betragt etwa 80 V; ein Wert, der wegen der Vernachlassigung der 
elastisch reflektierten Elektronen etwas zu hoch hegen diirfte. Diese 
Gegenspannung gibt ja die idealisierte Grenze zwischen wahren und 
reflektierten SE an. a 

Der Prozentsatz der reflektierten Elektronen stimmt im tibrigen 
iiberraschend gut mit dem von STEHBERGER [9] auf anderem Wege fir 
Gold bei der gleichen Primargeschwindigkeit bestimmten Wert iiberein. 

__. Allerdings bleibt auch fiir die zuletzt entwickelte Naherungsmethode 

die wesentliche Vorbedingung bestehen, da8 Kafig und Sekundar- 
strahler aus dem gleichen Material bzw. aus der gleichen Aufdampf- 
schicht bestehen miissen. Anderenfalls geht die in Gl. (6) zum Ausdruck 
kommende Beziehung zwischen dem Ausbeutequotienten der Kafig- 
wand 6* und dem des Sekundarstrahlers 6 verloren. 
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Der Gesellschaft von Freunden der Technischen Universitat méchten 4 
wir unseren besonderen Dank fiir finanzielle Unterstiitzung aussprechen. 
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Erzeugung lichtstarker Kanalstrahlen*. 
Von 
RUDOLF GEBAUER und ERwin Kreyszic. 
Mit 10 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 21. April 1953.) 


In der vorliegenden Arbeit wurde die Leuchtdichte von Wasserstoffkanalstrahlen 

bei Variation der Versuchsbedingungen fiir zwei verschiedene Typen von Kanal- 

strahlroéhren untersucht und zwar fiir ein Ganzmetallrohr mit Ionenoptik und ein 

Glasrohr der iiblichen Bauart von gleichem Rohr- und Kanaldurchmesser. Dabei 

zeigte sich bei dem Ganzmetallrohr mit Ionenoptik eine Steigerung der Leucht- 
dichte auf etwa das Doppelte gegeniiber dem Glasrohr. 


1. Einleitung und Problemstellung. 

Mit Hilfe von Kanalstrahlen wurde bekanntlich eine groBe Fiille 
physikalisch wichtiger Probleme gelést bzw. einer Lésung naher ge- 
bracht. Bei einer Anzahl von ihnen fihrt jedoch die relativ geringe 
Leuchtdichte der Kanalstrahlentladung zu sehr langen Belichtungs- 
zeiten, so daB ihre Untersuchung bisher sehr erschwert oder tiberhaupt 
unmoglich ist, wie dies z. B. bei den Fragen tiber die Gestalt des atomaren 
Strahlungsfeldes der Fall ist. Da aber fiir genannte und ahnliche Fragen 
die Kanalstrahlen auch fiir die Zukunft als ein tiberaus wichtiges Hilfs- 
mittel angesehen werden miissen, so war es von Interesse, Versuche tiber 
die Steigerung der Leuchtdichte der Kanalstrahlentladung auszufiihren. 

Eine Steigerung der Leuchtdichte in Kanalstrahlréhren der tiblichen 
Bauart aus Glas, Quarz oder Porzellan ist bisher stets nur durch die 
Erhéhung der Leistung am Entladungsrohr versucht worden. Be- 
wahrte Konstruktionen fiir Leistungen von etwa 0,5 bis 1 kVA sind z. B. 
von Mark und WIreErt [/] sowie von GEBAUER und Mitarbeitern an- 
gegeben worden [2], [3]. Generell wurde aber bei allen diesen Rohren 
nur die der Kanalstrahlentladung eigene Ionenoptik zur Strahlkonzen- 
tration benutzt, wahrend bei den vorliegenden Untersuchungen eine 
Erhéhung der Leuchtdichte durch eine Steigerung der Ionendichte mit 
zusitzlichen ionenoptischen Hilfsmitteln versucht wurde unter Beniit- 
zung einer Konstruktion, die gleichzeitig eine hohe Leistung vertragt. 
Unter diesen Gesichtspunkten kam nur ein Ganzmetallrohr in Betracht. 
Wie die Untersuchungen zeigten, liefert ein solches Rohr tatsdchlich einen 
Kanalstrahl mit wesentlich groBerer Leuchtdichte als eine der tiblichen 
Konstruktionen aus Glas mit gleichem Rohr und Kanaldurchmesser, 


x Vorgetragen am 2. Oktober 1952 auf der Tagung der Osterreichischen Phy- 
sikalischen Gesellschaft in Wien. Vgl. Physik. Verh. 3, 224 (1952). 
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2. Die Versuchsanordnung. 


Wahrend der Entladungsmechanismus und insbesondere die Ionen- 
ausbeute von Ganzmetallkanalstrahlréhren in Untersuchungen von 
ZEEMANN und OrBaN [4], HaILer [5], ScHtTzeE [6] und KAMKE [7] 
behandelt wurden, so lagen iiber die Lichtausbeute bisher keine Unter- 
suchungen vor. Lediglich SHERWIN und DEMPSTER [8] wiesen im Zu- 
sammenhang mit der experimentellen Ermittlung der Feldverteilung 
einer Rohre nach HAILER [5] darauf 
hin, daB die mit einem solchen Rohr 
erzeugten Kanalstrahlen eine hdhere 
Leuchtdichte zu haben schienen als in 
einem gewohnlichen, ohne jedoch dieser 
Frage nachzugehen. 


In der vorliegenden Arbeit wurde 
ebenfalls von der von HAILER als Ionen- 
quelle angegebenen Konstruktion aus- 
gegangen, die aber fiir die Beobachtung 
der Lichtausbeute so umkonstruiert 
A 4 werden muBte, daB neben einer unab- 

hangigen Variation des Druckes im 

Entladungs- und im Beobachtungsraum 

auch eine Veranderung der ionenopti- 

schen Hilfsmittel im Entladungsraum 
moéglich war. Als Ergebnis einer lange- 
ren Entwicklung zeigt Fig. 1 die tech- 
nische Ausfithrung eines Ganzmetall- 
Fig. 1. Technische Ausfiihrung eines Ganz- kanalstrahlrohres, wie es in der vor- 


metallkanalstrahlrohres mit Ionenoptik. : : 
AdtdusarnibGa ssbtite hada wIC7 Karkoaet legenden Arbeit verwendet wurde. 


A Wasserstoffzufuhr; D DruckmeBleitung; q : : ¢ : : a 
P Pumplelinie, W ‘Runiwacser: Wie die Fig. 4 zeigt, sind die wasser. 


Be Beobachtungsraum. gekiihlte Kathode K und die stahlerne 
Hohlanode A durch ein DuranglasrohrG 
voneinander isoliert. Charakteristischerweise ist die aus mehreren Teilen 
A,, A, und A, zusammengesetzte Anode A bis nahe an die Kathode 
herangefiihrt und endet mit einer Lochblende B, deren Linsenwirkung 
auf die Ionen durch Blendendurchmesser und Abstand von der Kathode 
bestimmt wird. Die Veranderung dieser Parameter konnte nur nach Ab- 
schrauben des wassergekiihlten Anodenteils A, erfolgen. Dabei wurde 
entweder bei konstantem Blendendurchmesser der Abstand der Blende 
durch Verschieben des Blendenrohres A, oder bei konstantem Abstand 
der Blendendurchmesser durch Auswechseln der Blende B verandert. 
Der Abstand der Ionenlinse von der Kathode war mit Hilfe einer Nonius- 
ablesung reproduzierbar einstellbar. Die Anode lag auf Hochspannung - 


eens 
SSS Ube 
SE . ESH 
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und war zur Kiihlung iiber zwei Wasserwiderstiande direkt an die Wasser- 
leitung angeschlossen. 

3e1 den Untersuchungen war es notwendig, die Drucke im Be- 
obachtungs- und im Entladungsraum unabhingig voneinander zu ver- 
andern, um die Leuchtdichte des Strahls, einerseits bei konstantem 
Druck im Beobachtungsraum in Abhingigkeit von den wesentlichen 
Parametern im Entladungsraum und andererseits bei konstanten Ent- 
ladungsbedingungen und verschiedenen Beobachtungsdrucken, messen 
zu kénnen. Zu diesem Zweck war der Zwischenpumpraum in der Ka- 
thode durch eine Pumpleitung mit groBem Querschnitt an eine drei- 
stufige Hg-Diffusionspumpe angeschlossen und stand durch den aus- 
wechselbaren Kathodenkanal A, bzw. durch die ebenfalls auswechsel- 
bare Blende 5/ mit dem Entladungsraum bzw. mit dem Beobachtungs- 
raum in Verbindung, der an eine weitere Hg-Diffusionspumpe ange- 
schlossen war. Die Wasserstoffzufiihrungen der beiden Raume erfolgten 
getrennt voneinander und zwar durch eine Bohrung H in der Kathode 
zu dem Entladungsraum bzw. durch ein Glasrohr zu dem Beobachtungs- 
raum. Die Druckmessung in den beiden Raumen erfolgte ebenfalls 
getrennt durch je ein McLeopsches Manometer, im Entladungsraum 
durch die DruckmeBleitung D in der Kathode. Beim Zusammenbau 
des Entladungsrohres muBte naturgema8 groBter Wert auf eine genaue 
Zentrierung von Kathode und Anode gelegt werden, die durch besondere 
Justierlehren erleichtert wurde. 

Mit der geschilderten Anordnung war es méglich, die Leuchtdichte 
in Abhangigkeit von den wesentlichen Versuchsparametern des Ent- 
ladungsrohres systematisch zu untersuchen und auf diese Weise zu einer 
fiir eine hohe Leuchtdichte giinstigen Kombination derselben zu ge- 
langen. Damit beschaftigt sich der eine Teil der folgenden Ausfithrungen, 
wahrend in einem weiteren die Leuchtdichte dieses Rohres mit der- 
jenigen eines Kanalstrahlrohres der tiblichen Bauart aus Glas ver- 
glichen wird. Dazu wurde die Anode des Ganzmetallrohres samt dem 
Isolationszylinder gegen ein gleich weites Glasrohr von 300 mm Lange 
ausgewechselt, das mit einer flachen, wassergekiihlten Anode aus Kupfer 
abgeschlossen war. Angeregt wurden die Réhren mit einer Stabilivolt- 
anlage in GREINACHER-Schaltung. 

Bei den Versuchen wurde die Lichtemission jeweils in natiirlicher 
GréBe auf den Spalt eines Steinheilschen Spektrographen GH in mitt- 
lerer Brennweite (650mm) abgebildet, wobei das von den bewegten 
Kanalstrahlatomen herriihrende Leuchten, die ,,bewegte‘‘ Intensitdt, 
sowie das von den dagegen als ruhend zu betrachtenden Atomen des 
Fiillgases herrithrende Leuchten, die ,,ruhende“ Intensitat, durch Neigen 
des Rohres um 30° gegen die Vertikale voneinander getrennt wurden. 
Auf diese Weise war es méglich, den EinfluB der Versuchsbedingungen 
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nicht nur auf die Gesamtintensitat, sondern auch auf die ,,bewegte” 
und die ,,ruhende“ getrennt voneinander zu untersuchen. Die abgebil- 
dete Stelle des Kanalstrahls war bei allen Aufnahmen 58mm vom 
Eintrittsort des Kanalstrahls in die Kathode entfernt. Fir beide 
Versuchsrohre wurde fiir die Barmer-Linie H, eine groBe Zahl von 
Aufnahmen bei verschiedenen Versuchsbedingungen erhalten, von denen 
eine als Beispiel in Fig.2 wiedergegeben ist. Wie man sieht, sind ,,be- 
wegte’ und ,,ruhende“ Intensitat deutlich voneinander getrennt. 

Die Auswertung der Aufnahmen lief auf eine 
Bestimmung der jeweiligen ,,ruhenden“, der ,,be- 
wegten’’ sowie der Gesamtintensitat hinaus, die 
sodann von Aufnahme zu Aufnahme verglichen 
wurden. Zur Durchfiihrung eines solchen Vergleichs 
waren einmal die Belichtungszeiten aller Auf- 
nahmen untereinander dieselben (15 min), und zum 
anderen war auf jede Platte nach der Spektralauf- 
nahme ein Intensitatsstufenfilter mit der gleichen 
Belichtungszeit wie die Spektralaufnahme auf- 
genommen worden. Zur Bestimmung der jeweiligen 
Intensitaten wurden dann die Spektralaufnahmen 
ole, oe mit einem ZeEIssschen Registrierphotometer! aus- 
Winkel zwischen der Vi- gemessen, sodann die Schwarzungskurven in In- 
paetten em tensitatskurven umgezeichnet und schlieBlich die 

strahlen betrug 60°. Flacheninhalte unter diesen Kurven fiir bewegtes 

und ruhendes Leuchten mit einem Planimeter 
ermittelt. Diese Flachen, in den folgenden Figuren mit L bezeichnet, 
stellen bis auf einen bei allen Aufnahmen konstanten Proportiona- 
litatsfaktor, auf den es bei diesem Vergleich nicht ankommt, die Leucht- 
dichte dar. Der Fehler der Einzelmessung war etwa 10%, wie durch 
eine Anzahl von Messungen bei denselben Bedingungen festgestellt 
wurde. Alle in den Kurvendarstellungen eingetragenen MeBpunkte sind 
Mittelwerte aus mehreren, meistens drei Messungen und sind mit der 
Angabe des mittleren Fehlers versehen. 


3. MeBergebnisse und Diskussion. 


In den Kurven J und 2 der Fig. 3 sind die MeBergebnisse tiber die 
Abhangigkeit der Leuchtdichte des Kanalstrahls vom Durchmesser der 
Fokussierungsblende bei konstantem Abstand von der Kathode ein- 
getragen, wobei sich die Kurve J auf die Gesamtleuchtdichte bezieht, 
wahrend Kurve 2 allein das bewegte Leuchten beriicksichtigt. Bei diesen 


+ Das Photometer wurde uns freundlicherweise von Herrn Prof. Dr. Witte, 
Vorstand des Instituts fiir Chemische und Physikalische Réntgenkunde zur Ver- 
fiigung gestellt und wir méchten uns daher auch an dieser Stelle bestens bedanken.. 
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Versuchen wurde das Rohr stets bei einer Spannung von 20kV mit 
5 mA betrieben. Der Kathodenkanal hatte bei 1,5 mm Durchmesser 
eine Lange von 3mm und der Druck im Beobachtungsraum_ betrug 
4,1- 410° Torr. Wie man sieht, steigt die Leuchtdichte mit abnehmendem 
Durchmesser der Fokussierungsblende erheblich an, wobei das Verhiilt- 
nis von ruhender zu bewegter Intensitat etwa 1:2 ist und nahezu kon- 
stant bleibt. Gleichzeitig muB8te aber, um mit abnehmendem Blenden- 
durchmesser die Konstanz von Strom (5 mA) und Spannung (20 kV) 
am Entladungsrohr zu gewahr- re 
leisten, der Druck im Entladungs- 300,- 15 
raum #, entsprechend Kurve 3 in 
Fig. 3 wesentlich gesteigert werden. 
Dieses Verhalten ist offenbar 
dadurch begriindet, daB mit ab- 
nehmendem Blendendurchmesser 
bzw. zunehmender Brechkraft der 
elektrostatischen Linse die Ent- 
ladung immer starker konzentriert 
wird und ihr daher aber auch eine 
immer geringer werdende Flache 
auf der Kathode ‘zur Auslésung Be wea Se epee ae 
von Elektronen zur Verfiigung b—> 
steht. Damit aber trotzdem fiir Fig. 3. Abhangigkeit der Leuchtdichte des Kanal- 
7 strahls (in willkiirlichen Einheiten) bzw. des Druckes 
den Stromtransport geniigend a> “in Entladungsraum vom Durchmesser der Fokus- 
dungstrager zur Verfiigung bleiben, sernsblnde ei honantom Absiand dersaben 
werden dieselben offenbar in ver- Entladungsbedingungen. 
starktem Ma8e durch Ionisation 
im Gas gebildet, was nur durch eine Erhéhung des Entladungs- 
druckes bei gleichzeitiger Verringerung der freien Weglange der Ioni- 
sierung zu erreichen ist. Dazu mu8 noch erwahnt werden, da8 einer 
Verringerung des Durchmessers der Fokussierungsblende eine Grenze 
gesetzt ist, da schlieBlich die freie Weglange der Ionisierung so klein 
wird, daB sich die Entladung auch in den Raum zwischen den ebenen 
Flachen von Kathode und Anode ausdehnt, wodurch die axiale Strom- 
dichte wesentlich abnimmt und der Strahl nach und nach erlischt. Bei 
den der Fig.3 zugrunde liegenden Bedingungen war ein einwandfreier 
Betrieb des Rohres nur bei Blendendurchmessern bis herunter zu 10 mm 
zu erreichen. Um aber von vornherein giinstige und stabile Entladungs- 
bedingungen zu gewahrleisten, wurde bei allen folgenden Versuchen mit 


einem Blendendurchmesser von 15 mm gearbeitet. 


Fiir die weitere Auswahl giinstiger Werte wesentlicher Parameter —_ 


interessierte die Abhingigkeit der Leuchtdichte vom Abstanda der 
Fokussierungsblende von der Kathode bei konstantem Durchmesser der 
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Blende (15 mm). Bei den in Fig. 4 wiedergegebenen Messungen sind der 
Druck im Beobachtungsraum sowie die Entladungsbedingungen die- 
selben wie bei den Versuchen entsprechend Fig. 3. Die beiden Kurven J 
und 2 beziehen sich wieder auf die Gesamtleuchtdichte und die des 


bewegten Leuchtens. 


Aus den Messungen ergibt sich das interessante Resultat, daB bei 
einem Abstand der Fokussierungsblende von 6mm ein Maximum der 
Leuchtdichte vorliegt. Der Abfall ist nach beiden Seiten etwa gleich 
stark und nach rechts bis zu gréBeren Entfernungen hin zu verfolgen. 
Ein entsprechendes Verhalten zeigt der Druck im Entladungsraum, um 


200 


0 by 10mm 
a— 
Fig. 4. Abhangigkeit der Leuchtdichte 
vom Abstand a der Fokussierungs- 
blende von der Kathode bei konstan- 
tem Durchmesser der Blende (15 mm). 


dabei wieder die Konstanz von Strom und 
Spannung zu gewahrleisten; derselbe steigt 
mit wachsendem Abstand zunachst ebenfalls 
an und fallt nach dem Uberschreiten eines 
Maximums wieder ab. Fiir sehr groBe Ab- 
stande gelangt man zu Drucken, wie sie 
Kanalstrahlréhren der tiblichen Konstruk- 
tion bei diesem Rohrdurchmesser eigen 
sind, d.h. daB das Ganzmetallrohr in das 
iibliche tibergeht. Daraus ersieht man sehr 
deutlich das Vorhandensein einer fokussie- 
renden Wirkung des Ganzmetallrohres auf 
die Entladung und einer damit verbundenen 


Steigerung der Leuchtdichte. Dieser Sachverhalt wird aus den weiteren 
Messungen noch besser zu erkennen sein. 

Um die fokussierenden Eigenschaften einer solchen Feldanordnung 
zusatzlich von einer anderen Seite her zu erfassen, wurde der Potential- 
‘verlauf fiir verschiedene Elektrodenabstande und Blendendurchmesser 
im elektrolytischen Trog ausgemessen. Daraus ergab sich fiir den Po- 
tentialverlauf @(z) auf der Achse, wie man ihn fiir die Berechnung 
achsnaher und gering geneigter Bahnen geladener Teilchen bendtigt, 
naherungsweise der Ausdruck 


@(z) =1—e-**, (4) 


wobei die Potentialdifferenz zwischen Anode und Kathode gleich 1 
angenommen ist. In diesem Ausdruck bedeutet z die laufende Ko- 
ordinate, die von der Kathode (z= 0) zur Anode hin positiv gezahlt wird 
und # einen von Blendenabstand und Blendendurchmesser abhingigen 
Faktor, der aus den Potentialmessungen empirisch ermittelt wurde. Fiir 
jeden festen Wert von z wird das Potential um so gréBer, je mehr k 
zunimmt; bei groBem k steigt das Potential sehr rasch an. Fig. 5 zeigt 
die Abhangigkeit dieses Faktors k vom Durchmesser der Fokussierungs- 
blende bei konstantem Abstand (a= 3 mm), wahrend in Fig.6 die Ab- 
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hangigkeit des Faktors k vom Abstand zwischen Anode und Kathode 
bei konstanter Blendenéffnung (6 = 15 mm) dargestellt ist. Der Verlauf 
dieser Kurven ist derselbe wie von denjenigen in den Fig.3 und 4. Dem 
groBten Wert von & und damit dem steilsten Anstieg des Achsenpoten- 
tials @(z) entspricht demnach offensichtlich eine gréBte Konzentration 
des Ionenstrahls im Entladungsraum. 

Bei einem Kanalstrahlrohr der iiblichen Konstruktion wiirde sich 
fiir das raumladungsfreie Achsenpotential ein linearer Ausdruck 


(2) 


ergeben. A ist hierbei der Abstand zwischen Anode und Kathode, der 
in der GréBenordnung von 300 mm liegt. Der wesentlich steilere Anstieg 
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Fig. 5. Abhangigkeit des Faktorsk des Achsen- 
potentials ® (z) vom Durchmesser der Fokussierungs- 
blende bei konstantem Abstand (a= 3 mm) von der 


Fig. 6. Abhangigkeit des Faktorsk des Achsen- 
potentials ®(z) vom Abstand zwischen Kathode und 
Anode bei konstanter Blendendffnung 


Kathode. (b=15 mm). 

des Achsenpotentials beim Ganzmetallrohr, wie er aus dem Vergleich 
der Beziehungen (1) und (2) unmittelbar folgt, konnte vermuten lassen, 
daB ein Ganzmetallrohr einen geschwindigkeitshomogeneren Strahl 
liefert als ein gewOhnliches. Unter der groBen Anzahl von DOPPLER- 
Aufnahmen bei den verschiedensten Versuchsbedingungen fand sich 
jedoch keine, die diese Vermutung auch nur angenadhert gerecht- 
fertigt hatte, da alle Aufnahmen praktisch dieselbe Geschwindigkeits- 
verteilung wie die Dopprer-Aufnahmen der iiblichen Kanalstrahl- 
entladung ergaben. Dieser Befund stimmt mit den Untersuchungen von 
SHERWIN und DempsTER [8] iiber die Feldverteilung in einem HAILER- 
schen Kanalstrahlrohr iiberein. Eine Erklarung dafiir ergibt sich aus 
den im Zusammenhang mit der Fig. 3 entwickelten Gedankengingen. 
Infolge des wesentlich héheren Entladungsdruckes beim Ganzmetallrohr 
gegentiber der tiblichen Konstruktion werden die Ionisierungs- und Re- 
kombinationsweglangen stark verkiirzt, so da die Tiefe der Ionisie- 


rungs- und Rekombinationszone entsprechend verringert wird und damit 


die kathodennahe Zusammendrangung des nthe gna 9 in ihrer 
Wirkung wieder ausgeglichen erscheint. 


356 RupDOLF GEBAUER und ERWIN KREyYSZIG: 


Wihrend bei allen vorhergehenden Untersuchungen itiber die Wirkung 
der Fokussierungsblende auf die Leuchtdichte der Durchmesser der 
Kathodenbohrung den konstanten Wert von 1,5 mm hatte, wurde er 
bei der folgenden Versuchsreihe bei Festhalten der anderen Versuchs- 
parameter verandert. Das Ergebnis zeigen die Kurven 1 und 2 in Fig. 7. 
Der Druck im Beobachtungsraum betrug 4,1°10°-? Torr, die Fokus- 
sierungsblende hatte 15 mm Durchmesser und von der Kathode einen 
Abstand von 6 mm, wie er sich nach den vorausgegangenen Messungen 
als giinstig erwiesen hatte. Die Entladungsspannung betrug auch hier 
250 20 kV und der Strom 5 mA. Die 
beiden Kurven 7 und 2 steigen 


200 zunichst mit zunehmendem Ka- 

nalquerschnitt steil an, wiber- 

150 schreiten ein Maximum und fallen 

sodann wieder ab. Dieser Verlauf 
100 


ist offenbar dadurch bedingt, daB 
die Teilchenzahl des hindurch- 
tretenden Strahls und damit die 
Leuchtdichte mit gréBer werden- 
der Kanaléffnung ansteigt, ohne 
Fig. 7. Abbangigkeit der Leuchtdichte vom Durch- GaB sich die Entladung hierbei 
messer d des Kathodenkanals fur das Ganzmetallrohr wesentlich andert. Nun kann aber 
und das Vergleichsrohr. 

der Entladung nicht eine beliebig 
groBe Teilchenzahl entzogen werden, da der Entladungsmechanismus die 
durch die auftreffenden Ionen aus der Kathode austretenden Elektronen 
benotigt; diese Anzahl wiirde aber mit gréBer werdendem Kanalquer- 
schnitt bestandig abnehmen. Wie die Beobachtung zeigt, reagiert darauf 
die Entladung mit einer Verbreiterung, also einer Verminderung der 
Stromdichte in der Achse zugunsten achsenferner Entladungspartien. 
Damit nimmt aber der von dem Spektrographen ausnutzbare Antei! des 
gesamten Leuchtens schlieBlich ab. Dabei ist natiirlich eine geeignete 
Bemessung der fiir die Druckstufung im Beobachtungsraum notwendigen 
Blende B/ die Voraussetzung; sie hatte bei den vorliegenden Unter- 
suchungen rechteckigen Querschnitt (3,00,8 mm) und eine Tiefe von 
5mm. Als Resultat dieser Versuchsreihe ist ein Durchmesser des 
Kathodenkanals von 1,5 mm als giinstig hinsichtlich Leuchtdichte und 
Druckstufung anzusehen. Dieses Ergebnis wurde bereits bei den vor- 
hergehenden Versuchen verwertet. 

Auf Grund der vorhergehenden Untersuchungen sind nun die Ab- 
messungen eines Ganzmetallrohres fiir eine giinstige Leuchtdichte als 
bekannt anzusehen und es gilt jetzt, das Verhalten eines solchen Rohres 
fiir verschiedene Stromstarken und Spannungen sowie bei verschiedenen 
Drucken im Beobachtungsraum zu untersuchen und die Ergebnisse mit 
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denjenigen an einem Kanalstrahlrohr der iiblichen Bauart gewonnenen 
zu vergleichen. 

Zunachst wurde die beschriebene Abhingigkeit der Leuchtdichte 
vom Durchmesser des Kathodenkanals auch fiir das Vergleichsrohr 
untersucht. Die MeBergebnisse zeigen die Kurven J’ und 2’ der Fig: 7. 

. . r - . > s . 
Diese sind von demselben Typus wie die Kurven J und 2, nur wurde bei 
den Messungen an dem Vergleichsrohr das Maximum noch nicht er- 
reicht. Bei einer Betriebsspannung von etwa 20kV ist bei dem ver- 
wendeten Durchmesser des Vergleichsrohres der Pinsel der Entladung 


250 


Tf M...5 70 0 “torr 
3 Pp— 

Fig. 8. Abhangigkeit der Leuchtdichte vom Beobachtungsdruck fiir beide Réhrentypen. 
viel weniger konzentriert als bei dem Ganzmetallrohr, so daB das oben 
diskutierte Ausweichen des Kanalstrahls erst-bei-gr6Beren Durchmessern 
wirksam wird. Nach diesen Ergebnissen wird man aber in Uberein- 
stimmung mit den Erfahrungen an Kanalstrahlréhren den Kanal nicht 
groBer als 2mm wahlen. Der Vergleich der beiden Versuchsreihen zeigt 
deutlich die Uberlegenheit des Ganzmetallrohres um rund 100%. 

In Fig. 8 sind fiir die beiden Réhrentypen die MeBergebnisse tiber 
die Abhangigkeit der Leuchtdichte vom Beobachtungsdruck bei kon- 
stanten Entladungsbedingungen (20 kV, 5 mA) eingetragen, wobei sich 
die Kurven J und 2 wieder auf das Ganzmetallrohr und die Kurven 1’ 
und 2’ auf das Glasrohr beziehen. Wie man sieht, nimmt mit steigendem 
Druck die Leuchtdichte des bewegten und die des Gesamtleuchtens fiir 
beide Roéhren zu. Dabei iiberwiegt bei geringen Drucken die Leucht- 
dichte der bewegten Intensitaét die der ruhenden, wahrend mit zuneh- 
mendem Druck dieses Verhaltnis sich zugunsten der ruhenden Intensitat 
verschiebt. Die Zunahme der Leuchtdichte der ruhenden Intensitat mit 
dem Druck ist verstandlich, weil die Zahl der vom Strahl angeregten 
Ruhgasatome mit dem Beobachtungsdruck wachst. Die Kurven fiir das 
bewegte Leuchten zeigen in beiden Fallen ein Sattigungsverhalten, weil 
die Anzahl der bewegten Atome durch die Entladungsbedingungen vor- 
gegeben ist. Hinzu kommt eine mit dem Beobachtungsdruck wachsende 
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Streuung des Kanalstrahls, die sich in einer Verminderung der Leucht- 
dichte am Beobachtungsort auswirkt. Deshalb nimmt das bewegte 
Leuchten mit zunehmendem Druck schlieBlich wieder ab. Auch das 
ruhende Leuchten muB schlieBlich geringer werden, aber offenbar erst 
bei héheren Drucken. Auch hier ist die Leuchtdichte des Ganzmetall- 
rohres etwa doppelt so groB wie die des Glasrohres. 

Was die Abhingigkeit der Leuchtdichte von der Entladespannung 
bei konstanter Stromstirke anbelangt, so nimmt diese, wie Fig. 9 zeigt, 
im wesentlichen proportional mit der Spannung zu. Dieses Verhalten 
diirfte vor allem auf zwei Ursachen zuriickzufiihren sein. Einmal muB . 


Fig. 9. Abhangigkeit der Leuchtdichte von der Entladungsspannung fiir beide Rohrentypen bei konstanter 
Stromstarke (4 mA). 


im Entladungsraum bei konstanter Stromstarke der Druck mit zuneh- 
mender Spannung verringert werden, was eine bessere Konzentration 
der Entladung mit sich bringt, und das andere Mal wird mit zunehmender 
Spannung auch die Geschwindigkeit der Teilchen vergr6Bert und dadurch 
die Streuung an den Molekiilen des Fiillgases im Beobachtungsraum 
verringert. Beim Ganzmetallrohr zeigt sich bei Spannungen iiber 20 kV 
fiir das bewegte Leuchten eine geringe Abnahme des Anstieges. Ver- 
mutlich liegt dies daran, daB die Verbesserung der-Konzentration bei 
diesen Spannungen insofern nicht mehr so wirksam wird, weil sie von 
der nach Untersuchungen von HANLE [9] mit der Spannung ansteigenden 
StoBausléschung vollig verdeckt wird. 


Die Versuchsergebnisse itber die Abhangigkeit der Leuchtdichte von 
der Entladungsstromstarke bei konstanter Spannung (20kV) zeigt 
Fig.10 fiir beide Rohrentypen. Mit zunehmender Stromstarke steigt — 
die Stromdichte in der Achse der Entladung und damit die Zahl der 
durch den Kanal hindurchtretenden Teilchen. Damit erhéht sich sowohl 
das bewegte als auch das ruhende Leuchten mit zunehmender Ent- 
ladungsstromstarke. Wie man aus den Kurven entnimmt, ist unter den 
vorliegenden Bedingungen das Verhdltnis zwischen beiden nahezu kon- 
stant. Auch aus diesen MeBreihen erkennt man die Uberlegenheit des 
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Ganzmetallrohres gegeniiber dem Glasrohr. Einmal ist schon bei glei- 
cher Leistung die Leuchtdichte wesentlich hoéher und hinzu kommt als 
weiterer giinstiger Umstand eine héhere Belastbarkeit der Metall- 
konstruktion, wobei die bisherigen Leistungen am Rohr durch eine etwas 
veranderte Konstruktion sicher noch erhéht werden kénnen. 

Das beschriebene Rohr hat sich bei den Untersuchungen zwar recht 
gut bewahrt, wies aber in der Abfiihrung der Verlustleistung noch einige 
Mangel auf, so daB seine Belastbarkeit durch die Erwarmung der Kitt- 
stelle zwischen der Kathode und dem Isolationszylinder begrenzt war. 
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Fig. 10. Abhangigkeit der Leuchtdichte von der Entladungsstromstarke fiir beide Rdhrentypen bei 
konstanter Spannung (20 kV). 


Verbesserungen in dieser Richtung lassen eine weitere Erhéhung der 
Leuchtdichte erwarten. Parallel dazu ware bei einem Umbau des Rohres 
auch der mechanische Aufbau der Anode zu verbessern. Nach Fig. 1 
ist die Anode wegen des Blendenwechsels aus den Teilen A,, A, und A, 
zusammengesetzt, wobei aber beim Verschrauben der Teile A, und A, 
der Isolationszylinder trotz kraftiger Halterung mechanisch erheblich 
beansprucht wird. Wiirde man das Blendenrohr A, nicht wie bisher 
durch die Anode, sondern durch die Kathode hindurch herausnehmen, 
so brauchte die Anode nicht mehr zum Offnen eingerichtet zu sein. Damit 
kénnten A, und A, zu einem Teil zusammengefaBt werden, die Verschrau- 
bung samt der Dichtung wiirden entfallen und der Anodenflansch kénnte 
klein und leicht gehalten werden. Ferner lieBe sich der Zwischenpump- 
raum noch etwas verkleinern und entsprechend auch die Entfernung 
zwischen der Eintrittsstelle des Kanalstrahls und dem Beobachtungsort. 
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Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir allerbestens fiir 
die Uberlassung des Spektrographen (GH-Steinheil), durch den die ~ 
Untersuchungen erméglicht wurden. : 
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Der Mechanismus 
des Lewis-Rayleigh-Nachleuchtens 
des aktiven Stickstoffs*. 
Von 
LUDOLF-HEINRICH REINECKE. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 6. Februar 1953.) 


Auf Grund der Dissoziationsenergie des Stickstoffmolekiils von D(N,) =9,76 eV 
werden im ersten Teil die bisherigen Nachleuchttheorien diskutiert. Dabei fiihren 
Uberlegungen iiber die Rekombination der N-Atome im DreierstoB zu der Erkennt- 
nis, da8 die Intensitatsverteilung des Nachleuchtspektrums durch eine Uber- 
lagerung derartiger Rekombinationsvorgange sowohl an N,-Molekiilen als auch 
mit groBer Wirksamkeit an Fremdgasmolekiilen zu deuten ist. Im zweiten Teil 
werden die Ergebnisse von experimentellen Untersuchungen aufgefiihrt, welche 
die theoretischen Uberlegungen bestatigen. 


In einer Reihe neuerer Arbeiten1.2;%,4,5 wird fiir die Dissoziations- 
energie des Stickstoffmolekiils der Wert D(N,) = 9,76eV_ (frither 
7,38 eV) gefordert. Das laBt eine kritische Uberpriifung der Theorien 
uber das Nachleuchten des aktiven Stickstoffs notwendig erscheinen. 
Die folgende Untersuchung beschrankt sich dabei auf das sog. LEwis- 
RAYLEIGH-Nachleuchten des aktiven Stickstoffs®. Dieses wird beim 
Abpumpen des nachleuchtenden Gases aus einer geeigneten, anregenden 
Entladung oder nach Abschalten dieser Entladung beobachtet, besitzt 
eine groBe Lebensdauer (bis zu Stunden) und gestattet damit, die Vor- 
aussetzung zu machen, daB kurzlebige, angeregte Partikel aus der Ent- 
ladung fiir den Reaktionsmechanismus des Nachleuchtens keine Rolle 
mehr spielen kénnen. Es wird das erste positive Bandensystem des 
Stickstoffs (B°/7,—> A*X,) in einer charakteristischen Intensitatsver- 
teilung mit einer maximalen Anregungsenergie von 9,8eV emittiert. 


* Die vorliegende Arbeit gibt die wichtigsten Gedankengange und experimen- 
tellen Ergebnisse einer vom Verfasser an der T. H. Braunschweig eingereichten 
Dissertation wieder (Braunschweig, 28. Juli 1952). : 

1 Gaypon, A. G.: Nature, Lond. 153, 407 (1944). 

2 Gaypon, A. G.: Dissociation Energies and Spectra of Diatomic Molecules. 
London 1947. 

3 Carrio, G., u. L. REINECKE: Abh. Braunschw. Wiss. Ges. I, 8 (1949). 

4 GLocKLER, G.: J. of Chem. Phys. 16, 600, 602, 604 (1948). 

5 Kopineck, H. J.: Z. Naturforsch. 7a, 314 (1952). 

6 J. Kaptan [Phys. Rev. 50, 390 (1936)] unterscheidet beim Stickstoffnach- 
leuchten zwischen dem LEwis-RayLEi1cH-Nachleuchten und dem , Auroral-A fter- 
glow‘ oder Nordlicht-Nachleuchten. Einzelheiten und Zitate iiber letzteres siehe 
G. Carto und U. Stitzte [Z. Physik 133, 209 (1952)]. 
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Besonders bemerkenswert ist die selektive Anregung der B,.- und 
B,,-Schwingungsniveaus, welche gerade bei bzw. unterhalb dieser maxi- 
malen Anregungsenergie legen’. 


! ‘ | y~ 
uti siitiedilie Wiraitee wal aaatlas 
Fig.1. Potentialkurven mit eingezeichneten Schwingungsniveaus der drei niedrigsten Elektronenkonfi- 
gurationen des N,-Molekiils. (Erstes positives Bandensystem entspricht Ubergang B*I/,—>A *2{f; 
Pr = Pradissoziationsstelle.) 


Diskussion der theoretischen Méglichkeiten. 

Nach der Carto-KaptAnschen Theorie soll die selektive Anregung 
durch St6Be zweiter Art zwischen metastabilen N,-Molekiilen (im A*27% 
Zustand) und metastabilen N (?P)- bzw. N (2D)-Atomen erfolgen. 

N (??P) + Ng (Ao) > N(*S) + No (Bio), (1a) 

N(*D) + Nz (Ao) >N(#S) + No (Be) - (1b) 

Es ergibt sich bei Verwendung der héheren Dissoziationsenergie nun die 

Schwierigkeit, daB der angegebene NachlieferungsprozeB fiir 2P-Atome 

Nz (Ao) + No (4) >N(*S) +N(P) +N, (X) (2a) 

Nz (Ao) + Ng(4o) > N (4S) +N(?D) +N, (X), (2b) 

d.h. also die Dissoziation eines N,-Molekiils und die Anregung eines 

Atomes zum *P-Zustand mit Hilfe der Anregungsenergie zweier N,(A)- 
Molekiile energetisch nicht mehr méglich ist (Differenz 4 eV). 


Es bleibt zunachst nur die Méglichkeit, daB 2D-Atome gemaB einem 
(2a) analogen StoBprozeB (2b) gebildet werden und die Anregung nach 


1 KnEsER, H. O.: Ergebn. exakt. Naturw. 8, 229 (1929). 
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(1b) hervorrufen. Da nun die Lebensdauer der metastabilen N,(A)-Mole- 

ktile gegeniiber Strahlung héchstens etwa 10°* sec betragt!, werden die 

von der Entladung stammenden A-Molekiile sehr schnell verbraucht 

sein. Ihre Nachlieferung erfolgt zwar durch den Strahlungsvorgang des 
Nachleuchtens 

N.(Bs) > N,(A) tho; (3) 


aber, da zur Anregung eines (B,)-Molekiils (1b) zwei (B,)-Molekiile 2 
strahlen miissen (3), um die fiir (2b) erforderlichen zwei A-Molekiile 
zu schaffen, erschépft sich dieser Zyklus sehr schnell. 

Da also auch keive 2D-Atome in geniigender Anzahl nachgebildet 
werden, spielt der CARIo-KApLANsche ProzeB also nur so lange eine 
Rolle, als von der anregenden Entladung geniigend metastabile Atome 
vorhanden sind. Die maximalen Lebensdauern der noch aus der Ent- 
ladung stammenden ?P- und ?D-Atome gegentiber Strahlung betragen? 


SD ITASEG. 2D: ~4-10' sec. 


Sie unterscheiden sich also um vier Zehnerpotenzen. Wahrend der 
Dauer des Nachleuchtens beobachtet man trotz der unterschiedlichen 
Lebensdauern der metastabilen Atome keine wesentliche Anderung der 
selektiven Anregungen. Daraus kann man schlieBen, daB eine Anregung 
durch, aus der Entladung stammende, metastabile Atome ausschlieBlich 
innerhalb oder in unmittelbarer rdumlicher und zeitlicher Nahe der 
Entladung mit groBer Wahrscheinlichkeit erfolgt. An dieser Stelle ergibt 
sich allerdings aus einer Berechnung der StoBzahlen fiir den ProzeB (1b), 
daB er den spater zu besprechenden Anregungsprozessen durch Rekom- 
bination bei einer plausiblen ?D-Anfangskonzentration um eine GréBen- 
ordnung iiberlegen ist. Die metastabilen Atome verlieren also hierbei 
und durch StéBe mit der Wand schon friihzeitig ihre Anregungsenergie 
und kommen fiir das langdauernde Lrwis-RAYLEIGH-Nachleuchten 
nicht mehr in Frage. 

Als weitere Anregungsméglichkeit des Nachleuchtens ist schon seit 
langem 4; 5,® die Rekombination von N-Atomen erkannt worden. Hierbei 
ist die zur Verfiigung stehende Energie gleich der Dissoziationsenergie 
zuziiglich von kinetischer Energie der Atome. Das stimmt bei Ver- 
wendung des neuen D(N,)-Wertes (9,76 eV) gerade mit der maximalen 


1 Janin, J.: Diss. Paris 1946. 

2 Die Bruttobilanz der Prozesse (1b) und (2b) erfordert drei N,(Ao), d.h. 
drei strahlende (B,)-Molekiile. Eines dieser N,(Ay) wird jedoch durch Rekombina- 
tion der in (1b) und (2b) gebildeten N(+S) nachgeliefert (s. weiter unten). 

3 NicoLet, M.: Le probléme atomique dans l’atmosphére supérieure. Inst. roy. 
metéor. de Belg. Mémoires XI. — Ta-You-Wu: Phys. Rev. 66, 65 (1944). 

4 Lewis, P.: Astrophys. J. 18, 258 (1903). 

5 SponeR, H.: Z. Physik 34, 622 (1925). 

6 Hepp, H., u. H. Sponer: Phys. Rev. 59 (1941). 
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Anregungsenergie des Nachleuchtens tiberein, was sehr fiir diesen Me- 
chanismus spricht. Allerdings ist die Art, in der die insgesamt verfiigbare 
Energie auf ein N,-Molekiil vereinigt wird, und zu dessen Anregung in 
den B-Zustand fiihrt, bisher nicht befriedigend geklart worden. Erst 
kiirzlich hat OLDENBERG! noch darauf hingewiesen, daB die Vorstellung, 
die im rekombinierenden Molekiil zunachst als Schwingungsenergie vor- 
handene Energie wiirde als Elektronenanregungsenergie von einem 
dritten StoBpartner iibernommen, nicht richtig sein kann. Diese Frage 
und die weitere, ob die relativ seltenen DreierstéBe fiir die beobachtete 
Intensitat des Nachleuchtens verantwortlich gemacht werden kénnen, 
sollen im folgenden untersucht werden. 


Grundsatzlich kann eine Rekombination von Atomen nur erfolgen, 
wenn das neugebildete Molekiil entweder durch Energieabgabe stabil 
wird oder unter Beibehaltung seiner Rekombinationsenergie durch 
einen ,,strahlungslosen Ubergang‘‘ einen neuen stabilen Elektronen- 
zustand einnimmt. Eine Energieabgabe durch Strahlung hat eine ver- 
schwindend geringe Wahrscheinlichkeit, da die StoBdauer zwischen den 
Atomen (etwa 10718 bis 10-14 sec) im allgemeinen um 5, im Falle des 
A-Zustandes sogar um 10 Zehnerpotenzen unter der Lebensdauer gegen- 
iiber Strahlung liegt. Ein strahlungsloser Ubergang beim ZweierstoB, 
also eine Rekombination als inverse Pradissoziation, ist beim N, tiber 
die von VAN DER ZIEL? und anderen untersuchte Pradissoziation im 
Byo-Niveau denkbar?. Da sie aber, solange keine St6rung der Potential- 
verhaltnisse hinzukommt, eine sehr geringe Ubergangswahrscheinlichkeit 
besitzt, die auch nur fiir wenige Rotationsniveaus die GréBenordnung 
eines Ubergangs unter Strahlung erreicht, kann dieser Fall ebenfalls 
unberiicksichtigt bleiben. 


Es kommt also nur eine Rekombination im DreierstoB in Frage. 
Vorstellungen tiber die Wahrscheinlichkeit eines DreierstoBes bzw. iiber 
die Ermittlung der StoBzahlen sind von W. STEINER‘ und A. EucKEN® 
entwickelt worden. Danach kann man sich den DreierstoB auf zwei 
Arten denken. 


Einmal kénnen zwei Atome in ihren gegenseitigen EinfluBbereich 
gelangen und wahrend der kurzen StoB8dauer ein Quasimolekiil bilden, 
auf das ein drittes Molekiil trifft. Die Konzentration dieser Quasi- 
molekiile und damit die Zahl der Dreierst68e hangt in starkem MaBe 
auBer von der Haufigkeit der StéBe zwischen zwei N-Atomen von der 
Dauer dieser St6Be, d.h. der Lebensdauer der Quasimolekiile ab. Diese 


1 OLDENBERG, O.: Phys. Rev. 87, 786 (1952). 

2 ZrEL, A. VAN DER: Physica, Haag 4, 373 (1937). 

° Cario, G., u. L. Reinecke: Abh. Braunschw. Wiss. Ges. I, 8 (1949). 

* STEINER, W.: Z. phys. Chem. Abt. B 15, 263 (1932). 

° Eucxen, A.: Lehrbuch der Chemischen Physik, Bd. Il/1. Leipzig 1943. 
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StoBdauer ist um so kleiner, je starker das Potential ist, unter dem die 
beiden Atome miteinander stoBen. W. STEINER erhielt sie, indem er 
das Zeitintegral beim Durchlaufen der bekannten Potentialkurve des 
stabilen N,-Molekiils bestimmte. 

Zum anderen kann ein Atom mit einem Molekiil zusammentreffen 
und mit diesem gemeinsam ein neues Quasimolekiil bilden, auf das dann 
ein weiteres Atom trifft. Hierbei geht die Rekombination in unmittel- 
barer Nahe des den Vorgang ermdéglichenden Molekiils vonstatten, so 
daB dessen Potential fiir die rekombinierenden Atome eine starke 
Stérung bedeuten wird. Die Lebensdauer dieses zweiten Quasimolekiils 
ist bei sehr kleinen Anziehungskraften zwischen Atom und Molekiil, die 
in der Gré8enordnung der VAN DER WAAtschen Krafte liegen, wesent- 
lich gréBer als bei den Quasimolekiilen, die von zwei N-Atomen unter 
starken Bindungskraften gebildet werden. 

Fir die Errechnung der Anzahl der Dreierst6Be spielt weiterhin die 
GréBe der StoBradien eine Rolle. Diese kénnen beim StoB zwischen 
zwei Atomen nach W. STEINER aus dem Verlauf der wirksamen Poten- 
tialkurve und der GréSe der mittleren kinetischen Energie, welche die 
beiden Atome in Richtung ihrer Kernverbindungslinie haben, abge- 
schatzt werden. Daraus ergibt sich, daB die StoBradien beim Ubergang 
zu tieferen Temperaturen gréBer werden. Diese Zunahme betragt bei 
den relativ steilen Potentialkurven des A- und X-Zustandes des N,- 
Molekiils bei Temperaturerniedrigung von Zimmertemperatur auf 
—180 °C nur etwa 10%, muB aber bei breiten Potentialmulden mit 
relativ schwachem Minimum viel gréBere Werte annehmen. 

Bei einer Durchrechnung der StoBzahlen wurden folgende StoB- 
prozesse angenommen: 


I. Rekombination im ZweierstoB in den N,(A)-Zustand und nach- 
folgende Stabilisierung durch Emission N,(A)—>N,(X). 

II. Rekombination in den N,(A)- oder N,(X)-Zustand und Stabili- 
sierung durch einen StoB mit einem N,-Molekiil (DreierstoB). 

III. Anlagerung eines N-Atoms an ein N,(X)-Molekiil und StoB 
eines weiteren N-Atoms mit Rekombination in unmittelbarer Nahe des 
N,(X)-Molekiils (DreierstoB). 

Aus den Reapacn iets Pridissoziationsstellen im B(*lT,)- und im 

a(JI,)-Zustand?,?, geht hervor, daB aus der Atomtermkombination 
4544S auBer den bekannten A*2j- und X127/-Molekiiltermen noch 
die Bildung weiterer Molekiilzustande misclien, ist, denen man aus 
theoretischem Grunde die Terme 5X und 72’ zuordnet*. Da diese-als_ 


1 ZreL, A. VAN DER: Physica, Haag 4, 373 (1937). 

2 ZreL, A. VANDER: Physica, Haag 1, 353 (1934). as 
3 HERZBERG, G.: Briefliche Mitteilung 1951. 

4 HeRzBERG, G.: Molekiilspektren und Molekiilstruktur, Bd. I. Dresden 1939. 
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End- oder Ausgangsniveaus von Molekiilspektren bisher nicht beobachtet 
wurden, kénnen sie nur reine AbstoBungspotentialkurven oder solche 
mit einem verschwindend kleinen Minimum besitzen. Wird dieses in 
der GréBenordnung einer VAN DER WAALschen Bindung angenommen, 
so kann man unter Annahme der oben besprochenen inversen Pra- 
dissoziation zu einem weiteren StoBprozeB IV kommen, der in seiner 
Art dem unter II. aufgefiithrten entspricht. 

IV. Rekombination iiber den N,(°X) oder N,(72)-Zustand und die 
Pridissoziationsstelle in den N, B-Zustand bei einem Sto8 mit einem 
N,-Molekiil (DreierstoB). 

In nachstehender Tabelle 1 sind die hierbei errechneten effektiven 
StoBzahlen z und die Halbwertszeiten ¢ (in der die Zahl der StoBe auf 

die Halfte herabgesunken ist), auf- 


Tabelle 1. gefiihrt 1. 
Effektive eh aateeeuedeetua Daraus geht hervor, daB nur die 
ProzeB StoBzahl z R 5 

te =e letzten drei StoBprozesse in Frage 
kommen und dabei die StoBpro- 

| ; 
rs 615° 108 | We = 40° zesse III und IV um mehr als eine 

| 1,94-40 | 49 PA STE 

ut. | 3,49+ 10! | 33 GroBenordnung haufiger verlaufen. 
T Vie tint 2,802 4012 bs 35 Der Mechanismus des StoBprozesses 


II, nach dem bisher die Anregung 
des B°/7,-Niveaus so schwer verstandlich war?, ist also verhaltnismaBbig 
unwahrscheinlich. Wahrend der Sto8prozeB IV als angeregte Molekiile 
nur B-Molekiile liefert, kann man bei Sto8prozeB III zunachst nichts 
tiber die Wahrscheinlichkeit der Bildung von B-, A- oder X-Molekiilen 
aussagen. Sicher ist eine sehr starke St6érung der Potentialverhaltnisse 
des rekombinierenden Molekiils vorhanden, so daB sich in groBem MaBe 
ahnlich wie bei IV B-Molekiile bilden k6nnen. Die Wahrscheinlichkeit 
hangt stark davon ab, welche Energien der dritte StoBpartner aufzu- 
nehmen vermag. Setzt man ganz grob fiir alle Molekiilzustande, die sich 
bilden kénnen, gleiche StoBausbeute und gleiches statistisches Gewicht 
an, so werden mindestens etwa ?/, der nach III und IV angeregten 
Molektile B-Molekiile sein. Es tritt also itberwiegend der Fall ein, daB 
die beiden~N-Atome nach ProzeB III und IV unter Wirkung ganz 
schwacher Bindungskrafte zusammentreten, ihre Rekombinationsenergie 
als potentielle Energie vollerhalten bleibt und eine Umlagerung der 
Elektronenkonfiguration in den stabilen B-Zustand erfolgt. Hierbei ist 
die Anwesenheit des dritten StoBpartners nur als eine Art Katalysator 
erforderlich, der fiir eine geniigend groBe Stérung der Potentialverhalt- 


1 Der Rechnung lagen folgende Werte zugrunde: Druck »=0,2 Torr, Tem- 
peratur T’ = 293° K, Dissoziationsgrad 1%, nahere Einzelheiten s. FuBnote 4, S. 369. 


* OLDENBERG, O.: Phys. Rev. 87, 786 (1952). 
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nisse sorgt, um diesen strahlungslosen Ubergang in den stabilen Mole- 
kulzustand mit hoher Wahrscheinlichkeit zu erméglichen. 

Bei einem Vergleich der errechneten Halbwertszeiten mit den experi- 
mentell beobachteten mu8 man beachten, daB die StoBausbeute bei 
der Rechnung gleich 1 gesetzt wurde, die Halbwertszeiten bei einer 
geringeren Ausbeute also gréBer werden. Experimentell findet man im 
allgemeinen noch kiirzere Halbwertszeiten. Das ist dadurch zu erklaren, 
daB einmal die Rekombination von N-Atomen haufig an den Wandungen 
der Apparatur erfolgen wird!, man also immer eine Uberlagerung von 
Wandrekombination und Volumenrekombination hat, und zum anderen 
beigemengte Fremdgase als dritte StoBpartner bei der Rekombination 
noch eine groBe Rolle spielen kénnen. 

Wie oben beschrieben, ist die Rekombination vornehmlich als eine 
Art inverse Pradissoziation in Gegenwart eines dritten StoBpartners 
anzusehen. Dabei sollte zunachst zu erwarten sein, daB die gesamte 
Rekombinationsenergie beim rekombinierten Molekiil bleibt und damit 
die Nachleuchtemission nur vom B,,-Niveau ausgeht. Die Untersuchung 
des Nachleuchtspektrums ergibt aber auch Banden wechselnder Inten- 
sitat, die von niederen Schwingungsniveaus ausgehen (s. z. B. Fig. 2und3). 
Daraus geht hervor, daB der dritte StoBpartner auch hier in der Lage 
sein muB, gewisse Energiebetrage zu iibernehmen. Eine Abgabe von 
Schwingungsenergie des rekombinierten Molekils durch nachfolgende 
St6Be ist nicht wahrscheinlich, weil man das N,-Molekiil nach BETHE 
und TELLER?:;* diesem Vorgang gegentiber als metastabil ansehen kann 
und auBerdem bei den tiblichen Drucken die Zeit zwischen zwei St6Ben 
im Mittel 10~* sec betragt, wahrend die Lebensdauer gegentiber Strah- 
lung hier nur 10-* sec ausmacht. Es besteht also auf Grund dieser Tat- 
sache die Méglichkeit, aus der Intensitatsverteilung des Nachleucht- 
spektrums Riickschliisse zu ziehen, welche Energiebetrage der dritte 
StoBpartner auf Grund seiner Quantenzustande aufzunehmen vermag. 
Zunichst ist folgende Uberlegung zu treffen. Da die thermisch bedingte 
kinetische Energie der stoBenden Atome (0,014 bis 0,1 eV) klein ist gegen- 
-tiber den Energieanderungen, die durch Ubertragung von Elektronen- 
anregungsenergie auf den dritten Stofpartner entstehen kénnen, darf 
man beim dritten StoBpartner wie bei einem StoB zweiter Art das 
FRANK-CONDON-Prinzip nicht auBer acht lassen. Das FRANK-CONDON- 
Prinzip bezieht sich hier in einem etwas weiter gefaBten Sinne auf den 


1 HERZBERG, G.: Z. Physik 49, 512 (1928). 

2 Betue, H.A., u. E. TELLER: Deviations from Thermal Equilibrium inv Shock 
Waves. Rep. No. X-117. Ballistic Res. Labor, Aberdeen 1945. 

3 EuckEN, A., u. BECKER: Z. phys. Chem. Abt. B 27, 235 (1934). — EuckEn, A., 
- Jaacks: Z. phys. Chem. Abt. B 30, 85 (1935). — Eucken, A., u. E. NEUMANN: 
Z. phys. Chem. Abt. B 36, 163 (1937). 
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Vorgang der Verteilung der Gesamtenergie wahrend des DreierstoBes 
auf die beiden zum SchluB zuriickbleibenden N,-Molekiile. Demnach 
kann man annehmen, daB sich bei einer Rekombination im DreierstoB 
ahnlich wie bei einem StoB zwischen zwei Molekiilen die Schwingungs- 
energie des dritten StoBpartners, hier also des stabilen N,-Molekiils, 
in der Regel héchstens um ein Schwingungsquant bzw. bei Uber- 
tragung von Elektronenanregungsenergie der Kernabstand nur um 
kleine Betrage andert. 

Uber das rekombinierende N5-Molekiil kann man wahrend der Re- 
kombination nur aussagen, daB es einen durch die Rekombinations- 
energie gegebenen Gesamtenergieinhalt besitzt und die Annaherung der 
beiden Atome bei der auBerst schwachen Anziehung verhaltnismabig 
langsam erfolgt. Die potentielle Energie selbst besitzt wegen des sto- 
renden Potentials des dritten Sto8partners und wegen der gegentiber 
einem stabilen Molekiil kurzen Lebensdauer sicher eine weitgehende 
Unscharfe, so daB hier das FRANK-CONDON-Prinzip mzcht zu_beriick- 
sichtigen ist. 

Die Aufteilung der Rekombinationsenergie wird also im wesentlichen 
nur durch die Energiespriinge festgelegt, welche der dritte StoBpartner 
auf Grund seines Termschemas und des FRANK-CONDON-Prinzips aus- 
fiihren kann. Das bedeutet fiir ein N,(X)-Molekil, daB es etwas Schwin- 
gungsenergie und bei Anregung des a- oder A-Niveaus nur Elektronen- 
anregungsenergie von mehr als 5 eV aufnehmen kann. Es ist also bei 
der Rekombination als dritter StoBpartner verhaltnismaBig ungeeignet 
und kann im al]lgemeinen nur eine Bevorzugung der B,)-, B,,- und B,,- 
Zustande beim rekombinierten Molekil hervorrufen. 

Die experimentellen Untersuchungen des LEwis-RAYLEIGH-Nach- 
leuchtens zeigen tibereinstimmend, daB das Nachleuchten nur bei einem 
bestimmten Zusatz von Fremdgasen beobachtet werden kann!. Das 
1aBt vermuten, daB bestimmte Fremdgase auch beim eigentlichen Re- 
kombinationsvorgang als dritte StoBpartner eine Rolle spielen. Da ihre 
Konzentration nur gering (~0,1%) zu sein braucht, muB die dadurch 
bedingte geringe StoBwahrscheinlichkeit durch einen gréBeren Wir- 
kungsbereich und durch eine langere Lebensdauer der Quasimolekiile 
ausgeglichen werden. In den iiberwiegenden, experimentell realisierbaren 
Fallen ist ein gewisser Sauerstoffgehalt vorhanden, der in der Entladung 
zu den verschiedenen Stickstoffsauerstoffverbindungen fiihrt, die durch- 
weg auf Grund ihres Dipolmoments oder ihrer gewissen Affinitat zu 
den N-Atomen die obigen Bedingungen erfiillen. In diesem Fall darf 
man annehmen, da das Quasimolekiil nicht nur wahrend des eigent- 


* Prrant, M., u. E. Lax: Wiss. Veréff. Siemens-Konzern 2, 203 (1922). — HERz- 
BERG, G.: Z. Physik 26, 885 (1928). — Wittey, E. B. J.: J. of Chem. Soc. 1930, 
SOO. 
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lichen StoBvorganges bestandig ist, sondern daB es gewissermaBen durch 
eine Art Adsorption der N-Atome an den mehratomigen Fremdgas- 
molekiilen gebildet wird. Ersetzt man z.B. beim StoBprozeB III die 
N,-Molekiile durch NO,-Molekiile als dritte StoBpartner in einer 
Konzentration von 0,1% und nimmt man an, daB sich N-Atome nur fiir 
die Dauer von etwa 10~*sec an dieses dreiatomige Molekiil anlagern, 
so erhalt man fiir die Nachleuchtdauer Halbwertszeiten von wenigen 
Sekunden. Eine Lebensdauer von 10-*sec liegt zwar um drei Zehner- 
potenzen hoher als diejenigen der N-N- und N,-N-Quasimolekiile, wie 
sie in den oben durchgerechneten Prozessen angenommen wurden; sie 
ist aber noch um eine GréBenordnung geringer als die Lebensdauer gegen- 
uber Lichtemission, so da8 derartige Quasimolekiile spektroskopisch 
noch nicht nachweisbar sind. Die Wirksamkeit der Fremdgase mu 
auch aus der Anderung der Intensititsverteilung des Nachleuchtspek- 
trums bei Anderung des Fremdgaszusatzes hervorgehen. Denn nach den 
oben besprochenen Uberlegungen miissen Fremdgase als dritte StoB- 
partner in der Lage sein, andere Energiebetrage, als es den N,-Molekiilen 
moglich war, zu tibernehmen und damit die Besetzungswahrscheinlich- 
keiten der Schwingungsniveaus im 5-Zustand zu andern. 


Besonders mehratomige Fremdgase mit ihrer groBen Termmannig- 
faltigkeit werden in der Lage sein, eine groBe Skala eng beieinander 
liegender Energiequanten aufzunehmen und damit eine verhaltnismaBbig 
gleichmaBige Besetzung auch der niederen Schwingungsniveaus 1m B- 
Zustand hervorrufen. Dann ware die Intensitatsverteilung des Nach- 
leuchtspektrums durch Uberlagerung von Rekombinationsprozessen im 
Dreiersto8 sowohl an N,-Molekiilen als auch an Fremdgasmolekilen 
zu deuten. 


Experimentelle Untersuchungen. 


Zur Priifung der angefiihrten theoretischen Uberlegungen wurden 
umfangreiche experimentelle Untersuchungen! angestellt, von denen 
hier nur die wesentlichsten Ergebnisse genannt werden sollen. 


Versuchsbeschreibung. Bei 0,1 bis 0,5 Torr str6mte Bombenstickstoff 
durch eine elektrodenlose Ringentladung, um dort zum Nachleuchten 
angeregt zu werden. Das nachleuchtende Gas wurde aus dem Anregungs- 
gefaB (5 Liter Inhalt) mit Hilfe einer Quecksilberdiffusionspumpe 
laufend abgepumpt und dabei in hinreichender Entfernung von der Ent- 
ladung durch ein vertikal stehendes weites Beobachtungsrohr (60 cm 
Lange, 5 cm Durchmesser) gefiihrt. Am Anfang dieses Rohres konnten 
durch eine feine Diise dem leuchtenden Stickstoff Zusatzgase zugemischt 
werden. AuBerdem waren die Wandungen durch Eintauchen in ein 


‘REINECKE, L.: Diss. Braunschweig 1952. 
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groBes DEwAR-GefaB als Thermostaten auf Temperaturen von —180°C 
bis 100° C zu bringen. Das Nachleuchten im Beobachtungsrohr wurde 
mit Hilfe eines lichtstarken 4-Prismenspektrographen (Kollimatorbrenn- 
weite: 72cm, Kamerabrennweite: 14cm, Kameraéffnung 1:1,4) auf- 
genommen. Als Plattenmaterial dienten Kodak-IR-, -IN- und -IZ-Platten. 


Ergebnisse. 
1. Einflup der Wandtemperatur des Beobachtungsgefapes. 

Bei Erwirmung der Wande von Zimmertemperatur bis zu 100° C 
sinkt die Nachleuchtintensitat proportional der Temperatur ohne Ande- 
rung der Intensitatsverteilung innerhalb des ersten positiven Banden- 
systems im Spektralgebiet 4000 bis 9000 I.A. ab. Bei Abkiihlung der 
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77000 10000 
Fig. 2. Vergleich des Nachleuchtspektrums mit dem Spektrum einer Stickstoffentladung. 


Wande bis —70°C steigt die Intensitaét stark an. Wird mit fliissiger 
Luft gekiihlt, so ist das Nachleuchten in dem Teil des Rohres, in dem | 
das Gas eine Temperatur von annahernd —180° C angenommen hat, 
nur noch-schwach sichtbar, wahrend kurz vorher ein Gebiet duBerst 
hellen Nachleuchtens auftritt. Die Intensitat durchlauft also zwischen 
—70 und —180°C ein Maximum. Die Intensitatsverteilung ist aus 
Fig. 2 ersichtlich. Das obere Bild zeigt das Spektrum auf IR-Platten 
(5700 bis 9000 I.A.) bei Zimmertemperatur, wahrend unten eine Auf- 
nahme auf einer hypersensibilisierten IZ-Platte (5700 bis 11000 I.A.) 
bei —40°C wiedergegeben ist (in der Mitte zum Vergleich ein Ent- 
ladungsspektrum in N,). 

Als Beispiel von vielen anderen ahnlichen Aufnahmen sind in Fig. 3 _ 
Registrierkurven gezeigt, die von zwei Spektren gemacht wurden, von 
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denen das eine bei einer Wandtemperatur von 18°C und das andere 
bei Kiithlung mit fliissiger Luft erhalten wurde. Aus diesem und aus 
anderen Aufnahmen bei Temperaturen von — 40 bis — 70° C geht hervor, 
daB bei bis —70° C und tiefer absinkenden Temperaturen die Banden, 
die den Ubergangen 
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entsprechen, gegeniiber den itibrigen wesentlich starker werden. 
Eine ins einzelne gehende Deutung 


: rt ; ‘Se : 12-10 12-9 122-8 
dieser Anderung in der Intensitatsvertei- Be A Ra 
lung auf Grund der friiheren Uberlegungen £7) | | 8-8 | 
ist nur méglich, wenn alle wirksamen Dreier- a veal 


stoBpartner genau bekannt sind. Allgemein #3) | |¢ 

kann man sagen, da8 die Intensitatszu- 2-71 | lata |||7H 

nahme bei tiefen Temperaturen einmal auf 7 

die Dichtezunahme und wegender kleineren HV iNNY | 

termischen Energie auf die Erhéhung der | 

Lebensdauer der Quasimolekiile zuriickzu- | eu 

fiihren ist. Die niederen kinetischen Ener- 

gien bewirken auch die experimentell be- 

obachtete starkere selektive Anregung der ri wil 
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haben die Besetzungszahlen der niederen 
Schwingungszustande von B, bis By, bei 
tieferen Temperaturen die Tendenz, sich 
auszugleichen. Da als Fiillgas mit Bomben- 
stickstoff gearbeitet wurde, kann mit einem 
gewissen Anteil an Fremdgasen gerechnet 
werden, der ausreicht, um die Besetzung Fig. 3. Registrierkurven des Nachleucht- 
der unterhalb von By, liegenden Schwin- — “P™™s pei versehictenen Wand 

-gungsniveaus zu ermdéglichen, und der ge- 

ma den aufgenommenen Energiequanten zu den beobachteten schwan- 
kenden Besetzungszahlen fiihrt. Bei —180° C wird nun ein groBer Teil 
besonders der mehratomigen StoBpartner kondensieren. Es bleibt daher 
nur noch ein sehr schwaches Nachleuchten, welches im wesentlichen 
durch die Rekombination am N, bedingt ist. DaB diese Schwachung 
durch das Absinken der Konzentration an N-Atomen hervorgerufen 
wird, ist nicht anzunehmen, da das schwache Nachleuchten im gesamten 
Beobachtungsrohr trotz erhdéhter Dichte verhaltnismaBig konstant 
bleibt. Wegen seiner geringen Intensitat war eine spektroskopische 
Aufnahme dieses reinen N,-Nachleuchtens nicht mdglich. 


B,-, B,-, B,- und B,-Niveaus. Hingegen i Hil 
| 
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ie LupDOLF-HEINRICH REINECKE: 


2. Der Einflup von Fremdgaszusitzen zum nachleuchtenden Gas. 


Wird dem zum Nachleuchten angeregten Bombenstickstoff noch 
zusitzlich als Fremdgas O, zugesetzt, so tritt bei starkeren Beimengungen 
eine Schwéchung des Nachleuchtens im Beobachtungsrohr ein. Die 
Intensitatsabnahme ist fiir Ubergange von groBen Schwingungsquanten- 
zahlen besonders stark, wahrend die Banden B,—A,, B;—A, und 
B, —A, verhaltnismaBig intensiv bleiben. Der Ubergang B, —A, ist 

eigentiimlicherweise ebenfalls 

eal aT 3) sehr schwach. Oberhalb der Ein- 

WER Wee 10-6 laBdiise, wo also der Sauerstoff 

8-5 dem leuchtenden N, entgegen- 
diffundiert, beobachtet man vi- 
k suelleineV erstdrkung. Die Schwa- 
3-2 en 3414 chung ist dadurch zu verstehen, 
1-0 daB im Bombenstickstoff von 
vornherein schon ein Sauerstoff- 


2 | zusatz vorhanden ist, der bei tiber- 
[| | maBiger Erhohung zu einer friih- 

| zeitigen Verminderung der N- 

| . | Atomkonzentration fihrt. Es 
iS zeigt sich aber richtig die Ten- 

| ee Me denz der Fremdgase, die Beset- 
zung der niederen Schwingungs- 

\ Qf \ zustande zu vergréBern. 

y Setzt man CO hinzu, so zeigen 

Fig. 4. Registrierung eines Nachleuchtspektrums bei sich im Gebiet zwischen 6400 und 

O,-Zusatz (Wandtemperatur —40° C). 8700 I.A. neben den ersten posi- 

tiven Banden die roten Cyan- 

banden, welche etwa bis zu einer Energie von 2,4 eV angeregt sind. Sie 

erreichen bei geeigneten Zusatzen fast die Intensitat der N,-Banden. Bei 

nicht zu groBen Beimengungen beobachtet man visuel]l eine Verstarkung 
der Nachleuchtintensitat. 

Reinigt man den benutzten Bombenstickstoff vor der Anregung voll- 
kommen von Sauerstoff und kondensierbaren Anteilen, so wird das 
Nachleuchten sehr schwach, erreicht aber bei erneuter Zugabe von CO 
wieder die alte Intensitét. Die Umsetzung des CO in CN geht im ge- 
samten Volumen nach und nach vonstatten, ohne das N,-Nachleuchten 
wesentlich zu stéren. Es mu8 sich um eine Umsetzung im DreierstoB 
handeln. Die Anregung der CN-Banden kann entweder dadurch er- 
folgen, daB eine geeignete Restenergie bei der Gasreaktion 


CO+N+N—+CN+NO 
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auf dem CN-Radikal verbleibt, oder daB das CN-Radikal spater bei der 
Rekombination zweier N-Atome als dritter StoBpartner dient. 

Fiigt man bei Wandtemperaturen von —40 und —80° C einen eroBe- 
ren Prozentsatz von CO hinzu, so tritt das N,-Nachleuchten zuriick, und 
es erscheinen im Gebiet zwischen 8000 und 11500 I.A. sehr intensive 
Bandengruppen, die in ihrer Wellenlinge zum Teil mit den dort be- 
obachteten CN-Banden iibereinstimmen (s. Fig. 6, oben zum Vergleich 
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Fig. 5. Fig. 6. 
Fig. 5. Registrierung eines Nachleuchtspektrums bei schwachem CO-Zusatz (Wandtemperatur 18°C). 


Fig. 6. Registrierungen von Nachleuchtspektren ohne und mit starkem CO-Zusatz (unten). Wandtemperatur 
—80°C. Spektralgebiet 11500 bis 57001.A. 


das Nachleuchten ohne Zusatz). In diesem Fall ttberwiegen die vor- 
handenen Fremdgase als Dreiersto8partner gegeniiber den N,-Mole- 
kiilen, und die selektive Anregung der B,,- und B,;-Niveaus geht gegen- 
tiber derjenigen der Niveaus B, bis B, stark zuriick. Dafiir treten hier 
die auf den dritten StoBpartner iibertragenen Energien als Emission 
der roten Cyanbanden wieder in Erscheinung. 

Im Gegensatz zu den CO-Beimengungen wurde bei Zugabe von ver- 
dampften CCl, dieser sofort an der Eintrittsstelle unter starker Leucht- 
erscheinung in CN umgesetzt. Es erscheinen dabei im Spektrum aus- 
schlieBlich die roten CN-Banden mit groBer Intensitat im Bereich 5700 
bis 8800 I.A. (das Maximum liegt bei etwa 75001.A.). In diesem Fall 
muB es sich um eine schnell verlaufende bimolekulare Reaktion mit 
N-Atomen handeln. Dabei bildet sich ein Reaktionsprodukt mit 
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niederem Dampfdruck, das bis zur Pumpe samtliche Glaswandungen 
iiberzieht, sich durch stundenlanges Abpumpen nicht beseitigen 1aBt und 
das Nachleuchten vollkommen unterdriickt. Erst wenn langere Zeit 
aktiver Stickstoff durch diese Apparaturteile gepumpt wird, dringt das 
Nachleuchten vom EntladungsgefaéB8 aus wieder weiter vor. Dabei tritt 
vor dem nachleuchtenden Gas an den Glaswandungen eine intensive 
Lumineszenz auf. Diese Lumineszenz wird auch beobachtet, wenn wegen 
zu niedrigen Druckes kein Nachleuchten mehr auftritt. Nach Abschalten 
der anregenden Entladung besitzt die Lumineszenz eine groBere Lebens- 
dauer als das eigentliche Volumennachleuchten. Sie ist als Chemilumi- 
neszenz zu deuten, die bei der Reaktion zwischen N-Atomen und an 
der Glaswandung adsorbierten Molekiilen auftritt. Diese Lumineszenz 
kann als empfindlicher Nachweis fiir N-Atome dienen. Beseitigt man 
wieder den restlichen O,-Gehalt des Fiillgases, so wird das Nachleuchten 
auch diesmal auBerst lichtschwach, obwohl geniigend N-Atome vor- 
handen sind, um die Lumineszenz an den Glaswandungen stark hervor- 
treten zu lassen. Die Nachleuchtdauer scheint sich zu vergréBern (hier 
von 90 auf 120 sec). 

Die Zugabe einer Spur O,, von CO und auch Methylalkohol stellt 
die alte Nachleuchtintensitat augenblicklich wieder her, wobei die 
Lumineszenz verschwindet. Dieser Vorgang leB sich beliebig wieder- 
holen. Daraus ist wiederum zu schlieBen, daB auch fiir das Gasvolumen 
ein Fremdgaszusatz erforderlich ist, wenn man das Nachleuchten mit 
einiger Intensitat beobachten will. Wird dieser Zusatz beseitigt, so tritt 
die Volumenrekombination, die nur noch an N,-Molekiilen erfolgen kann, 
stark zurtick, und die N-Atome werden im wesentlichen nur noch an den 
Wandungen bei der Chemilumineszenz verbraucht und dort auch re- 
kombinieren. Die Konzentration der N-Atome sinkt also bei fehlendem 
Fremdgaszusatz langsamer, da die Volumenrekombination geringer ge- 
worden ist und nicht schneller, weil etwa die Wandkatalyse iiberwiegt. 
Die experimentelle Beobachtung, daB das Nachleuchten bzw. die Wand- 
lumineszenz bei fehlendem Fremdgaszusatz verlangert wird, bestatigt 
diese Anschauung. Die Wandkatalyse wird im normalen Falle schon 
durch die-an den Glaswinden durchweg adsorbierte Wasserhaut herab- 
gemindert. Sie kann aber bei besonderer Préparation! fast ganz aus- 
geschaltet werden. Halt man nun noch den wirksamen Fremdgaszusatz 
im Gasvolumen sehr gering, so wird man damit zu den sehr langen 
Nachleuchtzeiten kommen, wie sie LorD RAYLEIGH! beobachtet hat. 

Die vorliegenden experimentellen Ergebnisse bestiatigen damit weit- 
gehend die Erkenntnis, daB die Intensitatsverteilung im Spektrum des 
Lrwis-RAYLEIGH-Nachleuchtens von der Art der Sto8partner abhingig 


1 Lorp RayLercH: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 151, 567 (1935). 
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und als eine Uberlagerung von Rekombinationsprozessen im DreierstoB 
an N,-Molekiilen und vor allem an Fremdgaspartikeln zu deuten ist. 
Dabei spielen die dritten StoBpartner die Rolle eines Katalysators, der 
den rekombinierenden N-Atomen direkt die Vereinigung in den B4/I,- 
Zustand, den oberen Term der Nachleuchtemission, ermédglicht. 


An dieser Stelle méchte ich meinem verehrten Lehrer Herrn Professor 
Dr. G. Carto sowie Herrn Professor Dr. U. STILLE fiir wertvolle An- 
regungen und Diskussionen und fiir die Forderung der experimentellen 
Arbeiten recht herzlich danken. Ebenso gebiihrt mein Dank der Deut- 
chen Forschungsgemeinschaft fiir die irk aa ams apparativer Hilfs- 
mittel. 


Braunschweig, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 
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Die Brechzahl und die Dicke diinner 
anodisch erzeugter Aluminiumoxydschichten. 


Von 
R. BAHN und O. BOTTGER. 


Mit 2 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 18. Marz 1953.) 


Die Dicke und die Brechzahl diinner anodisch erzeugter Aluminiumoxydschichten 

werden mit zwei interferometrischen Methoden bestimmt. Es zeigt sich, daB die 

Dicke nicht linear mit der Oxydationsspannung zunimmt und daf die Brechzahl 
konstant ist (v = 1,535-+ 0,005). 


Fiir die Untersuchung dienten Aluminiumoxydschichten, die nach 
dem von K. STROHMAIER! angegebenen Verfahren hergestellt waren, 
wobei verdiinnte Salzsdéure ohne Zusatz zum Abatzen der Aluminium- 
folien Verwendung fand. Die Brechzahl- und Dickenbestimmung er- 
folgte mit Hilfe eines KOstTERsschen Interferenzprismas nach den von 
G. C. M6ncH? angegebenen Verfahren. Mit einer Quecksilberhochdruck- 
lampe war es moglich, die fiir einen Teil der Messung erforderliche 
punktformige Strahlenquelle herzustellen. 


a b 


Fig. 1a u. b. Interferentielle MeBanordnung nach G.C. Méncxu. a Zur Bestimmung von (n—1)d; b zur 
Bestimmung von d. L Lichtquelle; B Beobachtungsfernrohr oder Kamera; P KéstErssches 
Interferenzprisma; H Hautchen; S Verspiegelung; G plane Glasplatte. 


Die erste Bestimmungsanordnung zeigt Fig.1a. Das in den Lichtweg 
gestellte Hautchen verlangert den optischen Weg und bewirkt fiir den 
Teil des es durchstrahlenden Lichtes eine Streifenverschiebung der 
GréBe z,. Diese Interferenzstreifenverschiebung lie8 sich photographisch 
festhalten und mit einem Mikroskop auf 1/9) eines Streifenabstandes 
bestimmen*. Der Streifenverschiebung z, liegt eine Phasenverschiebung 

1 STROHMAIER, K.: Z. Naturforsch. 6a, 508 (1951). 


* Moncu, G.C.: Optik 8, 550 (1951). 
8 ZorL1, U.: Optik 9, 449 (1952). 
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0=2z 2% zugrunde. Der Zusammenhang zwischen z;, der Dicke d und 
dem Brechungsindex n des Hautchens ergibt sich zu 


2, = — 4) —— . (4) 


Dabei ist der Einflu8 der Vielfachreflexionen vernachlassigt worden, 
eine Vereinfachung, die angdngig erscheint, da die bei der Oxydation 
dem Elektrolyten zugewandte Seite des Hiutchens schlecht reflektiert. 


Dicke (nur fir kurve @)) 


Streifenverschiebungen Z, Und Z> 


ly 


annum 
“ Sa 
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Fig.2a—c. a Die Streifenverschiebungen z, (Kurve (1)) und z, (Kurve @)) in Abhangigkeit von der 
Oxydationsspannung. Die rechte Ordinatenskala gilt nur fiir die Kurve (2) und gibt mit dieser die Dicke des 
Hautchens an. b Der Quotient aus der Dickenzunahme Ad und der Zunahme AU der Oxydations- 
spannung in Abhangigkeit von der Oxydationsspannung. c Die Brechzahlm in Abhangigkeit von der 
Oxydationsspannung. Kurve a interferentiell, Kurve 6 nach der Immersionsmethode,. gemessen. 
Der Mittelwert fiir die Kurve a liegt bei 1,535 +.0,005. 


Die Streifenverschiebung fiir dieses- Verfahren ist in Fig. 2a als 
Kurve (1) in Abhangigkeit von der Erzeugungsspannung der Hautchen 
eingetragen. 

Fiir die zweite Bestimmungsmethode (Fig. 1b) muBte das gleiche 
Hautchen auf eine méglichst plane optische Glasplatte aufgelegt und 
anschlieBend im Vakuum mit Wismut bedampft werden. Um die Ein- 
dringtiefe der Wismutatome in das Hautchen méglichst gering zu halten, 
war es notwendig, mit kleinen Aufdampfgeschwindigkeiten zu arbeiten. 
Nachdem der so erhaltene Metallspiegel mit einer durch das Hautchen 
bedingten Treppenstufe in die Anordnung der Fig. 1b eingesetzt worden 
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war, konnten wiederum Interferenzstreifenverschiebungen photogra- 
phisch aufgenommen und ausgemessen werden. Der Zusammenhang 
zwischen der Streifenverschiebung und der Dicke des Hautchens ergibt 
sich bei dieser Methode zu 

a= 78, (2) 
Die Streifenverschiebung z, in Abhangigkeit von der Erzeugungsspan- 
nung zeigt ebenfalls Fig. 2a als Kurve (2). 

Da nach (2) die Dicke der Streifenverschiebung 2, proportional ist, 
gibt die rechte Ordinatenskala in Fig. 2a zusammen mit der Kurve (2) 
die Dicke der Hautchen an. Nach diesen Messungen scheint die Dicke 
nicht linear mit der Spannung zuzunehmen. Bei kleinen Spannungen 
ist die Dickenzunahme gréBer als bei hohen. Fig. 2b zeigt die Dicken- 
zunahme pro Volt (44/AU fiir AU = 1V) als Funktion der Erzeugungs- 
spannung. 

Die Hautchen besitzen nach GAUGLER! eine porige Struktur. Die 
Poren durchsetzen das Hautchen senkrecht und erweitern sich nach 
der Seite, die dem Elektrolyten zugekehrt ist. Bei der Erzeugung soll 
sich ein Gleichgewichtszustand einstellen, zwischen der Lésung im Elek- 
trolyten und dem weiteren Wachstum des Hautchens, das durch den 
Reststrom bedingt ist. Bei dickeren Hautchen legt dann wegen der 
groBeren Porigkeit eine groéBere Léslichkeit des Aluminiumoxyds im 
Elektrolyten vor, durch die das Dickenwachstum weniger als propor- 
tional mit der Erzeugungsspannung ansteigt. 

Es kénnte noch der Einwand erhoben werden, daB bei der Dicken- 
messung Korrekturen wegen des Ansprengens des Hautchens an die 
Glasplatte und wegen der verschiedenen Eindringtiefe der Wismut- 
atome anzubringen seien. Da aber die Verlangerung der Kurve der 
Streifenverschiebung nach dem zweiten MeBverfahren durch den Null- 
punkt des Koordinatensystems geht, ist anzunehmen, daB keine An- 
sprengkorrektur anzubringen ist und daB ebenfalls. die Eindringtiefe 
der Wismutatome in das Hautchen vernachlassigt werden kann. Diese 
Annahmen werden noch gestiitzt durch den ahnlichen Verlauf der Kur- 
ven, die aus dem ersten und zweiten MeBverfahren gewonnen sind. Beim 
ersten Mefverfahren spielen weder die Eindringtiefe noch eine An- 
sprengkorrektur eine Rolle. 

Bildet man nun den Quotienten aus den Streifenverschiebungen, die — 
aus dem ersten und zweiten MeBverfahren gewonnen wurden, so erhalt 
man die GréBe (x —1) und damit die GréBe der Brechzahl ». Bei der 
Ausfihrung dieser Division wurden nun zur Verringerung der Streuung 
die gemittelten Werte der Kurven (4) und (2) in Fig. 2a benutzt und, 


1 GaucLer, A.: Diss. Bern 1948. 
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wie es Fig.2c zeigt, die Brechzahl in Abhangigkeit von der Erzeugungs- 
spannung als Kurve a gefunden. 

Bei einem Vergleich mit den Messungen von W. WEISKIRCHNER! 
(Fig.2c, Kurve 6) zeigen sich Unterschiede. Diese kénnen hervorgerufen 
sein durch die Verwendung von Licht anderer Wellenlinge. Im Gegen- 
satz zu WEISKIRCHNER, der die gelbe Natriumlinie verwandte, benutzten 
wir die blaue Quecksilberlinie (436 my). Nach dem genannten Autor 

soll aber die Dispersion des Brechungsindex etwa 0,002 fiir diese Wellen- 

-langenunterschiede betragen. SchlieBlich kénnen die Unterschiede aber 

auch hervorgerufen sein durch die verschiedenen Eigenarten der beiden 
MeBverfahren. Denn einmal stellen die theoretischen Gleichungen bei 
sehr diimnen Schichten nur eine Naherung fiir-die optischen Vor- 
gange dar, zum anderen kénnen bei der Immersionsmethode, wie schon 
A.GAUGLER® bemerkte, die Eigenschaften der Hautchen durch Auf- 
saugen der Immersionsfliissigkeit verandert werden. 

Die letzte Annahme wird gestiitzt durch die Tatsache, daB die 
Extrapolation der Messungen von WEISKIRCHNER fiir die Dicke Null 
den gleichen Brechungsindex ergibt wie unsere Messungen. Dann ware 
die Zunahme des Brechungsindex bei der Immersionsmethode mit 
wachsender Dicke durch eine selektive Léslichkeit der starker brechenden 
Komponente der SRE CR a in den ee pe SE a 
waiverklaren 2) 20 et 


oe Die Untersuchungen warden i im IL. Physikalischen Institut der Uni- 
versitat Halle angestellt. Herrn Prof. Dr. G-€. MONCH sei ei fiir das for- 
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Das Energiespektrum der Kanalstrahlionen*. 
Von 


K. DEUTSCHER und D. KAMKE. 
Mit 8 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 30. Marz 1953.) 


Unntittelbar hinter der Kathode einer Kanalstrahlentladung (in H,, He, A, O,) 
wird mit einem verschiebbaren Ablenkkondensator die Breite der Ionenbindel 
fiir die verschiedenen Ionenenergien gemessen. Die Biindelbreite ergibt sich als 
abhangig von der Ionenenergie und im Gesamtverlauf abhangig von der Elektroden- 
form. Mit Hilfe der radialen Ionenstromverteilungen fiir die verschiedenen Energien 
laGt sich das Energiespektrum fiir den gesamten Jonenstrahl bestimmen. Dieses 
Gesamtspektrum ist in Ubereinstimmung mit dem aus einer Theorie der Kanal- 
strahlentladung berechenbaren Spektrum. 


Es ist seit langem bekannt, da das Energiespektrum (ES) der 
Kanalstrahlentladung (KSE) Ionen enthalt von der Energie Null bis 
zu einer Grenzenergie eU, die durch die am Entladungsrohr liegende 
Betriebsspannung U_ gegeben ist. Dieses kontinuierliche Spektrum 
wurde zuletzt sorgfaltig von SCHUTZE! an Entladungen in Wasserstoff 
und Helium gemessen. Die Untersuchung ergab z.B. fiir die Spektren 
. der Hy- und He*-Ionen Maxima der Energieverteilung, die bei etwa 
75% der Entladungsspannung lagen. 


Auf Grund einer Theorie der KSE, die von dem einen von uns ent- 
wickelt wurde?, lieB sich die auBerordentlich geringe GréBe des Ent- 
ladungsbiindeldurchmessers der KSE erklaren. In Fortfiihrung dieser 
theoretischen Uberlegungen stand noch eine quantitative Berechnung 
des ES der Ionen aus. Ein Versuch, diese Berechnung durchzufiihren, 
wird in Abschnitt 1 dieser Arbeit dargelegt. In den folgenden Abschnitten 
wird sodann tber experimentelle Untersuchungen berichtet, die die 
Priifung der in Abschnitt 1 gewonnenen Aussagen zum Ziel hatten. Eine 
Neumessung des Energiespektrums erwies sich dabei als notwendig, da 
zu erwarten war, daB die ScHUtzEschen Messungen die Verhiltnisse nur 
fir groBen Abstand vom Austrittskanal der KSE richtig wiedergeben, 
wahrend die gewonnene Theorie Aussagen iiber das ES der Ionen nur 
fiir die unmittelbare Umgebung der Kathode zulaBt. 


* Im Auszug vorgetragen auf dem Deutschen Physikertag 1952 in Berlin. 
1 ScuHv1TzE, W.: Wiss. Verdff. Siemens-Werke 17, 135 (1938). 


* Kamxe, D.: Z. Physik 128, 212 (1950). Berichtigung ebenda S. 493. (Im 
Folgenden mit [K] zitiert.) 
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1. Berechnung des Energiespekirums im Gesamtstrahl. 

a) Das verwendete Modell der KSE. Wir stellen hier lediglich die- 
jenigen Ziige des Modells dar, die fiir die Berechnung des ES wichtig 
sind und verweisen fiir einige Einzelheiten auf die bereits genannte 
Arbeit 1. 

Der Entladungsraum werde durch metallische Elektroden begrenzt, 
von denen die Kathode eine ebene Platte sei, wahrend die Anode durch 
einen bei z=H abgeschlossenen Zylinder vom Radius R gebildet werde 
(vgl. Fig.1). Ein Elektron, das etwa durch y-ProzeB an der Kathode 
gebildet wird, lauft praktisch geradlinig in den Anodenraum hinaus und 
erzeugt auf seinem Weg Ionenpaare mit einer 
Dichte, die durch die GréBe der differentialen Ioni- 
sierung s gegeben ist. Da einerseits das Elektron 
schon in der Nahe der Kathode groBe Energie- 
betrage aufnimmt, so daB das Maximum der diffe- 
rentialen Ionisierung rasch durchlaufen wird und 
andererseits eine ,,lange Anode“ vorliegt (WH >> R), 
kénnen wir mit einer langs des Weges praktisch 
konstanten differentialen Ionisierung rechnen. Die 
bei dieser Primarionisation gebildeten Ionen laufen 
auf die Kathode zuriick und werden, wenn auf ihrem 
Weg keine Energiednderungen erfolgen, auBer der _ Fig.1. Schematisehe Dar- 
Zunahme der kinetischen Energie, herriihrend von ST mainuse miu 
der Beschleunigung im elektrischen Feld, beim 
Auftreffen auf der Kathode gerade diejenige Energie haben, die durch 
die Potentialdifferenz von Startort und Kathode gegeben ist. Dieses 
,primare Energiespektrum“ la4Bt sich also leicht angeben, da der Po- 
tentialverlauf im Entladungsraum bekannt ist?. 

Entscheidend wird das ,,primare Energiespektrum‘ dadurch ver- 
andert, daB die Ionen auf ihrem Weg zur Kathode mannigfachen Wech- 
selwirkungen mit dem Gas unterliegen (Gasdruck bei Betrieb mit Hy 
und bei einer Entladungsspannung von 20 kV etwa 5-10? Torr). An 
erster Stelle ist hier die Umladung zu nennen. Bei dem Umladungs- 
prozeB 


Tongchnen si Molektithangsam “a TOO eaecin ¥ Molekiilechnen 


erfahrt das Ion eine erhebliche ,,Energieanderung“ insofern, als es ein- 
fach durch ein langsames ersetzt wird. Zahlenwerte fiir den Umlade- 
koeffizienten e« zeigen®3, daB gegeniiber diesem Umladeeffekt der 


PPICAM Rae Des DC: 

2 Keene, J.: Phil. Mag. 40, 369 (1949). 

3 MULiER, W.: Diss. Karlsruhe 1951 [vgl. Phys. Verh. 2 (1951)]. Wir danken 
Herrn Prof. Dr. GERTHSEN, daB er uns die quantitativen Ergebnisse dieser bisher 
unver6ffentlichten Dissertation zuganglich gemacht hat. 
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weitere UmladeprozeB zu vernachlissigen ist, bei dem das entstandene 
schnelle Molekiil wieder in ein schnelles Ion umgeladen wird?. Weiter 
geht aus den Zahlenwerten fiir den Wirkungsquerschnitt von Ionen gegen 
Gasmolekiile hervor, daB der Hauptanteil des Wirkungsquerschnitts von 
der Umladung herrithrt, daB also [onisation, Dissozation und Streuung 
nur untergeordnete Bedeutung haben. Mégen im einzelnen diese Pro- 
zesse auch mehr oder weniger das ES zusatzlich beeinflussen, so ist doch 
klar, da8 wir mit der Beriicksichtigung der Umladung allein schon die 
wesentlichen Ziige der Verformung des Primarspektrums erfassen wer- 
den2. Diese Annahme bringt wesentliche Vereinfachungen fir den 
Rechnungsgang. Wir miissen aber beim Vergleich mit den experimen- 
tellen Ergebnissen priifen, welche Ziige des gefundenen ES nicht allein 
mit diesen vereinfachenden Annahmen zu erklaren sind. Hinzu kommt, 
daB wir mit konstantem Umladekoeffizienten ¢ rechnen miissen, denn 
die Beriicksichtigung der Energieabhangigkeit des Umladekoeffizienten 
wiirde die Rechnung wesentlich erschweren. 


b) Berechnung des Energiespektrums. Diese Berechnung wird fiir den 
Gesamtstrahl durchgefiihrt; d.h. wir werden die Zahl der Ionen im Ge- 
samtquerschnitt des Strahls berechnen, die mit einer kinetischen Energie 
an der Kathode auftreffen, die zwischen W und W+ dW liegt. Wir 
interessieren uns dagegen nicht fiir das ES an einer bestimmten Stelle 
im Strahl, etwa im Zentrum; da das Entladungsbiindel nur eine kleine 
Umgebung der Rohrachse erfiillt [K], kénnen wir fiir die Rechnung 
den endlichen Biindeldurchmesser vernachlassigen. 


Durch die Primarionisation, d.h. durch die von der Kathode aus- 
gehenden Elektronen, entsteht in der Héhe zwischen z und z+ dz im 
Anodenraum eine Ionenzahl, die proportional s dz ist. Zu diesen an der 
Stelle z primar erzeugten, d.h. dort langsamen Ionen, kommen die- 
jenigen hinzu, die im Bereich oberhalb von z zwar gebildet werden, 
jedoch im Bereich zwischen z und z-+-dz Umladungsprozesse erfahren. 
Dies sind P(z) dz Ionen, wobei P(z) durch die Integralgleichung 


H 
P (3) == [Ts 4P (aq) et wed, (1) 


gegeben ist, in der H die Anodenlange und ¢« der Umladekoeffizient ist 
[K]. Mit konstantem s und ¢ ergibt sich durchDifferentiation nach z 


Pins sia 
(z) Saat A ee 
1 LANDOLT-BORNSTEIN: Zahlenwerte und Funktionen, 6. Aufl., Bd. I/5. 


: * An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daB fiir die GréBe des Entladungs- 
biindeldwrchmessers der KSE die Streuung wesentlich zu beriicksichtigen ist. 
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~Demnach ist die Gesamtzahl der zwischen z und z-+dz startenden 
_Ionen proportional 
: 


aN (2) =s(1+ eH (1—=))az. 2) 


Von diesen erreichen ohne Umladung 
dN(0) =s(1 ie eH (1 — i) e~** dz (3) 


Ionen die Kathode. Dies sind also diejenigen Teilchen, die aus einer 
Hoéhe zwischen z und z+ dz kommen und ohne Energiednderung (auBer 
Beschleunigung) die Kathode erreichen. Sie treten demnach im Energie- 
spektrum in einem Bereich zwischen W und W+ dW auf, der durch die 
Potentialdifferenz zwischen z und z+ dz und durch die Potentialdifferenz 
zwischen Startort z und Kathode gegeben ist. 

Der statische Potentialverlauf in der Achse unserer Anordnung, die 
aus langer zylindrischer Anode und ebener Kathode besteht (wobei 
theoretisch am Rand der Abstand Anode—Kathode sicich Null ist), 
ist PERRO ERR gegeben durch 


P(e) = U4 13254. Bese ofa 


Wie bei [K] gezeigt wurde, kann man die durch Raumladung bedingte 
Korrektur vernachlassigen. Fiir die Verteilungsfunktion, die das Energie- 
spektrum darstellt, die also die Zahl der auf der Kathode ankommenden 
Ionen im Energieintervall A(W/W)) =1 bestimmt, erhalten wir damit 


Ww 
So nn : 
aa alertness pei iti Lebseien ihcbes th tt Keer itt) riots. 
t : there = We eD Pugh athe Bei der Gewinnung 

“i tw Reacher 
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Daraus ist sofort ersichtlich, daB nur Kurven mit einem Parameterwert 
0< a< 2 Minima haben, denn x mu8 zwischen 0 und 14 liegen. Ferner 
ergeben sich fiir die Wendepunkte die Abszissenwerte 
Perciectieciee— 9 F) \@ aay 
C2 SIC NMS : 
Reelle Wendepunkte existieren also nur fiir a >2. Und da wiederum 
0<x<1 sein muB, so haben nur Kurven mit 2< a< 4 Wendepunkte. 
Nunmehr laBt sich leicht fiir verschiedene Werte des Parameters a die 
zugehérige Kurvenschar zeichnen. Ein solches Bild ist in Fig. 2 dar- 
gestellt, wo die gestrichelt gezeichneten 


40 Kurven den Fall H = oo wiedergeben. 
Die ausgezogenen Kurven gelten fir 
a den Fall endlicher Anodenlange H. Hier- 
fiir miissen die Abszissenwerte der 
a Minima geandert werden. Sie legen 
jetzt bei 
G4 
a b/2 
92 Le BRC RS 


Die Wendepunktabszissen erfahren nur 
eine unwesentliche Anderung, sie legen 
Fig. 2. Theoretische Verteilungsfunktion bel 
f(*) in Abhangigkeit von +=W/W, fiir bla 
verschiedene Parameter a= eR/1,32. a (1 = 
1—bUrLg x,y 


/3 2( bla ae 
6 a a 1— bUrTyg ry Ate aa batane) ~ 4) 


In den Figuren ist }=0,129 eingesetzt. Dies entspricht H = 200 mm 
und R=34mm, wie es fiir das von uns benutzte Rohr zutrifft. 

Fir den Verlauf der /(W/W,)-Kurven ist zu bemerken, daB bei end- 
licher Anode strenggenommen fiir z=H eine endliche, von Null ver- 
schiedene Feldstarke (d@®/dz) vorhanden ist. Also ist fiir z=H der 
Faktor 1/1 — x* durch einen endlichen Wert zu ersetzen. Ebenso erhalt 
der Exponentialfaktor einen endlichen Wert. Die Kurven miissen daher 
bei endlichem H wegen des mittleren Klammerausdruckes in Formel (5) 
in der Nahe von x =1 den Wert Null annehmen. (Die Differenz zwischen 
diesem Wert von x und x=1 hat die GréBenordnung 10-24." Nome 
man dagegen nicht die bei der Herleitung von (5) benutzte Vernach- 
lassigung (¢H > 1) vor, so wiirde bei diesem Grenzwert-noch ein endlicher 
Wert von (W/W) iibrigbleiben, der jedoch praktisch Null ist. Da die 
Berechnung des genauen Kurvenverlaufs bei x —1 langwierig ist und 
auBerdem eine Abschatzung ausreichende Aussagen liefert, wollen wir 
uns mit dieser Darlegung begniigen. 
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Die gewonnenen Kurven eréffnen uns sofort Moglichkeiten der ex- 
perimentellen Kontrolle der entwickelten Gedanken. Wenn R cine Kon- 
stante ist, so ist in unserer Theorie der Paramterwert a nur noch von 
der GréBe des Umladekoeffizienten ¢ bestimmt. Soweit dieser fiir ver- 
schiedene Entladungsgase verschiedene Werte annimmt, miissen wir also 
unterschiedliche Formen der ES erhalten. Dabei ist zu berticksichtigen, 
da8 natiirlich der Umladekoeffizient fiir den Druck, bei dem die Ent- 
ladung brennt, einzusetzen ist. In Tabelle 1 sind fiir drei von den vier 


Tabelle ZT; 
ope ss Se i ee ee ee ee 
p [Torr] e(em 4] a tm 0 tm Xw0 Xp 
| ] 
é Siem Lee 2,4 6,18 (3,09)) betes 2 Bs = 
13k 4=or® 0,94 2,42 (4521) OroAenle 0,815 
He 4,7- 10-2 0,56 1,44 0,7 2am ey (0)8 — | — 


von uns untersuchten Entladungsgasen die Umladekoeffizienten nebst 
Entladungsdrucken angegeben sowie die aus der entwickelten Theorie 
gewonnenen charakteristischen GréBen fiir das ES. Der Umladekoeffi- 
zient von O,-Ionen in O, ist in dem uns interessierenden Energiebereich 
nicht gemessen. — Aus Fig. 2 14Bt sich mit Hilfe der Daten aus Tabelle 1 
entnehmen, welche Typen von Energiespektren fiir verschiedene Gase 
zu erwarten sind, wobei aber zu bedenken ist, daB wir nur den Einflu8 
der Umladung beriicksichtigt haben, und daB8B wir fiir den Umlade- 
koeffizienten nur Mittelwerte benutzen konnten. 

Fiir die experimentelle Untersuchung gewinnen wir aus den bis- 
herigen Darlegungen den Hinweis, daB wir zur Kontrolle unserer theo- 
retischen Ergebnisse stets das ES des Gesamtstrahls bestimmen miissen. 
Das wiirde bedeuten, daB man in die Kathode ein groBes Loch bohren 
miuBte, um den austretenden Gesamtstrahl analysieren zu kénnen. Da 
dann aber im Beobachtungsraum kein hinreichend kleiner Druck auf- 
recht zu erhalten ist, haben wir auf die in [K] benutzte Methode zuriick- 
gegriffen. Als Offnung in der Kathode wird ein Spalt benutzt unter 
welchem ein Energieanalysator verschiebbar ist, dessen Eintrittsspalt 
senkrecht zum Kathodenspalt steht. Damit ist es méglich, fiir die 
jeweils am Energieselektor eingestellte Energie die Breite des zuge- 
hérigen Ionenbiindels zu messen und durch Integration der Ionen- 
stromkurve den Gesamtanteil an Jonen der eingestellten Energie im 
Strahl zu bestimmen. Der Energieanalysator, der im folgenden Ab- 
schnitt 2 beschrieben wird, ist ein elektrischer 90° Umlenkkondensator. 
Damit kénnen wir prinzipiell nicht zwischen Ionen gleicher Energie 
aber verschiedener Masse unterscheiden. Der Einbau eines zusatzlichen 
Impulsanalysators (magnetisches Umlenkfeld) konnte aus apparativen 
Griinden nicht durchgefiihrt werden. 


BSaagavans 
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2. Experimentelle Anordnung. 

a) Das Entladungsrohr. Aus AnlaB der vorliegenden Untersuchung 
wurde eine vollstindig neue Konstruktion eines Kanalstrahlrohres vor- 
genommen. Die gewadhlte Gesamtanordnung ist in Fig. 3 dargestellt. 
Dieser Aufbau des Entladungsrohres erwies sich als besonders vorteilhaft, 
da infolge des frei in den Luftraum ragenden Anodenzylinders? eine gute 
Kiihlung der Anode erfolgte, so 
daB besondere KithlmaBnahmen 
nicht erforderlich waren. Der Flach- 
ringporzellanisolator? wurde an der 
mit dem Buchstaben N versehenen 
Nase besonders sorgfaltig durchge- 
bildet, um zu. erreichen, daB die 
elektrischen Feldlinien stets senk- 
recht durch die Porzellanoberflache 
hindurchgingen, wodurch Uber- 
schlage im Rohr auf ein Minimum 
herabgesetzt werden konnten. Zur 
Horizontaljustierung dienten drei 
auf dem Kathodenteller befind- 
liche Schrauben S. Die Justierung 
wurde wahrend des Betriebs vor- 
genommen. 

Zur Messung der Ionenbtindel- 
Fig. 3. Gesamtansicht des Entladungsrohres und breiten wurde an die Stelle M im 
des MeBraumes. Metallteile schraffiert, Isolations- Kathodenteller ein Spalt von 20mm 
material (Porzellan, Glas) punktiert, Gummidich- Linge und ete 0, Ppa eee, te 


tungen schwarz ausgezeichnet. A Anode (200mm 
Lange, 68mm Durchmesser); pa Paladonkittung gebracht, so daB aus dem Ionen- 


zwischen Isolator und Armierungsflanschen; F 5 > s 
Flachringisolator; K Kathode; S Justierschraube; biindel ein schmaler Streifen aus- 
Gla la ise ao Glaskattieweace 22 dt eee 
zar Messung des Ionenstromes; Z Kegelzahnrader; raum eintrat. 
e Rua. b) Der Energteanalysator (elek- 
trisches Umlenkfeld). In Fig. 4 ist 
eine Ubersichtszeichnung des verwendeten Umlenkkondensators wieder- 
gegeben. Durch giinstige Formgebung des Isolators (Plexiglas) und der 
Metallteile wurde fiir méglichst gute mechanische und elektrische Sta- 
bilitat gesorgt. Der Umlenkkondensator einschlieBlich Auffanger konnte 
mit Hilfe des Kegelradantriebes Z (Fig. 3) von auBen her im MeBraum 
unterhalb der Kathode horizontal verschoben werden. Damit war es 
moglich, die radiale Stromverteilung in dem aus der Entladung aus- 
tretenden [onenbiindel in Abhangigkeit von der Ionenenergie zu messen, 
u Anodenmaterial: AME-Stahl der. ‘Rochling-Werke, Wetzlar. 
2 Hergestellt von der Firma Rosenthal Isolatoren Ges., Selb. 
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die durch Anlegen einer passenden Umlenkspannung am Kondensator 
eingestellt werden konnte. Die Umlenkspannung betrug maximal 10 kV 
(symmetrische Spannung von +5 kV gegen Erde). Sie wurde einem 
Netzgerat entnommen. Fiir hinreichende Konstanz aller Betriebs- 
‘spannungen wurde durch Verwendung eines batteriegespeisten Umfor- 
mers bzw. eines magnetischen Spannungskonstanthalters gesorgt. 
) Die ionenoptischen Eigenschaften des Umlenkkondensators ergeben 
sich aus den geometrischen Daten!. Aus der GréBe des mittleren Um- 
lenkradius von 30 mm und des Umlenkwinkels von 90° ergibt sich eine 


Fig. 4a u. b. Elektrischer Umlenkkondensator. a Hauptschnitt. b Ansicht nach Entfernen der Frontplatte 
_ (Ansicht A...A). Metallteile schraffiert, Plexiglas punktiert. Masse in mm. Mittlerer Umlenkradius a = 30; 

Plattenradien R, R,=27,5 bzw. 32,5; Plattenhéhe 20. Dimensionen der Blenden: Spalt S,: Breite 0,1 
_ Lange 20. Erdblende am Eingang: Breite 2, Lange 20, Abstand vom Kondensator 2. Erdblende am Aus- 
j gang: Breite 1, Lange 10,-Abstand vom Kondensator 2, Sekundarelektronenblende: Breite 1, Lange 10. 
Die fiir diese Blende ist nicht eingezeichnet. Die Nuten im Plexiglas vergré8ern 
ae pe agai (tien Vier Bohrungen langs des mittleren Umlenkradius dienen zum Druckausgleich mit 
ei ti : dem iibrigen MeBraum. 
: 
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Auf Grund der angegebenen Brennweite werden in unserer Auffanger- 
ebene Teilchen abgebildet, die von einer Quelle in 15 mm Entfernung 
vor dem Eingang des elektrischen Feldes ausgehen. Das Streufeld wurde 
begrenzt durch zwei geerdete Blenden am Ein- und Ausgang des Kon- 
densators. Soweit durch die endlichen Blendenéffnungen Korrekturen 
der MeBergebnisse notwendig werden, werden diese in Abschnitt 3 dis- 
kutiert. 

c) Ionenstrommessung. Die Ionenstrommessung erfolgte mit einem 
Rohrenelektrometer, bestehend aus zwei Réhren T1414 in Briicken- 
schaltung. Vor jeder Messung wurde das Gerat geeicht und auf Lineari- 
tat gepriift. Um eine Verfalschung des Ionenstromes durch im Auf- 
fanger ausgeléste Sekundarelektronen zu vermeiden, befand sich zwi- 
schen AbschluBblende des Feldes und Auffanger noch eine Blende, die 
negativ gegen den Auffanger vorgespannt war. 


3. Messungen. 


Vor Beginn jeder Messung wurde das Entladungsrohr 14 Std. lang 
eingebrannt. Danach brannte die Entladung hinreichend ruhig. Der 
Eintrittsspalt des Energieanalysators wurde durch Verschieben des gan- 
zen Analysators in die Mitte des Kathodenspaltes gebracht und die 
Anode horizontal so justiert, daB das Ionenstromgalvanometer maxi- 
malen Ausschlag anzeigte. Bei dieser Justierung lag meistens eine solche 
Spannung an den Platten des Umlenkfeldes, daB Teilchen der Energie 
von 6 keV registriert wurden. Nach dieser Justierung wurde der Analy- 
sator aus dem Strahl herausgeschoben, die gewiinschte Spannung an 
die Umlenkplatten gelegt (d.h. die gewiinschte Ionenenergie eingestellt), 
und der Analysator wieder langsam durch den ganzen Strahl hindurch 
bewegt. Der Ausschlag des Ionenstromgalvanometers wurde dabei be- 
obachtet. So wurden Ionenstromverteilungskurven gewonnen und aus 
diesen die Halbwertsdurchmesser (HWD) der Ionenbiindel bestimmt. 
Bevor wir auf die Ergebnisse fiir das Energiespektrum eingehen, wollen 
wir einige der so gewonnenen HWD-Kurven in ihrer Abhangigkeit von 
der Ionenenergie wiedergeben. 

In Fig. 5a sind HWD fir Wasserstoff als Entladungsgas bei ver- 
schiedenen Betriebsspannungen wiedergegeben; in Fig. 5b HWD fiir 
verschiedene Gase bei einer Betriebsspannung von 20 kV. Der Abszissen- 
mafstab wurde so gewahlt, daB stets W/W, aufgetragen wurde, also 
das Verhaltnis von eingestellter Energie zu Grenzenergie. Die Genauig- 
heat der Messungen ist jeweils durch senkrechte, die HWD-Kurven durch- 
setzende, Striche angezeigt, die die maximale Streuung der Me8punkte 
wiedergeben. 

Im groBen und ganzen ergeben sich fiir alle Gase und Betriebs- 
zustande, die untersucht wurden, dem Typ nach dieselben Kurven. Wir’ 
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sehen, daG fiir alle Betriebszustande die schnellen Teilchen besonders gut 
fokussiert werden. Im Sinne der friiher entwickelten V orstellungen tiber 
das Zustandekommen des schmalen Entladungsdurchmessers der KSE 
konnen wir sagen, daB fiir die von weit drauBen aus der Anode kommen- 
den Ionen (dies sind gerade die schnellen Ionen) die Fokussierung durch 
das statische elektrische Feld die Gasstreuung besonders gut kompen- 
siert. Der Anstieg der HWD nach kleineren Ionenenergien hin bedeutet, 


fo 


Fig. 5a uw. b. Pelee saat ican reeds wee a Wasserstoff als 
Betriebsspannung U am Entladungsrohr als Parameter (Entladungsstrom 4 mA). b H,, 
ip eipte Periotoreteres bchciektcs Betrtebedstre ft) ~<20 5, Entladungsstrom 4 mA). 
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biindeldurchmesser der langsamen Ionen gewogene Mittelwerte zwischen 
dem der mittelschnellen und der schnellen Ionen annehmen werden; 
die obere Grenze wird im wesentlichen durch den Biindeldurchmesser 
der mittelschnellen Ionen gegeben sein. Insgesamt wird also die HWD- 
Kurve konkav gekriimmt zur Abszissenachse verlaufen. 


Der Abfall der HWD nach kleinen Energien hin kénnte auch dadurch ver- 
ursacht sein, daB noch Ionen der eingestellten Energie, die unter einem Winkel 
von bis zu 6° gegen die Vertikale den Spalt S, passieren (Fig. 4), den Auffanger 
erreichen. Sofern endliche Offnungswinkel der Ionenbiindel an der Kathode vor- 
kommen, wiirden wir daher eine Veranderung der gemessenen Verteilungskurve 
im Vergleich zur wahren finden. Aus friiher durchgefiihrten Messungen von WAGNER" 
folgt, da8 der Offnungswinkel fiir Biindel schneller Ionen 15 bis 20’ ist. Fiir schnelle 
Tonen ist daher dieser Einflu8 sicher zu vernachlassigen. Nimmt man dagegen fir 
langsame Tonen an, dab an jeder Steller der Kathode der Offnungswinkel des 


2 
\ 0 
zugrunde, so ergibt sich, daB die gemessene Verteilungskurve einen um etwa 30% 


zu kleinen HWD aufweist. Dieser Prozentsatz hangt jedoch von der gewahlten 
Stromverteilungsfunktion ab; er wird z.B. Null, wenn die Verteilungsfunktion 


ap 
zugehérigen Ionenbiindels 6° ist und legt eine Stromverteilung der Form exp (— is 


exp ie #4 benutzt wird. Diese ware fur die Fliigel der Stromverteilungskurven zu 
Pe, iG 


verwenden. Fir die Bestimmung der HWD ist jedoch der exp (- | Verlaut 
v 


0 
der richtigere, so daB der Korrekturfaktor in der Nahe von 30% liegen miiBte. 


In Fig. 5a sind im Sinne dieser Korrektur die gestrichelten Kurvenenden ein- 
gezeichnet, wobei angenommen wurde, da8 mit wachsendem W/W, die anzubrin- 
gende Korrektur kleiner wird. 

Es bleibt zu klaren, ob Ionenbiindel kleiner Energien tatsachlich Aperturen in 
der GroBenordnung von einigen Grad haben kénnen. Auf Grund verschiedener 
Angaben in der Literatur? kann man beim UmladeprozeB8 nur mit einer geringen 
Impulsiibertragung auf das langsame Ion senkrecht zu der Einfallsrichtung des 
schnellen Ions rechnen. Es erscheint daher nicht ohne weiteres gerechtfertigt, die 
oben diskutierte Erklarung des Abfalls der HWD heranzuziehen. 

Die Abhangigkeit der HWD von Entladungsspannung und Ent- 
ladungsgas ist zu erklaren durch die Abhangigkeit der radialen Feld- 
starke im Rohr von der angelegten Spannung und durch den Einflu8 
der Gasstreuung fiir die Ionen auf ihrem Weg zur Kathode. Dies wurde 
fiir den mittleren Entladungsdurchmesser schon in der bereits genannten 
Arbeit [K] gezeigt. Wir sehen in den hier gefundenen Abhangigkeiten 
eine Bestatigung fir die damals entwickelten theoretischen Vorstellungen. 

Da wir somit die Kurvenform der HWD-Kurven durch das statische 
elektrische Feld in der Entladung beeinfluBt sehen, muB mit einer Ver- 
anderung der Elektrodenform, und damit des statischen elektrischen 
Feldes, eine Veranderung des Kurventyps zu erreichen sein. Es wurden 
daher Messungen der HWD fiir H,-Ionen mit einer Anode durchgefiihrt, 


1 WAGNER, S.: Diplomarbeit Marburg 1954. 


2 Keene, J.: 1.c. — SHERwin, Ch: Phys. Rev. 57, 814 (1940). — Massgy- 
Buruop: Electronic and Ionic Impact Phenomena. Oxford 1952. 
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an deren unterem Ende eine Blende nach HaAILER! von 18 mm Durch- 
messer eingeschraubt war. AuBer diesem Versuch wurde noch bei nor- 
maler Anode auf die Kathode ein Kreiskegel (8 mm Basisdurchmesser, 
4mm Hohe) mit Spalt gesetzt®. Die Ergebnisse dieser Versuche sind 
in Fig.6 dargestellt. Wir sehen unsere Vermutung bestitigt, daB nun- 
mehr eine Veranderung der Form der HWD-Kurven erreicht worden 
ist. Die GréBe der HWD ist fiir die schnellen Ionen etwa dieselbe ge- 
blieben. Die besonders kleinen Werte der HWD beim Kathodenhiitchen 
deuten wir dahingehend, daB_ hier 
offensichtlich eine Brennpunktsbildung 
einsetzt. 


4. Bestimmung des Energiespektrums. 

Aus den gemessenen Ionenstrom- 
verteilungskurven lat sich leicht der 
Anteil der Ionen mit einer Energie 
zwischen W und W + dW im Gesamt- 
strahl bestimmen. Es sei 7(W/W,, 7) 
die gemessene Stromdichte fiir Ionen 
der Energie W/W, an der Stelle y im 
Strahl, wobei yr - der Abstand vom Fig. 6. Halbwertsdurchmesser der Ionen- 
Strahlzentrum ist. Dann ist der zu biindel als Funktion der Ionenenergie fiir 


a F os verschiedene Elektrodenformen. H, als Ent- 
dieser Energie gehérende Gesamtstrom ladungsgas. Gleiche Betriebsdaten (20 kV, 


4 mA). Obere Kurve: Normale Anordnung. 


HWD 


oO 22 Mittlere -Kurve: Haitersche Anodenblende. 
I(w/™%) pk si f Z (W/W,, r) yar dy is eae simone we iisserths (In 
6 6 : ese Kurve sind die MeSpunkte eingetragen.) 


Da wir rotationssymmetrische Biindel haben, miissen wir lediglich die 
i-Kurven mit 7 multiplizieren und die Flache unter der gewonnenen 
Kurve numerisch bestimmen, um den Gesamtstrom J(W/W,) zu finden. 
Wir erhalten dann noch nicht Zahlenwerte, die dem Stromanteil im 
Bereich zwischen W und W + dW proportional sind; erst durch Multi- 
plikation mit dem Dispersionsfaktor D des elektrischen Analysators 
werden diese Zahlenwerte proportional der im Bereich zwischen W und 
W + dW vorhandenen Ionenzahl. In Fig.7 ist je eines der so gewon- 
nenen Spektren F fiir Wasserstoff, Helium, Argon und Sauerstoff als 
Entladungsgas dargestellt. Wir sehen, daB8 im Vergleich zu den theo- 
retischen Kurven (Fig. 2) zwar der allgemeine Zug der Kurven richtig 
wiedergegeben wird, insofern als bei allen vier Gasen ein Uberwiegen 
der langsamen Ionen festzustellen ist, daB aber Abweichungen auftreten, 
die im einzelnen noch zu klaren sind. 


1 HaiLer, C.: Wiss. Veréff. Siemens-Werk 17, 115 (1938). 
2 KaMKE, D.: Z. Naturforsch. 4a, 391 (1949). 
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Bei ganz niedrigen Energien sehen wir, daB bei allen Kurven die 
Ionenstrome gegen Null gehen, wahrend die Theorie fordert, daB alle 
Kurven beim Ordinatenwert Eins einmiinden. Es ist unmittelbar klar, 
daB extrem langsame Ionen mit unserer Anordnung nicht gemessen 
werden k6nnen, da sie durch RaumladungsabstoBung aus dem Strahl 
schnell ausscheiden. Also miissen die experimentellen Kurven beim 
Ordinatenwert Null beginnen. 

Die gemessenen Ionenstromdichten werden zudem durch das elek- 
trische Streufeld im Kathodenspalt beeinfluBt. Dieses Streufeld wirkt 
namlich als elektrische Zylinderlinse (Zer- 
streuungslinse) auf die Ionen. Fiir lang- 
same Ionen erhalten wir Ablenkwinkel 
(senkrecht zum Hauptschnitt des Um- 
lenkprismas), die in der GréBenordnung 
des durch den Auffanger gegebenen Off- 
nungswinkels (6°) iegen. Langsame Ionen 
gelangen daher nicht mehr auf den Auf- 
fanger, d.h. die effektive Spaltbreite der 
Kathode wird fiir langsame Ionen kleiner. 
Damit verarmt das gemessene Spektrum 


Fig. 7. Energieverteilungsfunktion F fiir an sehr langsamen Ionen (W/W, < 0,1). 
O,-, He-, Hy- und A-Ionen. (Ftir die ein- F t ra : ° 
Ti balace Kutekeined eae eae Weiterhin ware eine Beeinflussung der 


OrdinatenmaBstabe gewahlt.) Energieverteilungsfunktion im Bereich kleiner 
Energien auch durch den schon in Abschnitt 3, 
S. 390 diskutierten endlichen Offnungswinkel des Ablenkkondensators zu erwarten. 


Legt man wie dort eine Ionenstromdichteverteilungsfunktion der Form exp (- a 
" 
zugrunde, so ergibt sich fiir das Verhaltnis von wahrer zu gemessener Strom- 


dichte der Wert 5. Da aber bei der Integration der Ionenstromverteilungskurven 
die Fligel der Kurven betrachtliche Beitrage liefern, diese jedoch durch eine Funk- 


; Y : : : [ oY. 
tion der Form exp (+) anzunahern sind, wird dieses Zahlenverhaltnis sicher 
19 


kleiner; aber es bleibt bestehen, dai die experimentell ermittelten Werte zu klein 
ausfallen wiirden. 

Bei hohen Energien (W/W ,—-1) erhalten wir — wie theoretisch 
vorhergesagt — ein Einmiinden derVerteilungskurven auf den Ordinaten- 
wert Null. Die dort gemessenen Tangenten der Kurven werden jedoch 
gegeniiber den theoretischen Werten verfalscht, da wir eine gewisse 
Welligkeit der von uns benutzten Hochspannung zu beriicksichtigen 
haben. Sie betragt bei unseren Betriebsbedingungen (4 mA Entladungs- 
strom, 20 kV Spannung) 1,7 kV. 

Fur die Argon-Verteilungskurve erhalten wir, wie zu erwarten, ein 
Anschmiegen an die Abszissenachse ohne Auftreten eines Wendepunktes. 
Fir das ES der Wasserstoff-Ionen ergibt sich ein Wendepunkt. Er liegt 
bei W/W, = 0,86, wahrend die Theorie den Wert 0,82 fordert. Fiir das 
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ES der He-Ionen liegt das Minimum bei W/W,=0,84 anstatt bei 0,8 
(vgl. Tabelle 1). Der Umladekoeffizient fiir Sauerstoff-Ionen ist in dem 
uns interessierenden Energiebereich nicht gemessen worden, so daB eine 
Diskussion des Kurvenverlaufs nicht méglich ist!. Wir sehen, daB die 
ES im allgemeinen steiler abfallen, als es die theoretischen Kurven an- 
geben. Dieser steilere Abfall ist erklarbar, wenn man bedenkt, daB der 
Umladekoeffizient ¢ energieabhangig ist. Die an der Kathode auftref- 
fenden schnellen Ionen laufen einen groBen Teil des Weges im Anoden- 
raum mit mittlerer Geschwindigkeit, werden also eine starkere Umladung 
erfahren als dem Mittelwert des Umladekoeffizienten entspricht. Die 
Zahl der mittelschnellen Ionen wird also zu Lasten der schnellen auf- 
gefiillt. Auch die Ionisation durch schnelle Ionen sorgt fiir ein Auf- 
fiillen der Bereiche niedriger Energien. Insgesamt sehen wir, daB die 
Beriicksichtigung dieser friiher vernachliassigten Effekte zu einer Auf- 
steilung der Kurven fiihrt. 

Zur Priifung der bisher dargelegten Theorie haben wir ein weiteres 
Experiment durchgefiihrt, das auf folgender Uberlegung beruht. In die 
Theorie geht als Parametera das Produkt aus Umladekoeffizient ¢ 
und Rohrradius R ein. Bisher haben wir den Einflu8 verschiedener 
Umladekoeffizienten untersucht. Eine Veranderung des Parameters a 
sollte sich auch durch Anderung des Rohrradius erreichen lassen. Bei 
einer Verkleinerung des Rohrradius auf 62% des bisherigen Wertes, 
sollte sich die Form des ES fiir Wasserstoff-Ionen so andern, daB man 
ein solches vom He-Typ, d.h. mit Minimum erhalt. Der experimentelle 
Befund ist, daB die Form des neuen Spektrums vom H,-Typ bleibt. 
Gleichzeitig stellt man fest, daB der Entladungsdruck sich so stark 
erhoht hat, daB die Verkleinerung von R durch VergréBerung des Um- 
ladekoeffizienten ausgeglichen wird, der Parametera also praktisch 
konstant geblieben ist. Damit ist der Ausgang des Experiments erklart. 

Wir haben nunmehr das ES im Gesamtstrahl theoretisch und ex- 
perimentell bestimmt und gefunden, daB dieses Spektrum einen hohen 
Anteil langsamer Ionen enthalt, im Gegensatz zu vielen sonstigen in 
der Literatur berichteten Messungen, insbesondere zu den ScHUTzEschen 
Untersuchungen. Auf diese Abweichung kommen wir in Abschnitt 5 
zurtick. : 

Das in Abschnitt 1 erwahnte Fehlen eines magnetischen Umlenk- 
feldes (Impulsanalysator) bewirkt, daB wir keine Unterscheidung zwi- 
schen Ionen verschiedener Ionisierungsstufen und verschiedener Massen 
treffen konnten, sofern die Ionenenergie gleich war. Also stellen unsere — 
experimentell gewonnenen ES nur gewisse Mittelwerte von Energie- 
spektren dar, fiir die in einer KSE vorhandenen Ionensorten. Die 


1 Irrtiimlich wurde von KaMKE (FuBnote 2, S. 380) der Umladekoeffizient von 
Protonen in O, benutzt an Stelle des von Of in Oy. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. 2 - 
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charakteristischen Eigenschaften der ES bei verschiedenen Entladungs- 
gasen treten jedoch deutlich in Erscheinung. 


5. Vergleich mit den Messungen von SCHUTZE. 


Das Kanalstrahl-Entladungsrohr der ScuttzEschen Apparatur ist so 
gebaut, daB eine Justierung des Entladungspinsels auf den Kanal nicht 
méglich ist. Mit Hilfe von drei Blenden wird ein kleiner Bruchteil (10~*) 
des Strahls ausgeblendet und untersucht. Der zu untersuchende Strahl 
durchlauft nach Austritt aus der Kathode einen etwa 50 cm 
langen Weg, ehe er in den Auffanger eintritt. Auf diesem 
Weg werden verschiedene Einfliisse wirksam, die eine Ver- 
anderung des ES bewirken. Zur Priifung dieser Ansicht 
haben wir das ES nur des zentralen Teils des Entladungs- 
biindels 13 mm unterhalb der Kathode aufgenommen. Die 
gleiche Messung wurde in einem Abstand 
von 157mm von der Kathode wiederholt. 
In Fig.8 sind diese Energiespektren in glei- 
chem MaBstab aufgetragen. Wahrend in der 
Nahe der Kathode noch viele langsame Ionen 
O5 10 vorhanden sind, fehlen diese zum gréBten 

Caemer Teil im Strahl nach Durchlaufen des lange- 
ee a eee Weges. Das Maximum der Verteilungs- 
entladung in 13mm (Kurve 1) und kurve liegt im Falle der Messung direkt unter- 
a ee eee Bonnie halb der Kathode bei etwa 12% der Ent- 

maBstibe.) ladungsspannung. Mit wachsendem Abstand 

verschiebt sich das Maximum des ES infolge 

der Eliminierung der langsamen Ionen nach hoheren Energien hin und 

erreicht bei eimem Abstand von 157mm von der Kathode schon etwa 
36% der Entladungsspannung. 

Wir sehen unsere Vermutung bestatigt, daB die ScHttzEschen Mes- — 
sungen nicht geeignet sind, Aufschlu8 iiber das im der Kanalstrahlent- 
ladung vorhandene Energiespektrum der Ionen zu geben. 


Dem Direktor des Physikalischen Instituts, Herrn Professor Dr.-Ing. 
W. WALCHER danken wir fiir wertvolle Diskussionen und fiir die Bereit- 
stellung von Institutsmitteln zur Durchfiihrung dieser Arbeit. 

Den Firmen Réchling-Buderussche Stahlwerke, Wetzlar, und Rosen- 
thal Isolatoren GmbH., Selb, danken wir fiir die Herstellung der aus 
AME-Stahl geschweiBten Anode und des Flachringporzellanisolators. 


Marburg a. d. Lahn, Physikalisches Institut der Universitat. 
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Thermische Untersuchungen iiber die Absorption 
von Ultraschallwellen in Fliissigkeiten. 
Von 
S. PARTHASARATHY, D. SRINIVASAN und S. S. CHARI. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. April 1953.) 


Es wird die durch Ultraschall in mehreren organischen Fliissigkeiten erzeugte 
Warmemenge bestimmt. Die erregende Hf-Spannung wird um 420 kHz, der Grund- 
frequenz des Oszillators, variiert. Die Einfliisse der dielektrischen Erwarmung und 
der Strahlungsverluste werden beriicksichtigt. Aus den MeBergebnissen werden 
fir die verschiedenen Fliissigkeiten thermische Resonanzkurven gezeichnet. Es 
ergibt sich, daB die erzeugte Warmemenge dem klassischen Wert des Absorptions- 
koeffizienten der Fliissigkeit streng proportional ist. Daraus wird dann geschlossen, 
daB zumindest bei diesen niedrigen Frequenzen der Absorptionskoeffizient fiir 
Ultraschallwellen in Fliissigkeiten den klassischen Wert besitzt. 


Einleitung. 

Es ist bekannt; daB Ultraschall beim Durchgang durch eine Fliissig- 
keit, natiirlich abhangig von dieser, mehr oder weniger Warme erzeugt. 
Woop und Loomis! stellten als erste derartige groBe Erwarmungen in 
Transformatorél fest. Man findet eine besonders groBe Erwarmung an 
der Grenzflache zweier mit Ultraschall bestrahlter Substanzen. Man 
kann z.B. kein Thermometer in beschalltes Ol halten, weil die Beriih- 
rungsflache zwischen Finger und Thermometer erhitzt wird. Die Tem- 
peratur des Oles braucht dabei 25° C nicht zu iiberschreiten. FREUND- 
LICH, SOLLNER und Rocowski? haben diese Beobachtungen bestatigt. 
Weiter findet man, da8 das Einbringen von Glaskugeln in einen beschall- 
ten Eisenblock die erzeugte Warmemenge erhoht. Einige Autoren haben 
die Erwarmung quantitativ in einigen komplexen organischen Sub- 
stanzen wie Nerven, Geweben, Knochen usw. bestimmt?. DoGNaw und 
BIANCANI? haben eine Zunahme der Temperaturerhdhung mit der 
Viskositat ausgeschlossen, da mehr Warme als in viskoser Gallerte be- 
obachtet wurde. 

Um die durch Ultraschall erzeugte Warme genau zu bestimmen, hat 
man die durch das elektrische Hf-Feld, welches die Kristallschwingungen _ 
anregt, erzeugte Warme zu ermitteln. Die ersten Experimente in 


1 Woop, R. W., u. A. L. Loomis: Phil. Mag. (VII) 4, 417 (1927). 

2 FREUNDLICH, H., K. SoLLNER u. F. Rocowskr: Klin. Wschr. 1932, 1512. 

3 BERGMANN, L.: Der Ultraschall. 1949. , 

4 Docnan, A., u. E. H. Brancant: Ultrasons et Biologie, S. 31—36. 1937. 
Dike 
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dieser Richtung wurden von Ricwarps? durchgefithrt. Er schirmte die 
Flissigkeit elektrisch ab, ordnete den Kristall auBerhalb des GefaBes 
an und verwendete 01 zur Kopplung zwischen Kristall und GefaB. Sein 
Ziel war, die durch Schallwellen erzeugte Temperaturerhéhung genau 
zu bestimmen. Mastacrr? hat die durch Ultraschall erzeugte Tem- 
peraturerhéhung in mehreren aromatischen Kohlenwasserstoffen unter- 
sucht und geschlossen, die Temperaturerhéhung steht im Zusammenhang 
mit der Anzahl der Methylradikale. Es sei bemerkt, daB in diesen Ex- 
perimenten die erzeugte Warmemenge nicht berechnet wurde. Ware dies 
geschehen, so hatte man wegen der verschiedenen spezifischen Warmen 
der Fliissigkeiten keinen derartigen Zusammenhang gefunden. Dariiber 
hinaus wurde die dielektrische Erwarmung tberhaupt nicht erwahnt, 
obwohl diese einen betrachtlichen Anteil der gesamten erzeugten Warme- 
menge darstellt. Bei diesen Experimenten handelt es sich jedoch um 
den ersten Versuch, die durch Ultraschail erzeugte Temperaturerhoéhung 
mit physikalischen oder chemischen Eigenschaften der beschallten 
Fliissigkeit in Zusammenhang zu bringen. 

Die gesamten oben genannten Experimente wurden bei der Reso- 
nanzfrequenz des Kristalles durchgefithrt. Wir haben dariiber hinaus 
die Frequenz der erregenden Spannung um die Grundfrequenz varuert 
und die Warmeerzeugung bei jeder Frequenz festgestellt. Man darf 
erwarten, daB bei einer Ubereinstimmung der angelegten Frequenz mit 
der Grundfrequenz des Kristalles, wegen der gréBten Schwingungs- 
amplitude des Kristalles die erzeugte Warmemenge am gr6Bten ist. Fiir 
andere Frequenzen wird sie entsprechend kleiner sein. Damit erméglicht 
ein derartiges Experiment eine Untersuchung der Resonanzkurve des 
Kristalles. Eine ahnliche Methode verwendete bereits PARTHASARATHY 8 
zur Untersuchung dieses Problems. Er registrierte den Hf-Strom im 
Schwingungskreis bei verschiedenen Frequenzen. 

In einer vorlaufigen Mitteilung teilten wir die Ergebnisse von unter 
ahnlichen’ Gesichtspunkten durchgefiihrten Experimenten mit4. In 
dieser Arbeit werden weitere Einzelheiten berichtet. 

Die beim Durchgang von Ultraschallwellen durch eine Fliissigkeit 
erzeugte Warme entsteht durch die Absorption dieser Wellen durch die 
Flissigkeit. Damit ergibt sich die Frage, ob ein Zusammenhang zwischen 
der erzeugten Warmemenge und dem Absorptionskoeffizienten der 
Fliissigkeit fiir Ultraschall besteht ? Das Ziel der vorliegenden experimen- 
tellen Untersuchungen ist die Betrachtung dieser Beziehungen. 


1 Ricuarps, R. T.: Proc. Nat. Acad. Sci., Wash. 17, 611 (1931). 
* Mastacui, C. R.: Acad. Sci., Paris 226, 667 (1948) 
5 PARTHASARATHY, S.: Proc. Ind. Acad. Sci. Sec. A 3, 544 (1936). 


4 PARTHASARATHY, S., D. SRINIVASAN u. S. S. CHART: Nature, Lond. 166, 828 3 
(1950). 
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Experimentelles. 

Die Experimente wurden mit einem Quarzkristall (X-Schnitt), der 
eine Grundfrequenz von 420kHz besaB, durchgefiihrt. Der Kristall 
wurde induktiv von einem Sender (HARTLEY-Typ), dessen Frequenz um 
420 kHz kontinuierlich verandert werden konnte, erregt. Die Frequenz 
wurde mit einem Prazisionswellenmesser festgestellt. Sie blieb wahrend 
der Dauer des Experimentes konstant. Die am Kristall anliegende Hf- 
Spannung wurde mit einem Réhrenvoltmeter gemessen, der Hf-Strom 
durch den Kristall mit einem Hf-Milliamperemeter. Der Kristall befand 
sich in der Flissigkeit. Diese befand sich in einem doppelwandigen 
Metallkalorimeter, welches in einem zur Verringerung der Warme- 
verluste mit Baumwolle ausgestopften Kasten war. Die Temperatur 
wurde mit einem Quecksilberthermometer auf 0,1° C genau gemessen. 
Das in die Fliissigkeit eintauchende Thermometer befand sich einige 
Zentimeter oberhalb des Kristalles. Insgesamt wurden sieben organische 
Flissigkeiten untersucht, némlich Benzol, Toluol, m-Xylol, Nitrobenzol, 
Essigsaureathylester, Schwefelkohlenstoff und Tetrachlorkohlenstoff. 
Spater nahmen wir noch zwei weitere Fliissigkeiten hinzu, um die bei 
den genannten Substanzen erhaltenen Ergebnisse zu festigen. Es waren 
dies Salizylsduremethylester und n-Butylalkohol. Zwei viskose Fliissig- 
keiten, namlich Cyclohexanol und n-Oktylalkohol, wurden ebenfalls 
noch herangezogen. 

Die Frequenzanderungen der angelegten Spannung erfolgte von 
340 bis 660 kHz in Stufen von 40 kHz. Bei jeder Frequenz wurde die 
Fliissigkeit 6 min unter besonderer Beachtung der Konstanz der an- 
liegenden Hf-Spannung beschallt. Wir benutzten stets das gleiche 
Fliissigkeitsvolumen. Vor Beginn des Experimentes wurde es sorgfaltig 
gewogen. Die Fliissigkeitstemperatur wurde vor und unmittelbar nach 
der Beschallung gemessen. Die Temperaturablesung erfolgte stets nach 
guter Durchmischung der Fliissigkeit. Die Beriicksichtigung der Strah- 
lungsverluste geschah in der tblichen Weise. In einem getrennten 
Experiment erfolgte die Bestimmung des Wasseradquivalentes des 
Kalorimeters. Die erzeugte Warmemenge leB sich dann berechnen. Fir 
jede Fliissigkeit wurde das Experiment 3- bis 4mal wiederholt. Ver- 
wendung fanden nur die Mittelwerte der Messungen. 

Wie bereits in der Einleitung ausgefiihrt, enthalt die so gemessene 
Warmemenge auch noch den durch das elektrische Hf-Feld bedingten 
Anteil der dielektrischen Erwarmung. Dieser wurde wie folgt bestimmt: _ 
Wir nahmen an Stelle des Quarzkristalles ein Glasstiick mit gleicher 
Dicke, Querschnitt und Dielektrizitatskonstante, befestigten dies im 
Kristallhalter und wiederholten das gesamte Experiment. Die Erwar- 
mung ist dann nur eine dielektrische und zeigt daher kein Maximum 
wie beim Quarzkristall, sondern nimmt mit steigender Frequenz 
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kontinuierlich zu. Besonders wollen wir aber auf folgendes hinweisen: Weit 
auBerhalb der Resonanzfrequenz des Quarzes stimmen die Erwarmungen 
iiberein. Wir betrachten dies als Rechtfertigung der verwendeten 
Methode. Die durch Ultraschall erzeugte Warmemenge ergibt sich dann 
als Differenz der in beiden Experimenten erhaltenen Werte. 


Ergebnisse. 
In den Fig. 1 und 2 sind als typische Beispiele die Temperatur- 
erhohungen in Abhangigkeit von der erregenden Frequenz fiir die beiden 
Teile des Experimentes von zwei Substanzen wiedergegeben. Die ~ 
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Fig. 1. Die durch Ultraschall in Benzol erzeugte Fig. 2. Die durch Ultraschall in Essigsdiuredthyl- 
Temperaturerhohung in Abhangigkeit von der ester erzeugte Temperaturerhéhung in Abhangig- 
Frequenz des Schwingkristalles. keit von der Frequenz des Schwingkristalles. 


Kurve A in beiden Figuren besitzt bei 420 kHz ein Maximum, fallt zu 
beiden Seiten dieser Frequenz stark ab und steigt dann bei héheren 
Frequenzen wieder an. Kurve B zeigt dagegen einen kontinuierlichen 
Anstieg. Man bemerkt, daB sich beide Kurven fiir weit von 420 kHz 
entfernte Punkte berithren. Ahnliche Kurven erhielten wir auch fiir 
die anderen Fliissigkeiten. Aus diesen Kurven wurde die durch Ultra- 
schall erzeugte Temperaturerhéhung berechnet, die dann zur Bestim- 
mung der erzeugten Warmemenge verwendet wurde. Dann wurde fiir 
jede Fliissigkeit die erzeugte Warmemenge in Abhangigkeit von der 
Frequenz der erregenden Spannung in einem Diagramm, das wir als 
thermische Resonanzkurve bezeichnen wollen, dargestellt (s. Fig. 3). 
Man sieht, daB alle Kurven fiir die Grundfrequenz des Kristalles ein 
Maximum besitzen, entsprechend der durch die maximale Amplitude 
des Kristalles bei dieser Frequenz bedingten gr6é8ten Schallintensitat. 
Die so ermittelte Resonanzfrequenz stimmt mit der aus der Kristalldicke 
berechneten gut iiberein. Jede dieser Kurven ist zur Resonanzfrequenz 
nicht symmetrisch. Sie sind fiir die einzelnen Fliissigkeiten charakteri- 
stisch. Im Einklang mit fritheren Untersuchungen von PARTHARASATHY! 


+ PARTHASARATHY, S.: Proc. Ind. Acad. Sci. Sec. A By: 544 (1936). 
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fanden wir von der Resonanzfrequenz zu héheren Frequenzen hin einen 
steileren Abfall der Kurven als zu niedrigeren. Die Schirfe der Resonanz- 
kurve ist ebenfalls verschieden, z.B. ist sie bei Toluol und Xylol weniger 
scharf als in Nitrobenzol. 

Fig. 4 enthalt die Ergebnisse dreier spater untersuchter Fliissig- 
keiten. Wir haben diese getrennt aufgefiihrt, weil die experimentellen 
Bedingungen — gegeniiber den ersten 
sieben Fliissigkeiten — anders waren. cal/sec 

Die in den einzelnen Fliissigkei- 
ten bei verschiedenen Frequenzen er- 
zeugten Warmemengen findet man 
in Tabelle 1. Diese enthalt auch die 


Wirme/ Zeit 


iY Y 4 a8 

TBO YOO 420 YO 460 
Frequenz kiz 
Fig. 4. 


Fig. 3. Die durch Ultraschall in 5 min erzeugte Warme in Abhangigkeit von der Frequenz des Schwing- 
kristalles. 1 Nitrobenzol —{e]— ; 2 Tetrachlorkohlenstoff —e@e—; 3 Essigsdureadthylester —©—; 4 Benzol 
—-—o—-—-—; 5 Schwefelkohlenstoff ---o---; 6 Toluol —x—; 7 Xylol —--—Q—--—. 


Fig. 4. Die durch Ultraschall in 1 sec erzeugte Warme in Abhangigkeit von der Frequenz. 


den Kristall durchflieBenden Hf-Stréme. Tabelle 2 enthalt eine Zu- 
sammenfassung und vergleichende Betrachtung der bei der Resonanz- 
frequenz erzeugten Warmemengen. In Spalte 3 dieser Tabelle findet 
man den nach der StoKES-KriRCHHOFFschen Formel berechneten klas- 
sischen Wert von «/v?. Spalte 4 und 5 enthalt die auf Tetrachlorkohlen- 
stoff als Einheit bezogenen relativen Werte der erzeugten Warmemenge 
und von «/»?. 

Man sieht, daB die gréBten Warmemengen bei der Resonanzfrequenz 
in Tetrachlorkohlenstoff (148,4cal/min) und Nitrobenzol erzeugt 
werden. Die kleinsten findet man bei Benzol und Schwefelkohlenstoff 
(38,7 cal/min). Die am Kristall anliegende Spannung war die gleiche. 
AuBerdem bemerkt man, die in den einzelnen Flissigkeiten erzeugte 
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Tabelle 1. Durch Ultraschall mit Frequenzen um 420 kHz in organischen Fliissigheiten 
evzeugte thermische Effekte. 


(Am Kristall anliegende Hf-Spannung 620 V.) 


T Shire eres Temperatur- |In 5min durch 
Frequenz | Hf-Strom Rees pers eh See alee, 
mit Glas mit Quarz Ultraschall Wirt. 
(kHz] (mA] [°C] [°C] [°C] [cal] 
340 45 OPFOR 5 0,075 4,82 
380 45 0,514 O;825 iat 0. 520 20,0 
400 50 0,53 4,20 0,670 43,34 
420 50 0,54 1,60 1,060 68,37 
440 50 0,55 1,01 0,450 28,85 
Toluol 460 50 0,56 0,750 0,190 12,20 
500 50 0,60 0,650 0,050 Br22) 
540 55 0,65 0,660 0,010 0,64 
580 55 0,70 O;7OR. “0,0 0,0 
618 70 * 0,80 0,80 0,0 0,0 
O53. ee 75 0,80 0,80 0,0 [em <0)X6) : 
45 0,45 | . 0,475 0,025 — 1.59 a 
45 0,46 0,780 0,820 tee 20.38, $ 
50 0,47 1,030 0/560 Mh 35,67, 
50 |~ 0,48 1,20 0,720 45,86 
50 0,50 | 0,960 }-0,460 | 29,34 
50 0,54 0,80 ~ | 0,290 18,48 
50 O%55¢ 07650" Os tO 6,05 
52 0,60 0,610 YM 


55 0,65 0,650 | 0,0 
70 0,70 : i 0.0% 
0,75 0,0 


Mh: Nath tele assean WinOMeunT 
200 | 4,52 | opps 0,14 


210) tn OD 506 a 
pln dat) Saou -230:| 94,72 | 5,66 | 0,94 | 
~ Nitrobenzol _ ni Mf i ate od 480 a |830 | ago ‘ 


ge wh wuz | = 
| 
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Tabelle 1. 


(Fortsetzung.) 
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= eeeeeeeeSSSSSSSSSSSSMMMMmMMseFeFeFsesese 


| Temperatur- | Temperatur- | Temperatur- \In Smindurch 
| Frequenz | Hf-Strom | erhohung | erhdhung | ote | eerer 
4 herve rat, wang Ultraschall Wasme 
460 50 0,43 0,70 0,27 17,57 
500 50 0,45 0,56 0,06 | 3,90 
Bensol | 540 50 0,56 0,58 0,02 1,30 
} 580 52 0,63 0,64 0,01 0,65 
620 52 0,75 0,75 0,0 0,0 
680 75 0,75 O75 0,0 0,0 
340 50 1,20 1,40 0,20 15,50 
380 50 1,25 1,70 0,45 34,90 
400 515 1,20 1,95 0,67 51,93 
| 420 70 1,30 2,25 0,95 73,60 
Essigsaureathylester} 460 70 1,32 1,3°5 0,03 2,24 
| 500 70 1,35 1,40 0,05 3,90 
540 75 1,40 1,40 | 0,0 0,0 
| 616 75 1,40 14,40 | 0,0 0,0 
| 658 80 1,60 1,60 0,0 0,0 
340 45 1,10 0,30 0,80 84,8 
380 45 Le 0,30 0,98 106,0 
bt OG SVT 50 1,42 0,40 1,02 13358 
Tetrachlor | 420 | 50 1,85 0,45 1,40 148,4 
kohlenstoff » -| 449 | 5° 1,15 0,45 0,70 75,6 
fe oct 0 0,70 0,50 0,20 21,2 
fe 560425} 9.250 0,60 0,50 0,10 10,6 
540 50. 0,70 0,70 0,0 0,0 
| 580 | 70 0,80 0,80 0,0 0,0 
Tabelle 2. 
| Warmeerzeugung * .4Q17 Auf CCl, als a/v? bezogen 
Fliissigkeit in cal/min fiir die v Einheit bezogene auf CCl, als 
Resonanzfrequenz (berechnet) Warmeerzeugung Einheit 
i 
Tetrachlorkohlenstoff . | 148,4 20,4 1,0 1,0 
Nitrobenzol ; 109,2 13,4 0,80 0,74 
Essigsaureathylester 73,6 8,3 0,49 0,44 
Toluol opted ws 68,0 8,0 0,46 0,39 
1S io a ae | 63,0 8,0 0,42 0,39 
RGlOL. a. gt Pee 46,0 7A 0,31 0,34 
Schwefelkohlenstoff. 38,7 5,0 0,27 0,26 


Fliissigkeit 


Holiolee 
n-Butylalkoho! ; 
Salizylsauremethylester 


Warmeerzeugung 
in —— - 10° fiir die 
sec 


Resonanzfrequenz 


Tabelle 2a. 


Auf Toluol als 
Einheit bezogene 
Warmeerzeugung 


a/v? bezogen —_ 
auf Toluol als ~ 
Einheit 
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Warmemenge zeigt nicht nur den gleichen Gang mit den Absorptions- 
koeffizienten, sondern eine Betrachtung der Spalten 4 und 5 der Ta- 
belle 2 ergibt, daB zwischen der erzeugten Warmemenge und dem 
klassischen Absorptionskoeffizienten eine strenge Proportionalitat be- 
steht. 

Diskussion. 

Eine Betrachtung unserer Ergebnisse fiihrt zu dem SchluB, daB die 
durch Ultraschall in Fliissigkeiten erzeugte Warmemenge dem Absorp- 
tionskoeffizienten — erhalten durch theoretische Uberlegungen nach 
Stokes und KircHHoFF — proportional ist. Wie erwartet, wird in 
Tetrachlorkohlenstoff mehr Warme als in Schwefelkohlenstoff erzeugt. — 
Mehrere Autoren haben unter Benutzung verschiedener Methoden ge- 
zeigt, daB Schwefelkohlenstoff und Benzol eine anomale Absorption be- 
sitzen, die die klassischen Werte um das 1000- bzw. 80fache bei Benzol 
iibersteigt. Diese Untersuchungen wurden jedoch bei 5 MHz und 
héheren Frequenzen durchgefiihrt und diirfen zu Frequenzen bei 400kHz 
nicht extrapoliert werden. Behielten die beiden Flissigkeiten die gleiche 
Absorption, hatte bei unseren Messungen die beobachtete Proportio- 
nalitat nicht auftreten diirfen. Man darf daher auf ein Verschwinden 
der anomalen Absorption bei den hier verwendeten niedrigen Frequenzen 
fiir diese Fliissigkeiten schlieBen. In einer weiteren Arbeit! haben wir 
bei 5 MHz die Proportionalitat der Schallintensitat am Strahler zum be- 
obachteten Wert von «/y? gefunden. Daraus folgt, der klassische Wert 
von «/y? ist bei niedrigen Frequenzen auch der wahre Wert des Absorp- 
tionskoeffizienten. 

Aus den vorliegenden Untersuchungen ergibt sich damit, daB der 
Absorptionskoeffizient fiir Ultraschall in organischen Fliissigkeiten 
— einschlieBlich Benzol, Tetrachlorkohlenstoff und andere Fliissig- 
keiten, die bei 5 MHz und héheren Frequenzen anomal absorbieren — 
bei 400 kHz offenbar den klassischen Wert besitzt. 


Die Arbeit wurde ins Deutsche iibersetzt von Dipl.-Phys. Hans 
SCHULZE, Géttingen, I. Physikalisches Institut. 


New Delhi 12, National Physical Laboratory of India. 


1 PARTHASARATHY, S., S. S. CHarrt u. D. SRINIVASAN: Wird veréffentlicht. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 135, S. 403—405 (1953). 


Die Beziehung des durch Ultraschallwellen 
in Fliissigkeiten erzeugten Temperatureffektes 
zu ihrem Absorptionskoeffizienten. 

Von 

S. PARTHASARATHY, D. SRINIVASAN und S. S. CHARI. 


(Eingegangen am 20. April 1953.) 


Die durch Ultraschall erzeugte Warmemenge wurde in einer Anzahl organischer 

Flissigkeiten unter Beriicksichtigung der in friiheren Veréffentlichungen beschrie- 

benen Korrektionen bei 5 und 15 MHz bestimmt. Dabei ergibt sich, daB bei 

niedrigen Frequenzen die erzeugte Warmemenge dem Absorptionskoeffizienten 
proportional ist, bei hédheren dagegen nicht. 


Evnlettung. 

In einer vorangehenden Arbeit wurde von uns gezeigt, daB bei 
420 kHz die durch Ultraschall in einer Fliissigkeitssaule erzeugte Warme- 
menge dem theoretischen Wert des Absorptionskoeffizienten propor- 
tional ist’. Wir fanden dies sogar fiir die sog. ,,anomal absorbierenden“‘ 
Flissigkeiten wie Benzol und Schwefelkohlenstoff. In Weiterfiihrung 
dieser Untersuchungen haben wir nun die Beziehung zwischen erzeugter 
Warmemenge und Absorptionskoeffizienten auch bei hoheren Frequenzen, 
und zwar bei 5 und 15 MHz bestimmt. 


E xperimentelles. 


Ein Quarzkristall (X-Schnitt) mit einer Grundfrequenz von 5 MHz 
wurde als Schallstrahler benutzt. Als Spannungsquelle diente ein Flug- 
zeugsender. Der an einem Halter befestigte Kristall wurde in ein doppel- 
wandiges Metallkalorimeter gehangt, das sich in einem thermisch iso- 
lierten Kasten befand. Die Messung der an den Kristall anliegenden 
Hf-Spannung erfolgte durch ein Réhrenvoltmeter. Die wahrend des 
Experimentes anliegende Spannung wurde konstant gehalten (26 V). 
Die Fliissigkeiten wurden 30min mit Ultraschall bestrahlt und der 
Temperaturanstieg unter Beriicksichtigung der Strahlungsverluste fest- 
gestellt. In einem getrennten Experiment — wie bereits von uns mit- 
geteilt! — erfolgte die Bestimmung der diclektrischen Erwarmung. 
Nach Abzug dieser Warmemenge von der gesamten erzeugten ergab sich 
die von Ultraschall allein erzeugte Warmemenge. Um den MeBfehler 
zu verringern, fiihrten wir stets mehrere Experimente aus, die tibrigens 


1 PaRTHASARATHY, S., D. SRINIVASAN und S. S. CHari: Thermische Unter- 
suchungen iiber die Absorption von Ultraschall in Fliissigkeiten. (Im Druck.) 
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keine groBen Abweichungen voneinander zeigten, und verwendeten fir 
die Berechnungen deren Mittelwerte. Insgesamt untersuchten wir 
13 Fliissigkeiten. Die Bestimmung ihres Absorptionskoeffizienten er- 
folgte mittels der Strahlungsdruckmethode. 


Ergebmisse. 
Das Verhiltnis # der durch Ultraschall erzeugten Warmemenge zur 
Zeit (1 sec) bei einer Frequenz von 5 MHz und der experimentell be- 
stimmte Wert von «/»? ist fiir 13 Fliissigkeiten in Tabelle 1 zusammen 


mit dem Quotienten - angegeben. Tabelle 2 enthalt fiir vier weitere 


on/p 
Tabelie 1. 
| he 108 h 
Nr. Fliissigkeit is +1015 | cal Oy Ome 
| ban 9% = seit 
| | 
Mi hae se Leese 
AE Tali eLOlu olay eese sakes cukse hone asea 1,23 3,741 3,0 
2) ace Gide) aera as Ne ae eo ee c 0,89 2,847 3,2 
3 Pyriduner, “2s... 2) . Tae eee 2 15,720 3,0 
4 INitrobenZzol spies awa alee 0,99 | 3,174 3,2 
5 Chiorbenzole tee pia ae 0,98 3,130 3,2 
6 Cyclohexenolas 0c.) nee 4,89 14,800 3,0 
7 iBUtVlal KONO tte, ¢ 1s aide 0,97 | 3,061 3,2 
San i lsOpLropylalkohol siete na 0,92 3,040 3,3 
9 Isobutylalkohol ... ... «.+| 2,49 | 8,572 3,4 
10 /aliaciny? EMM G@) AVON eo Senna cu set 1,93 5,780 3,0 
11 Isoamylalkohol . .... .| 2,30 | 8,040 3,5 
12 Malonsaurediathylester . . 3,68 | 12,310 BH) 
13 Acetophenone. 3. a 1,89 | 6,031 | 3;2 
Mittel: | 3,2 
Tabelle 2. 
LLM 
| h-108 
Nr. Flissigkeit 14015 cal bo. 2Pe aga 
On | a/v? 
| sec 
SS 
4 IEA Os ey oe ae Oe Oe 8,01 9,050 4 
2: Schwefelkohlenstoff . .. . 77,00 29,800 on 
BY Tetrachlorkohlenstoff .. . 5,70 9,900 1 85 
4 Salizylsturemethylester . . rent 43,200 1 ‘ pA 
Tabelle 3. 
SS — 
h+1C8 
Nr, Flissigkeit *.4018 cal —* 49-12 
y? | a/v? 
sec 
TT 
4 WolwGh ent. .. 0,84 12 6¢ 
~ . . . . . . y , 10) 
2 INT ODem7 Ol iam a see eee 0,86 15,40 ive 
50 WO wpe yialkohern lod eal Ot 0,795 44,20 17,8 
4, Isopropylalkohol . . . ~, 0,92 10,30 11 2 
5. | Isobutylalkohol: . . .. fh} 1,86 14,30 8,0 
6 AGerophénon samme & Mi fie 0,46 . 40,00 21,8 
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Flissigkeiten, die bei diesen Frequenzen eine anomale Absorption be- 
sitzen, die gleichen Angaben wie Tabelle 1. 

Fur die Messungen bei 15 MHz wurde der gleiche Kristall verwendet. 
Er wurde in seiner dritten Oberschwingung angeregt. Der MeBvorgang 
blieb ungeandert. Die erhaltenen Ergebnisse sind in Tabelle 3 wieder- 
gegeben. 


Diskussion. 
Aus Tabelle 1 ergibt sich die Proportionalitat der erzeugten Warme- 


menge zu = Der Wert des Verhiltnisses e - ist innerhalb des 
2 a/9 


experimentellen Fehlers konstant. Er betragt 3,2-107%. Fiir Benzol, 
Schwefelkohlenstoff, Tetrachlorkohlenstoff und Salizylsiuremethylester 
ist dies nicht der Fall. Die Abweichungen ersieht man aus Spalte 4 der 
Tabelle 2. Es ergibt sich somit, daB mit Ausnahme weniger Flissig- 
keiten die durch Ultraschall bei 5 MHz erzeugte Warmemenge dem 
Absorptionskoeffizienten proportional ist. Bei einer Abweichung von 
dieser Proportionalitat ist der Absorptionskoeffizient stets sehr groB und 
ubersteigt den klassischen Wert um ein mehrfaches. Bei diesen anomal 


absorbierenden Fliissigkeiten ist das Verhaltnis also nicht mehr 


h 
; a/v? 
konstant. Umgekehrt kann die Konstanz dieses Verhaltnisses zur Nach- 
prifung der Anomalitat der Fliissigkeiten herangezogen werden. AuBer- 


jin : 
— in weiteren 
o/9” 


Fliissigkeiten den Absorptionskoeffizienten bestimmen. Dies wird in 
einer spateren Verdffentlichung durchgefiihrt. 
Die bei 15 MHz erhaltenen Ergebnisse unterscheiden sich vollstandig 


von denen bei 5 MHz (s. Tabelle 3). Die Konstanz von h felt 


a/v? 
vollkommen. Statt dessen findet man, daB die in den verschiedenen 
Fliissigkeiten erzeugte Warmemenge gleich groB ist. 


dem kann man unter Voraussetzung der Konstanz von 


Die Arbeit wurde ins Deutsche iibersetzt von Dipl.-Phys. HANs 
SCHULZE, Géttingen, I. Physikalisches Institut. - 


New Delhi 12, National Physical Laboratory of India. 
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Die Dissoziationsenergie von Hg.. 


Von 
J. G. Winans und M. P. HEITz. 


(Eingegangen am 24. April 1953.) 


In einem vorangehenden Artikel! wurde gezeigt, daB der sich aus 
spektroskopischen Messungen ergebende Wert der Dissoziationsenergie 
von Hg, mit dem aus thermooptischen Beobachtungen.folgendem tiber- 
einstimmt. Die letztere Methode gab dabei die Reaktionsenergie oder 
die zusatzlich zur thermischen Energie bendtigte Dissoziationsenergie 
des Molekiils an. Aus der spektroskopischen Untersuchung folgt hin- 
gegen die Dissoziationsenergie fiir die Temperatur 0° K. In der genann- 
ten Arbeit wurde die thermooptisch bei 830° K (0,07 eV) bestimmte 
Dissoziationsenergie als Energiedifferenz zwischen dem Zustand v’’ = 0 
und dem Maximum der Potentialkurve (potentielle Energie des rotie- 
renden Molekiils in Abhangigkeit vom Kernabstand) aufgefaBt. Da 
jedoch die Dissoziationsenergie mittels einer fiir Gleichgewichtsbedin- 
gungen hergeleiteten Gleichung bestimmt wurde, muB diese als Differenz 
zwischen dem Zustand v’’=0 und der Asymptote der Potentialkurve 
betrachtet werden. Dies vereinfacht die Berechnung von D, bei 0° K. 
D, ist dabei die Summe aus der bei 830° K thermooptisch erhaltenen 
Dissoziationsenergie und der kinetischen Rotationsenergie bei 830° K. 
In guter Ubereinstimmung mit dem aus Wellenlangenmessungen fol- 
genden Wert der Dissoziationsenergie Dy = 0,15 eV ergeben sich 0,142eV. 

Diesem Wert ist wegen der AbstandsvergréBerung im rotierenden 
Molekiil noch ein kleiner Energiebetrag hinzuzufiigen. Mit Dy) =0,142eV 
folgt fiir Hg, bei 0° K aus der Lonponschen Gleichung (Dy = 159/r°) 
7,=3,2A. Die aus V= tk(r—r,)? fir 7,=3,3A (Gleichgewichts- 
abstand des rotierenden Molekiils) bestimmte potentielle Energie be- 
tragt 0,004eV. 

Mit dieser Korrektion folgt als thermooptisch.bestimmte Disso- 
ziationsenergie fiir Hg, bei 0° K D, =0,146-++ 0,01 eV. 

Der Betrag von h in Fig. 4 der vorangehenden Arbeit ist daher kleiner 
als 0,01 eV. 

In der genannten Arbeit mu8 die von der potentiellen Energie des 
rotierenden Molekiils abzuziehende Energie, um die des nichtrotierenden 


1 Winans, J.G., u. M. P. Herrz: Z. Physik 133, 291 (1952). 
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zu erhalten, heiBen: 
P y h 
2urhe i+ 4) ‘Srtcur* 


P ist der mittlere Drehimpuls der Molekiile bei 830° K. Die mittlere 
Pp 
2urhe 

der in Rechnungen benutzten Matas ie 


thermische Rotationsenergie ist E, = und damit ergibt sich 


ee 


ve 
U=UW+E,5 


Die Arbeit wurde ins Deutsche iibersetzt von Dipl.-Phys. Hans 
ScHULzE, Géttingen, I. Physikalisches Institut. ~~ 


5 Wisconsin (USA.), University. 
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Eine modellmaéfSige Behandlung 
der Wechselwirkung zwischen einem Elektron 
und einem Gitteroszillator. 
Von 
H. HAKEN. 
Mit 10 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 29. April 1953.) 


An einem eindimensionalen Modell wird das Verhalten eines Elektrons in einem 
Gitter untersucht, welches elastische Schwingungen ausfiihrt. Die Rechnung be- 
schrankt sich dabei auf das Vorhandensein einer einzigen harmonischen Kompo- 
nente. Fiir den Fall kurzer Wellenlange werden einige Beispiele numerisch durch- 
gerechnet und gezeigt, daB eine Art Banderstruktur auftritt. Diese Struktur wird 
an Hand der Beispiele im einzelnen diskutiert. Insbesondere zeigt ein Vergleich 
mit den bisher im ruhenden Gitter benutzten Bandern, daB die letzteren unter dem 
Einflu8 der Gitterschwingung in viele Einzelbereiche zersplittern. Ferner 1aBt sich 
der Begriff der ,,strahlungslosen Ubergange“ in einfacher Weise quantenmechanisch 
formulieren. Die Ergebnisse werden mit denen der St6érungsrechnung verglichen. 
Die Untersuchungen werden dadurch erleichtert, daB — auch bei mehreren Oszil- 
latoren und einem allgemeinen Wechselwirkungsglied — sich die Form der Lésung 
Zu erh% u,(%, q) ergibt, worin wu, in der Elektronenkoordinate x periodisch mit der 
Periodizitat der Gitterschwingung ist, fiir die Elektronengeschwindigkeit v die 


Formel v = oe gilt und die Wellenzahl yw sich unter dem Einflu8 eines elek- 
a Om 


trischen Feldes nach dem Gesetz i = a verschiebt. Es gelten also die gleichen 
v 


Aussagen wie fiir das Elektron im ruhenden Gitter, wobei jedoch hier unter E die 
Gesamtenergie des Systems zu verstehen ist. Aus v = as we 
lu 
Aussage, da es im Einelektronenmodell — auch unter Beriicksichtigung der Wech- 
selwirkung mit Oszillatoren — keine stabilen oder metastabilen Zustainde gibt, 
die einen Strom transportieren. 


folgt insbesondere die 


1. Evnleitung. 


Die Elektronentheorie der Metalle geht von der Vorstellung aus, daB 
sich jedes einzelne Elektron in einem streng periodischen, zeitlich kon- 
stanten Potentialfeld bewegt. Die Wirkung der Gitterschwingung auf 
die Elektronen beriicksichtigt sie in einer zeitabhangigen Stérungs- 
rechnung, deren Ergebnis sich so interpretieren la8t, daB das Elektron ~ 
aus einem vorgegebenen Anfangszustand, der im ruhenden Gitter 
stationaér ware, in andere solche Zustande gestreut wird. Auf Grund 
dieser anschaulichen Vorstellung von Streuprozessen laBt sich — in 
enger Analogie zur klassischen DRupEschen Theorie — eine Theorie der 
elektrischen Leitfahigkeit aufbauen, die im Gegensatz zur klassischen 
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Theorie das Temperaturverhalten der elektrischen Leitfahigkeit im 
wesentlichen verstandlich gemacht hat. 

Es gibt nun allerdings auch experimentelle Befunde, die die vor- 
liegende Theorie nicht zu deuten vermag. Abgesehen von gewissen 
Anomalien, wie sie etwa das Widerstandsverhalten von Gold bei tiefen 
Temperaturen zeigt, ist hier das vollig neuartige Phanomen der Supra- 
leitung zu nennen. Die Frage, ob man diese letztere Erscheinung durch 
eine verfeinerte Behandlung der Wechselwirkung Elektron—Gitter er- 
klaren kann, ist von FROHLICH und BARDEEN aufgegriffen worden. 
Wahrend Frou LIcH [7]! dabei von der aus den modernen Feldtheorien 
her bekannten Tatsache ausgeht, daB durch die (quantenmechanische) 
Wechselwirkung zwischen den Elektronen und_Gitterschwingungen 
(Schallquanten) eine Wechselwirkung zwischen den Elektronen geschaffen 
wird, sucht BARDEEN [2] die Verhaltnisse durch ein Einteilchenmodell 
mit einer Art HARTREE-Fock-Ansatz zu beschreiben. Es stellte sich 
allerdings beide Male heraus, daB die dabei verwendeten mathematischen 
Hilfsmittel, die die Wechselwirkung nur stérungsmaBig zu erfassen ge- 
statten, zu einer befriedigenden Behandlung des Problems nicht aus- 
reichen, so daB dann auch die SchluBfolgerungen mit einer groBen 
Unsicherheit behaftet sind. Es erscheint daher wichtig, das Problem 
zunachst einmal mathematisch zu vereinfachen, also ein Modell zu unter- 
suchen, das eine exakte mathematische Behandlung zulaBt und damit 
auch sicherere SchluBfolgerungen erlaubt. 

Inder Elektronentheorie der Metalle sind theoretische Untersuchungen 
an derartigen Modellen mehrfach durchgefiihrt worden und haben wesent- 
lich zur Festigung unserer theoretischen Vorstellungen beigetragen. 
Soweit es sich um das Verhalten eines Elektrons im ruhenden Potential- 
feld handelt, gehéren hierher einmal die Untersuchungen, die sich an 
die grundlegende Arbeit von KRONIG-PENNEY [3] anschlieBen, wobei die 
einzelnen Gitterzentren durch 6-Funktionen dargestellt werden, anderer- 
seits die Rechnungen etwa von BRILLOUIN [4], Morse [4] und kiirzlich 
SLATER [6], in denen das Gitterpotential durch PEC QUCINES ISCHe Funk- 
tionen wiedergegeben wird. 

Ein Modell, in welchem erstmals auch die Schwingungen des Grund- 
gitters selbst mit aufgenommen sind, ist von Gross [7] behandelt worden. 
In seinem Modell, das eindimensional ist, 1aBt er das Potential des ruhen- 
den Gitters ganz weg, das Elektron bewegt sich also im kraftefreien 
Raum. Von den Gitterschwingungen, die sich im allgemeinen Fall als 
Superposition der Normalschwingungen des Systems darstellen, wird nur 
eine einzige harmonische Komponente beriicksichtigt. Sein Wechsel- 
wirkungsansatz schlieBlich ist auf die langreichweitigen CouLomsBschen 
Krafte in polaren Medien zugeschnitten. <a 

1 Die Literaturhinweise beziehen sich auf das Verzeichnis am Schlu8 der Arbeit. 
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In dieser Arbeit wollen wir nun ein Modell zugrunde legen, das zur 
Beschreibung der kurzreichweitigen Krafte in Metallen geeignet er- 
scheint, und schlieBen uns dabei insofern methodisch an GROSS an, 
indem auch wir — in einer Dimension — eim Elektron in Wechsel- 
wirkung mit einer harmonischen Gitterschwingung untersuchen. Wah- 
rend aber in polaren Medien wegen der geringen Konzentration frei- 
beweglicher Elektronen die Betrachtung einzelner Elektronen von 
vornherein gerechtfertigt ist, ist das bei Metallen keineswegs der Fall. 
Insofern stellt also diese Arbeit nur einen ersten Schritt dar, dem 
weitere Untersuchungen iiber die Kopplung mehrerer Elektronen mit den 
Gitterschwingungen zu folgen haben. 


2. Der mathematische Ansatz des Modells. 


Wir betrachten eine eindimensionale periodische Struktur mit der 
Gitterkonstanten a. Das Potential der ruhenden Gitterpunkte werde 
dargestellt durch 6-Funktionen der Form o + 6(%—ma). Im ruhenden, 
periodischen Gitter findet das Elektron dann ein Potential vor, das sich 
durch Aufsummation der 6-Funktionen ergibt, so daB dann seine Be- 
wegung durch den HAmiLton-Operator 


2 2 pose 
Ay= ee — na) 
bestimmt ist. Wir nehmen nun an, daB das System der Gitterzentren 
elastische Schwingungen ausfiihren kann. Eine einzelne harmonische 
Komponente dieser Schwingung werde gekennzeichnet durch den Aus- 
breitungsvektor k und die Frequenz@m. Die Auslenkung des Gitter- 
punktes am Orte x=ma ist dann durch 


A=q(t)-coskna 


gegeben. Darin enthalt ¢ die Zeitabhangigkeit, etwa in der Form cos wt. 
Die quantenmechanische Beschreibung erfolgt dann durch den HAMILTON- 
Operator 


worin fiir M die Masse eines Gitterzentrums einzusetzen ist. 

Als eigentliches Problem bleibt uns jetzt noch die Bestimmung des 
Wechselwirkungsgliedes Hy. Zur Aufstellung eines solchen Gliedes 
lehnen wir uns an Ausdriicke an, die aus der stérungstheoretischen Be- 
handlung derartiger Probleme bekannt sind. Einem Gitterzentrum mit 
dem Potential V(x—mna) kommt bei einer Auslenkung g cosk a das 
Stérpotential V(x—na—qcoskna)—V(x—ma) zu, das sich dann 
unter der Annahme kleiner Auslenkungen zu — gq cos kna grad V(x —na) 
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vereinfachen la8t. Das Stérpotential aller Gitterzentren ist dann durch 


—q >) cosknagradV(x — na) 
gegeben. Als die wesentlichen Ziige dieses Wechselwirkungsgliedes, die 
wir in unser Modell iibernehmen wollen, sehen wir an: 
1. Die Linearitat in q, 
2. die Periodizitat in der Ortskoordinate des Elektrons, 
3. die Tatsache, daB dieses Wechselwirkungsglied nur dort existiert, 
wo das Potential der einzelnen Gitterpunkte wirksam ist. 

Dem obigen Ansatz entsprechend bietet sich zunadchst anstatt von 
dé 0 (¥ — na) 
dx 
aber, wie man sieht, bereits dadurch erfaBt, daB wir statt dessen einfach 
die Funktion t 6(x —~a) einfiihren, wobei t eine geeignete Kopplungs- 
konstante bedeutet. Wir erhalten auf Grund dieser Gesichtspunkte das 

Wechselwirkungsglied! 


gradV der Ansatz o —— . Die wesentlichen Punkte 1, 2, 3 werden 


Hy=—tq >) cosknad(x—na)t. (2.4) 
Wenn wir dieses Wechselwirkungsglied nur als ein Stérungsglied auf- 
fassen, so kénnten wir damit in den tiblichen Rechnungsgang der Metall- 
theorie eingehen. Da auch dort bei der wirklichen Ausrechnung weit- 
gehend nur von den Eigenschaften 1 und 2 des Wechselwirkungsansatzes 
Gebrauch gemacht wird, werden sich dabei im wesentlichen die von dort 
her bekannten Resultate wiederfinden, wobei die Angleichung durch 
eine passende Wahl der Kopplungskonstanten? erzielt wird. Insbeson- 
dere ergibt sich schon aus der Linearitat in g, daB jeweils nur ein Schall- 
quant absorbiert oder emittiert wird, wahrend aus der Periodizitat in 
der Elektronenkoordinate folgt, daB die Wellenzahlen der im ruhenden 
Gitter stationdren Elektronenzustande bei einem StoB der Auswahlregel 


[lg = fy + k + Vektor des reziproken Gitters 
geniigen. 
Dieser Wechselwirkungsansatz laBt eine exakte Behandlung des eben 
formulierten Problems zu. Dabei kénnen wir ohne weiteres die Wirkung 
des ruhenden Gitters beriicksichtigen oder aber — wie dies in den neueren 


1 Den Vorschlag dieses Wechselwirkungsgliedes verdanke ich Herrn Prof. Dr. 
H. Votz. 

+ Unter Umstanden kann es sich spater bei den numerischen Rechnungen | als- 
zweckmaBig erweisen, in der cos-Funktion eine geeignet zu wahlende Phase anzu- 
bringen. 

2 Hierbei denken wir allerdings schon an die Kopplung mit mehreren Oszilla~ 
toren und greifen insofern weiteren Untersuchungen voraus, in denen der aie 
von einem Oszillator zu mehreren vollzogen wird. 
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Arbeiten zur Metalltheorie haufig getan wird — auch ganz weglassen. 
Durch Vergleich der Resultate lassen sich die Abweichungen ubersehen, 
die durch die Nichtberiicksichtigung des Grundgitterpotentials ent- 
stehen. Dies ist deshalb von Interesse, weil erst kiirzlich SLATER [6] 
darauf hingewiesen hat, da8 die Annahme véllig freier Elektronen in 
Metallen im allgemeinen nicht gerechtfertigt erscheint. 


3. Allgemeine Eigenschaften der Losung. 


Bevor wir an die Behandlung unseres speziellen Beispiels gehen, 
untersuchen wir einige allgemeine Eigenschaften der Lésung. Diese 
ergeben sich aus der Tatsache, da8 wir infolge der Periodizitat des Wech- 
selwirkungsgliedes einen in der Elektronenkoordinate periodischen 
HAMILTON-Operator vor uns haben. Wir legen unseren Betrachtungen 
die SCHRODINGER-Gleichung 


(Hy + Ho. + Hy) y=Ey (3.4) 
zugrunde, worin 
Hyp eee Vays 
—_ 2m dx? | 


der HAMILTON-Operator des Elektrons im ruhenden, periodischen Grund- 
gitter mit dem Potential V(x) ist und 


fe cae enrol 3 
i 7 


der HAmiLtTon-Operator derjenigen Oszillatoren ist, die wir in unsere 
Betrachtungen mit einbeziehen wollen. Hy soll derjenige Teil des 
HAMILTON-Operators sein, der die Wechselwirkung dieser Gitter- 
oszillatoren mit dem Elektron darstellt. Fiir das folgende brauchen wir 
noch nicht die spezielle Form (2.1), sondern es geniigt zunachst, wenn 
wir voraussetzen, da8 er keine Ableitungen nach x enthalt, was ja bei 
allen tiblichen Wechselwirkungsansatzen erfiillt ist, und da8 er periodisch 
in der Elektronenkoordinate x ist. Die Periode soll ein Vielfaches La 
der Gitterkonstanten a sein. 

Die SCHRODINGER-Funktion py des Gesamtsystems wird jetzt eine 
Funktion der Variablen *, q,,..., ¢,. Da hinsichtlich der Abhangigkeit 
von * der HAmILTon-Operator periodisch mit der Periode La ist, ergibt 
sich nach FLoguEt-BLocu sofort als allgemeine Form der Lésung: 


Y= EFF W (©, Oy 6s In) (3.2) 


t Wir haben der Einfachheit halber nur eine Koordinate des Elektrons an- 
gefiihrt. Die Ergebnisse dieses Abschnitts lassen sich aber leicht auf den drei- 
dimensionalen Ortsraum des Elektrons iibertragen. 
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wobei w,,(%, 4, ..., 7,) eine in x periodische Funktion mit der Periode La 
ist. Die Lésungy andert sich nicht, wenn man mw durch pu -- 27" 
Ee 


ersetzt. Auer y hangt natiirlich auch E von der ,,Wellenzahl‘ uw ab 
und besitzt — bei geeigneter Zuordnung — in mw die gleiche Periodizitat 
wie y. Wir kénnen also die Energiewerte im w-Raum um Vielfache von 


2: ; 
= verschieben. 
- La 


Fir unser System 1aBt sich nun sehr einfach zeigen, daB die Geschwin- 
digkeit der Elektronenbewegung in dem einfachen Zusammenhang 


haan Aw (3.3) 


ct) 
by 


mit der Gesamtenergie E unseres Systems steht, eine Beziehung, die 
_spater benutzt wird. Wir setzen dazu (3.2) in die SCHRODINGER-Glei- 
chung (3.1) eint. Es bleibt nach Herausheben des Exponentialfaktors: 


~ hz a2 
H,u, = {oe |- a2 Sori | +V(% ) + Hout Hu} ty Egy 
Wir bilden: 
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Weiter laBt sich an Hand unserer Lésung auch sofort das Verhalten 
des Elektrons unter der Wirkung eines elektrischen Feldes angeben. 
Wir legen dazu die zeitabhingige SCHRODINGER-Gleichung zugrunde: 

(H+ Ho, + Hy —eFx)p = 3 ae et (3.4) 
und behaupten, da8 die von Houston [9] zur Behandlung des gleichen 
Problems im ruhenden Gitter herangezogene Loésung von der Form 


h Op 


t 


We Se e x] ea a dies (3.5) 
auch hier im allgemeinen eine gute Naherung darstellt. Fir y, ist dabei 
die Lésung der SCHRODINGER-Gleichung (3.1) zu nehmen. ef/f haben 
wir durch 4 abgekiirzt. Setzen wir (3.5) in die Gl. (3.4) ein, so heben 
sich alle Glieder es bis auf 


oF marr ess) 4 g 
oF , ifs (UAL) x, Gp Matas (Ms Ms ---1 Gn) 


Solange in wu, langsam mit wu variiert oder F klein ist, stellt (3.5) eine 
gute Naherung dar. Sonst mu8 man in der von Houston dargelegten 
Weise den Ubergang nach héheren Bandern ins Auge fassen. DaB (3.5) 
Lésung ist, driickt man in der bekannten Weise auch durch das Gesetz 
: = 
= (3.6) 


aus. Daraus und aus v = = re unmittelbar 


eF 


m* * 


Darin ist m* = | aia genau wie bei einem Elektron im ruhenden peri- 


odischen Potential die ,,scheinbare Masse‘. Man sieht also, daB diese 
Beziehungen vollkommen analog sind denen, die vom gewohnlichen Ein- 
elektronenproblem her bekannt sind. Wir haben nur darauf zu achten, 
da wir in unserem Falle fiir E die Gesamtenergie unseres Systems ein- 
zusetzen haben. 


4. Lésung der SCHRODINGER-Gleichung. 


Wir gehen nun an die Behandlung unseres speziellen Problems. 
Unser HAmiLton-Operator besteht aus den drei Gliedern: 


iy e= oe Es nias mene: 


1=—oo 
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Die Lésung der Scur6épINGER-Gleichung 
(Hm + Ho, + Hy) p(x, 9) =Ey(x, 9) (4.1) 
entwickeln wir nach den Eigenfunktionen des Oszillatorproblems 
Ho., K,,(9) at Et, K (7) 


Wir setzen also 


(x, q) = ¥ (4 (4.2) 
gehen init in die SCHRODINGER-Gleichung (4.1) ein, multiplizieren von 
links her mit A¥(g) und integrieren iiber g von — oo bis + oo. Wegen 

J Ki K,dq = 6,,, [KiqK,dq= eh 92,041 
A(A+1 
Ga,atl = (ata = age 


. 

: 

; mit 
erhalten wir: 
; 


+00 
- sa ae wit 25 Sala phe Bh) + 
(4.3) 
+t 2 coskiad(x Pa) (ax ratialt) +, seta) = 0. ‘ 


4 setzen nun *=aX, ses =hkla und fiihren weitere dimensionstose 
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auf ein System von gewdhnlichen, linearen, homogenen Gleichungen, in 
dem nur noch an ganz bestimmten Stellen zu nehmende c, miteinander 
verkniipft sind. Dazu fiihren wir fiir jedes 2 eine GREENSche Funktion 
G,(x,&) ein, welche fiir O< x<L die Gleichung 


(i ta(t+4)-)a@9 =9@8) (4.5) 


erfiillen und die Form 

eh g(x, €) (4.6) 
haben soll, worin g, (x, €) eine in x periodische Funktion mit der Periode L 
ist. Eine solche Funktion ist von SAXON und HUTNER [10] angegeben 
worden: 


cto aereprl HD 


ltt an 2-2 [254] N 


cos u L — cos x, L 


(4.7) 


x 


Darin haben wir zur Abkiirzung e—«(A+4) =xj gesetzt. Die eckigen 
Klammern in (4.7) bedeuten, daB man die gréBte (positive oder nega- 
tive) ganze Zahl zu nehmen hat, die kleiner oder gleich dem in den 
Klammern stehenden Argument ist. Die Periodizitat des in der ge- 
schweiften Klammer stehenden Ausdrucks ist unmittelbar zu sehen, 
denn es gilt: 


(w+ 0)—1[*teat) nr L |= 
20 53 (252 J+4)= 2-1/4]. 


fe 
DaB Gl. (4.5) erfiillt ist, gewahrleisten fiir x= € die trigonometrischen 
Funktionen. Fiir x=é hat zu ee 


d 
ee Gle.8)|, Ale, bbe (4.8) 
Wir nehmen x, aus 0... L. Fiir x>& ist 
Ci eb HL sin (x — £) — sin x(x —& —L) 
j 2x cos uw L —cosx L 7 
fiir *<& 
Gaye) ae sin x(¥—€—L)—e **" sin (x — £) 
4 cos u L —cosx L - 
Damit wird die linke Seite von Gl. (4.8): 
44 


2x (cos u L — cosx L) A 
x {e'#™ cos (% + 0) — cos (0 L) — cosm(0 — L) + e-‘#2 cos (x O)}, 
also gleich Eins. 
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Mit diesen GREENschen Funktionen G,(x,&) liBt sich jede der 
Differentialgleichungen (4.4) auch als Integralgleichung schreiben: 


ex(2) = [ Gx(e, &) 1B D d(E—D (8) + 
7280 / 
+y ¥ coskld(E—) (Vae1(€) + Vat 10444 (6 Ef (ae 
l=—co 


Die besondere Form (4.6) der GREENschen Funktion G,(x, &) sorgt 
dafiir, daB c, in seinem ganzen Verlauf lings x festliegt, wenn der Verlauf 
nur innerhalb O<x< JL gegeben ist. Dies heiBt, da8 die Integral- 
gleichung nur tiber dem Gebiet 0< x< JL zu formulieren ist, wir also 
die Integration nur von 0 bis L zu erstrecken haben. Nun stehen in 
diesen Integralgleichungen auf der rechten Seite lauter 6-Funktionen. 
Die Integration reduziert sich damit auf eine Summation iiber die 
Stellen /=0, 1, 2,..., /—1, so daB aus dem Integralgleichungssystem 
ein System von Funktionalgleichungen wird: 


Lek _ 
c, (x) = > G,(x,1) {Be,() + ycoskl (VAG, 10+ YA+14410)} 
=0 
Wes 0) dy 2ici cn 


Diese Gleichungen besagen, daB man die c,(x) tiberall kennt, wenn sie 
an den Stellen/ bekannt sind. Es bleibt also nur die Aufgabe, die c, (/) 
zu berechnen. Zu diesem Zwecke setzen wir fiir x nacheinander die 
Werte m=0,1,2,...,—1 ein und erhalten damit die Gleichungen 


ee = ———— 
c, (mm) = ¥ Ga(m, 1) {Beall) + y cos ki (Ac,_.0) +A ster (4.9) 
A= 05452; -.- qin OFAY 2 iwigpd i As 


Dieses ist nun das angekiindigte lineare, homogene Gleichungssystem, 
das aus unendlich vielen Gleichungen besteht. Es hat schematisch die 
Gestalt : 


oa 


io 6S 
es 


Fig. 1. Schema des naitibgetdlass 
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Wenn dieses System eine konvergente Lésung haben soll, so mu der 
Wert seiner Determinante — aufgefa8t als Grenzwert der Folge der 
endlichen Teildeterminanten — verschwinden. Fiir die Rechnung er- 
setzen wir die Gesamtdeterminante von vornherein durch eine Teil- 
determinante von endlicher Dimension und fordern, daB diese verschwin- 
det. Da die Determinante von den G,(m,1) abhangt, haben wir eine 
einschrankende Bedingung fiir diese GREENschen Funktionen. Diese 
enthalten zwei Parameter, namlich die Wellenzahl~ und die Energie £, 
die in den x, =e—a(A + 3) enthalten ist. Die Bedingung, daB die 
Determinante gleich Null ist, legt also eine Beziehung zwischen EF und uu 
fest. Unsere Aufgabe ist es in den nachsten Abschnitten, den Zusammen- 
hang zwischen £ und y in einigen Beispielen zu berechnen und in Ab- 
hangigkeit von den Kopplungskonstanten / und y sowie als Funktion 
der Oszillatorenergie zu untersuchen. Die Berechnung der c, bereitet 
dann keine groBen Schwierigkeiten. Sie soll aber in der vorliegenden 
Arbeit nicht unsere Aufgabe sein. 

Da wir bei der praktischen Rechnung nur endlich viele Gleichungen 
des Systems (4.3) bzw. (4.9), also etwa nur die ersten -Zeilen und n- 
Spalten der Determinante beriicksichtigen kénnen, so ist es wichtig, eine 
allgemeine Aussage zu haben, in welcher Richtung die Abweichungen 
von der exakten Kurve E(u) legen. Eine solche hefert das Variations- 
prinzip. Die Gln. (4.3) lassen sich naémlich auch unmittelbar als Glei- 
chungen auffassen, die sich durch Variation der c, aus der Variations- 
aulgabs f y* Hydt = Extremum! , of Fr apd ta 
ergeben. Wir kénnen daher feststellen, daB bei einem endlichen Summen- 
ansatz (4.2) die exakten Eigenwerte samtlich von oben her approximiert 
werden. Wenn wir dabei die untersten Oszillatorzustande mitnehmen, 
also in unserem Schema von Fig. 1 von der linken oberen Ecke ausgehend 
ein quadratisches Schema abgrenzen, so kénnen wir (aller Voraussicht 
nach) erwarten, daB die Approximation bei den unteren Kurven besser 
ist als bei den oberen, wobei sich diese Aussage jeweils auf die gleiche 
reduzierte Wellenzahl w bezieht. 


5. Durchfiihrung der Rechnung 
fiir einige spezielle Schwingungszustande des Gitters. 
Aus dem Schema der Fig. 1 sieht man, daB die einzelnen Kistchen 
der Determinante um so mehr Glieder enthalten, je gréBer die Wellen- 
lange der Gitterschwingung ist. Infolgedessen ist das Lésungsverfahren 


aus rechentechnischen Griinden im besonderen auf kurze Gitterwellen 
zugeschnitten. 


A . Wellenldnge co. Die kiirzeste Gitterwellenlinge ist diejenige, bei 
der sich der Schwingungszustand bereits auf einem Gitterabstand wieder- 
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holt, also die Wellenlange Eins. Da in diesem Fall alle Gitterpunkte 
gleichphasig schwingen, ist dieser Fall gleichbedeutend mit dem der 
Wellenlange unendlich. Wenn wir mit diesem Fall beginnen, so miissen 
wir uns klar sein, daB er im Rahmen unserer Ansiitze mit Vorbehalt 
zu behandeln ist. Bei einer longitudinalen Schwingung etwa wiirde 
dieser Schwingungszustand ja den Fall darstellen, da® das Gitter als 
Ganzes hin- und herschwingt. Unser Ansatz (2.1) schematisiert diesen 
Vorgang dahin, daB alle Gitterzentren in ihrer Anziehungskraft schwan- 
ken. Wenn man sich die Krafte von elektrischer Natur denkt, so wiirde 
in diesem Falle das Gesamtgitter 
nicht elektrisch neutral bleiben, 
wahrend diese Neutralitatsforde- 
rung bei allen iibrigen Wellen- 
langen erfiillt ist. Trotzdem soll 
dieses Beispiel hier durchgefiihrt 
werden, da es eine erste Priifung 
fiir die Durchfiihrbarkeit und die 
Giite der Konvergenz des Verfah- 
rens liefert. Die Ergebnisse der 
Rechnung sind in Fig. 2 dargestellt. 
Den allgemeinen .Rechnungsgang 
erlautern wir am Beispiel der 
Kurve b. In diesem Falle sind, um 
einen Einblick in die Konvergenz 
des Verfahrens zu erhalten, schritt- a i ER heated ae 
weise bis zu fiinf Kastchen der a) y2=0,01; b) y2=0,0 
Determinante (s. Fig. 1) in die Rech- 

nung einbezogen worden. Jedesmal wurde die Determinante ausge- 
rechnet und dann ein bestimmter ¢-Wert eingesetzt. Numerisch wurde 
dann der w-Wert bestimmt, fiir den die zugehérige Determinante Null 
wurde. Entsprechend der Zahl der Kastchen sind die so entstehenden 
Kurven mit },, b;, b,, 5; bezeichnet, wobei 6, dem Grenzwert schon 
sehr nahe kommt. Die Kurvea stellt das analoge Ergebnis fiir schwachere 
Kopplung dar. Zum Vergleich ist in den oberen gestrichelten Kurven 
der Energieverlauf angegeben, wie er ohne Kopplung zwischen Elektron 
und Gitterschwingung vorliegt. Die angedeutete Kurvenschar entspricht 
den verschiedenen Anregungszustanden des Oszillators. 


Einen Einblick in die Art, wie die Energieabsenkung zustande kommt, « 
erhalten wir auf folgende Weise: an 
Wir betrachten zunachst die Aufenthaltswahrscheinlichkeit 


W(x,q) =y* (%, 9) p(x, 9) 
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im Raum der Koordinaten x, g. Wenn wir diese iiber alle q integrieren, 
erhalten wir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im Orts- 
raum. Wir spalten nun die letztere Integration auf in zwei Teile, namlich 
die Integration von —oco bis 0 und in die von 0 bis ~-oo. Die Flache 
unter den beiden Kurven bedeutet jeweils die Wahrscheinlichkeit, die 
Oszillatorkoordinate im positiven bzw. negativen Bereich anzutreffen. 
Es zeigt sich, da8 — wenn wir y > 0 annehmen — die negative Oszillator- 
koordinate mit gréBerer Wahrscheinlichkeit auftritt, d.h. daB durch die 
Wechselwirkung mit dem Elektron die anziehende Phase (tiefere poten- 
tielle Energie des Elektrons) bevorzugt 
wird. Im iibrigen aber ist bis auf einen 
konstanten Faktor, der durch den genann- 
ten Effekt gegeben ist, der Funktionsver- 
lauf fiir die raéumliche Aufenthaltswahr- 
scheinlichkeit des Elektrons in beiden Pha- 
sen derselbe. Das heiBt, daB man von 
einer ,,Mitbewegung des Elektrons mit der 
Schwingungsphase des Oszillators“ nicht 
sprechen kann, daB also in diesem Sinne 
keine Korrelation besteht}.?. 


EZe x B. Wellenlinge 2. Hier wurden drei 
[Lom Falle untersucht, namlich 
Fig. 3. Wellenlange 2 (schematisch). Fall 4: Grundpotential 6= 0, Oszillator- 


energie (in Einheiten 1/7) =2 
Fall 2: Grundpotential § = — 8, Oszillatorenergie (in Einheiten 1/7) = 2 
Fall 3: Grundpotential 6 = — 8, Oszillatorenergie (in Einheiten 1/n) =0,5. 


Bevor wir auf die quantitativen. Resultate eingehen, erlautern wir 
das Verfahren, wie die Ergebnisse gewonnen und aufgetragen wurden, 
an der (qualitativ dem Fall1 entsprechenden) Fig.3. In die Deter- 
minante (die bei der praktischen Rechnung auf drei bzw. vier Kastchen 
beschrankt wurde) wurde ein bestimmter Wert von é eingesetzt und das 
jeweilige « bestimmt, bei dem die Determinante verschwindet. Dieses uu 
ist aber nicht eindeutig bestimmt, da es nach geeigneten Umformungen 


1 Die gegeniiber dem kopplungsfreien Fall abgesenkten und ein wenig abge- 
flachten Energiekurven lassen es als méglich erscheinen, da sich diese Kurven 
naherungsweise als die Energiekurven eines starren Gitters mit etwas verstarktem 
Anziehungspotential darstellen lassen. Tatsachlich zeigt sich, da® dies fiir beide 
Kopplungskonstanten in sehr guter Naherung méglich ist. Den Fall der Kopplung 
mit y?=0,01 kénnen wir darstellen durch ein Grundgitter, dessen |6| von 8 auf 
8,064 erhdéht ist, den anderen Fall mit y? = 0,03 durch eine Erhéhung von | B| 
auf 8,348. 

* Diese Aussage diirfte in ihrer Giiltigkeit allerdings auf den vorliegenden 
speziellen Fall der Wellenlange oo beschrankt sein. 
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innerhalb der Determinante nur in der Form cos 2u auftritt. In Fig. 3 
haben wir uns bei der Festlegung von auf den Bereich von 0 bis a 
beschrankt, da sich dann auBerhalb alle Kurven periodisch mit der 
Periode x wiederholen. Dies entspricht der allgemeinen Periodizitits- 
eigenschaft von FE, das in der Wellenzahl im allgemeinen Fall der 
Wellenlange L periodisch mit 27/L sein soll. Beim Auftragen entstehen 
dann die in Fig. 3 dargestellten Kurven, wobei die ausgezogenen und 
die strichpunktierten Kurven zunichst eleichberechtigt sind und um 
die Achse 4=2/2 spiegelsymmetrisch liegen. Bei verschwindender 
Wechselwirkung wiirden sie sich auf die gestrichelten Kurven zusammen- 
ziehen, die durch einfaches Verschieben aus der Energieparabel des 
freien Elektrons hervorgehen. Wir haben natiirlich weiterhin die Frei- 
heit, die Kurvendste auch einzeln um a zu verschieben. Von dieser 
Freiheit k6nnen wir in der Weise Gebrauch machen, daB wir die strich- 
punktierten Aste um a nach links verschieben, wodurch sich jeweils 
die strichpunktierten und die ausgezogenen Aste zu einem einzigen 
Kurvenzug zusammenschlieBen. In den folgenden Figuren haben wir 
nur die in Fig. 3 ausgezogenen Aste wiedergegeben. Die gestrichelten 
Kurven stellen die Gesamtenergie bei verschwindender Wechselwirkung 
dar, entsprechen also der Summe aus Elektronenenergie und Oszillator- 
energie. Bei Einschalten der Wechselwirkung spalten diese Kurven in 
ganz bestimmter Weise auf und schlieBen sich zu den dargestellten 
Kurvenztigen zusammen. Diese Aufspaltungen werden auch von der 
Stérungsrechnung vorhergesagt, allerdings mu8 man dazu unter Um- 
standen zu St6rungsgliedern héherer Ordnung fortschreiten. 

Die quantitativen Ergebnisse zu den Fallen 1 bis 3 sind in den Fig. 4 
bis 6 zusammengestellt, wobei einerseits die Kopplungskonstante, 
andererseits die Konstante des Potentials im ruhenden Gitter sowie die 
Oszillatorfrequenz variiert wurden. In Fig. 4 sieht man zunachst fiir 
den Fall des verschwindenden Grundgitterpotentials, daB sich die tiefste 
Energiekurve mit wachsender Kopplungskonstantey immer weiter 
absenkt und dabei flacher wird. Von besonderem Interesse ist der Ver- 
gleich dieser Kurve mit Fig. 5, die fiir nicht verschwindendes Grund- 
gitterpotential gerechnet wurde. Die entsprechenden_,,Stiitzkurven” 
sind nicht mehr die Parabeln des kraftefreien Falls, sondern die Energie- 
bander des Elektrons im ruhenden Gitter etwa nach KRONIG-PENNEY [3]. 
Das hier betrachtete tiefste Band liegt in diesem Falle natiirlich bei stark 
negativen Energiewerten. Man sieht nun, da® in diesem Falle schon 
eine sehr viel kleinere Kopplungskonstante ein starkeres Abweichen von 
der ,,Stiitzkurve“ hervorruft als im Falle des fehlenden Grundgitter- 
potentials, daB also der energetische EinfluB einer Kopplung durch die 
Anwesenheit des Grundgitters auBerordentlich verstarkt wird. In Fig.6 
schlieBlich sind wieder verschiedene Kopplungsfialle, diesmal jedoch fiir 
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Fig. 4. Wellenlange 2. B=0; a=2. 
b) y°=0,5; c) y*=2. 


a) y?=0,1; 


Fig. 5. Wellenlange 2. B=—8;a=2. a) y?=0,01; 
b) ¥?=0,1. 


Fig. 6. Wellenlange 2. 8 =— 8; «=0,5. a) y?>=0,01; 
b) 77=0,03; c) y?=0,1. 


eine kleinere Oszillatorfrequenz, zusammengestellt. In diesem letzteren 
Falle ist die energetische Absenkung, gemessen in der Einheit der Os- 
zillatorenergie, noch stairker als im vorhergehenden Fall. Das durch 
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die Stiitzkurven gegebene qualitative Bild wird hier also noch mehr 
deformiert, so daB dieses beispielsweise fiir eine Stérungsrechnung keine 
gute Naherung mehr darstellen wiirde. Die in Fig. 4 bei a, vorhandene 
Wellung des zweiten Energiebandes ist hier trotz einer kleineren Kopp- 
lungskonstante bereits ganzlich verschwunden!. 

C. Wellenldnge 3. Ein Beispiel ist in Fig. 7 dargestellt. Die Para- 
meter sind: Anziehung des ruhenden Gitters 6=0, Oszillatorenergie 
(in Einheiten 1/7) « = 2 (wie in den 
beiden ersten Beispielen der Wellen- 
lange 2), Kopplungskonstante y? = 
0,5. Das Schema der Energiekurven 
ist von dem der Wellenlinge 2 in 
manchem verschieden. Sozeigt sich 
hier eine Aufspaltung auch zwi- 
schen Stiitzkurven gleicher Oszil- 
latorenergie, die um 2 77/3 gegenein- 
ander verschoben sind, im Gegen- 
satz zur Wellenlange 2. Es 1aBt 
sich nun ganz allgemein aus der 
Stérungsrechnung  entnehmen?, 
daB bei geradzahliger Wellenlange 
(in Einheiten des Gitterabstandes) 


1 Die hier gezeichneten ,,angereg- 
ten‘* Kurven sind natiirlich nicht so 
genau wie die des ,,Grundzustandes‘. 
Der Vergleich der Ergebnisse, die mit 
verschiedener Zahl der Kastchen des 
Schemas von Fig. 1 gewonnen wurden, 
zeigt, daB bei einer Steigerung der Re- 
chengenauigkeit mit einer weiteren Ab- 
senkung und Abflachung zu rechnen ist. 

2 Um diese Aufspaltungen zu erkennen, wurden die Stérungsglieder hdherer 
Ordnung untersucht, in denen der Nenner infolge der Entartung verschwindet. 
Ein typisches Glied ist von der Form 


Fy, ys Mg» fg" H Mg, fyi Mg, Mg++» Mm, Mis M1) Ma 
(E, — E,) (E, — E,) ... (£;—£;) ; 
Die Indizes m; beziehen sich dabei auf die Oszillatorzustande, die Indizes u; auf die 
Elektronenzustande. Wegen der Auswahlregeln (s. S. 411) sind jedoch nur ganz 
bestimmte Glieder der angegebenen Form von Null verschieden, so da8B nicht 
zwischen allen Kurven Aufspaltungen auftreten. Wie sich zeigt, treten bei der 
Wellenlange L zwischen zwei Stiitzkurven mit den Oszillatorquantenzahlen n _ 


Fig. 7. Wellenlange 3. B=0; a=2. y?=0,5. 


und m, die langs der w-Achse um - - 2 verschoben sind, dann Aufspaltungen auf, 


wenn 
(m—n) + 2k=+AmodL ba 


ist, worin k eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 
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keine Aufspaltungen zwischen gleichartigen, um 2a/L verschobenen 
Stiitzkurven auftreten, jedoch solche Aufspaltungen bei ungerader 
Wellenlinge zu erwarten sind. Ahnliche Aussagen lassen sich natiirlich 
auch iiber die Schnittpunkte von Stiitzkurven mit verschiedenen 
Oszillatorquantenzahlen machen?. Diese besagen dann fiir die Wellen- 
lange 3, da Aufspaltungen an allen Schnittpunkten zu erwarten sind. 
Wir konnen damit von vornherein das Schema auseinandersetzen, 
nach dem sich die Energiekurven eines solchen Systems wenigstens 
qualitativ aus den Stiitzkurven ergeben. 
Wir betrachten dazu Fig. 8 und zeichnen 
alle Scharen von Stiitzparabeln ein, die 
um Vielfache von 22/3 gegeneinander 
verschoben sind. Nach eingeschalteter 
Wechselwirkung gehen wir dann von 
irgendeiner Stiitzkurve, etwa bei u=—0O, 
aus bis zum Schnittpunkt mit der nach- 
sten Stiitzkurve, dann auf dieser weiter 
und so fort. Es ergibt sich dann ein- 
deutig das in Fig. 8 dargestellte Bild. 


6. Die anschauliche Bedeutung 
der E (u)-Kurven. 

Wenn man die £ (u)-Kurven auf die 
E-Achse projiziert, so ergeben sich ge- 
wisse ,,erlaubte‘’ Energiebereiche, die 
den stationaéren Zustanden des Systems 
entsprechen und durch ,,verbotene“ Zonen getrennt sind. Wir erhalten 
also auch hier eine ,,Banderstruktur“, wie sie vom ruhenden Gitter 
her gelaufig ist. In der Elektronentheorie pflegt man die Zustande 
dieser Bander mit der Zahl der vorhandenen Elektronen aufzufiillen. 
Dieses Vorgehen ist allerdings bereits in der gewohnlichen Elektronen- 
theorie schon deshalb problematisch, weil eigentlich die Energiekurven 
nicht unabhangig von der tatsaichlichen Besetzung mit Elektronen 
sind [71]. Diese Problematik kommt im vorliegenden Falle noch sehr 
viel starker-zum Ausdruck, da es sich nicht um die Energie eines Elek- 
trons allein, sondern um die des Gesamtsystems Elektron und Oszillator 
handelt. 

Wir wollen deshalb diese Banderstruktur nicht in dem Sinne dis- 
kutieren, daB wir seine Besetzung mit Elektronen betrachten, sondern 
ein System mit nur einem Elektron ins Auge fassen, welches etwa unter 
dem Einflu8 eines auBeren elektrischen Feldes eine derartige Kurve 
durchlauft. Wir nehmen dazu_als konkretes Beispiel etwa Fig. 4, 
Wellenlange 2. Unser System befinde sich zunachst in dem durch w= 0 


Fig. 8. Wellenlainge 3 (schematisch). 
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auf der unteren Kurve a gekennzeichneten Zustand. Hier ist das Elek- 
tron in Ruhe, der Oszillator befindet sich — bei der hier vorliegenden 
schwachen Kopplung — naherungsweise im Grundzustand, Unter dem 
Einflu8 des Feldes verschiebt sich nun die Wellenfunktion des Gesamt- 
systems nach dem Beschleunigungsgesetz (3.6) zu hdheren u-Werten, 
die Geschwindigkeit des Elektrons und die Gesamtenergie nehmen 7AM 
Bei noch gréBeren w-Werten verringert sich die Steigung der Kurve 
wieder, d.h. das Elektron wird verzégert. Das Maximum entspricht dem 
Zustand, wo das Elektron zur Ruhe gekommen ist. Bei weiterem An- 
wachsen von yw erhalt das Elektron schlieBlich eine Geschwindigkeit in 
entgegengesetzter Richtung, der Oszillator befindet sich im ersten an- 
geregten Niveau. Wenn wir von der unmittelbaren Umgebung der ,,Re- 
sonanzstelle“ absehen, kénnen wir diesen Vorgang ganz anschaulich so 
beschreiben, daB das Elektron bis zu einer bestimmten Geschwindigkeit 
beschleunigt wird, daB es dann, wenn Impuls- und Energiesatz erfiillbar 
sind, einen Sto8 macht und den Oszillator anhebt, wahrend es selbst 
_ zuriickgestreut wird. Unsere letztere Beschreibung entspricht in ge- 
wissem Sinne den Aussagen, die sich in erster Naherung in der zeit- 
abhangigen Storungsrechnung ergeben. In dieser Naherung tritt jedoch, 
wie schon oben erwahnt, noch keineswegs die ganze Mannigfaltigkeit 
von ,,Resonanzstellen“ auf, die in unserer exakten Rechnung zum Vor- 
schein kommt. Dementsprechend ist auch das Verhalten von Elektron 
und Oszillator nicht an allen diesen Stellen einer so einfachen Betrachtung 
zuganglich wie in dem eben diskutierten Fall der Kurve a von Fig. 4. 

Wir miissen unsere einfache Betrachtung auch in dem Fall etwas 
- modifizieren, wenn wir Energiekurven mit starker Kopplung zwischen 
Elektron und Oszillator, also etwa die Kurve c von Fig. 4 vor uns haben. 
In diesem Beispiel ist schon bei ~=0 das zweite Oszillatorniveau mit 
endlicher Anregungsstarke in dem Gesamtzustand enthalten. Seine 
Anregungsstarke wird mit wachsendem y-Wert kontinuierlich gréBer, 
wobei sich die Resonanzstelle praktisch gar nicht mehr besonders be- 
merkbar macht. Anschaulich heiBt das, daB das Elektron schon weit 
von der eigentlichen Resonanzstelle entfernt Streuungen erleidet, bei 
denen es Teile seiner vom Felde her aufgenommenen Energie an den 
Oszillator abgibt und demgem4B im Mittel weit weniger stark als ein 
vollig freies Elektron beschleunigt wird. 

Den bisherigen Betrachtungen wurde das Beschleunigungsgesetz (3.6) 
zugrunde gelegt, das nur fiir hinreichend schwache Felder Giiltigkeit 
beanspruchen kann. Fiir starke Felder miissen wir — dem Vorgange von_ 
Houston [9] folgend — unseren Ansatz (3.5) fiir die Wellenfunktion i im 
elektrischen Feld ergainzen, indem wir auch die angeregten Bander mit- 
beriicksichtigen. Es ergibt sich dann die Aussage, daB bei starken 
Feldern das Elektron mit endlicher Wahrscheinlichkeit auch in die 
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angeregten Bander tibergeht. Wenn z.B. in der Nahe des Maximums 
das Elektron auf dem ansteigenden Ast des nachsthéheren Bandes 
iibergeht, so heiBt dies, daB es nach Uberwindung eines Zustandes, in 
welchem es — in der Nahe der Resonanzstelle — stark mit dem Oszillator 
in Wechselwirkung steht, seine annaéhernd freie Bewegung nach vorn 
fortsetzt, ohne Energie an den Oszillator abgegeben zu haben. 


7. Beziehungen zum Bandermodell des einzelnen Elektrons 
am ruhenden Gutter. 


Die Verbindung zum iiblichen Bandermodell stellen wir folgender- 
maBen her: Um zunachst, wie wir es dort brauchen, von der Energie 
eines Elektrons allein reden zu kénnen, halten wir einen ganz bestimmten 
Anregungszustand des Gitters fest, d.h. wir bewegen uns, wenn wir fu 
variieren, langs einer ganz bestimmten Stiitzkurve. Von hier ausgehend 
liefert die Beriicksichtigung einer Kopplung — bei kleiner Kopplungs- 
konstante ganz im Sinne der Stérungsrechnung — ein Zerfallen der 
Stiitzkurve in einzelne Kurvenstticke. In diesen Kurvenstiicken haben 
wir geeignet zu wahlende Ausschnitte aus unseren exakten Kurven vor 
uns. Wir kénnen also sagen, daB8 das im ruhenden Gitter auftretende, 
urspriinglich einfache Energieband des Elektrons durch die Schwingung 
in eine Reihe von Energiebereichen aufgespalten wird!. Durch die 
Hinzunahme entsprechender Kurvenstiticke, die zu anderen Anregungs- 
zustanden des Gitters gehéren, und geeignete Verschiebung lassen sich 
wieder unsere exakten Kurven mit ihrer Periodizitatseigenschaft ge- 
winnen. Je langer die Wellenlange der Gitterschwingung und je kleiner 
die zugeh6rige Oszillatorenergie ist, in desto mehr Teilbereiche wird das 
einzelne Energieband aufgespalten?. 

Auch der Begriff der strahlungslosen Ubergange lat sich an Hand 
unseres Modells nunmehr quantenmechanisch prazisieren: Die Zustande 
Vi, w des Gesamtsystems, die einerseits nach dem Index des ,,Bandes“ 
(im neuen Sinne), andererseits nach der Wellenzahl indiziert sind, 
bilden ein vollstandiges Funktionensystem. Durch passende Linear- 
kombination kénnen wir daraus zu einem bestimmten Zeitpunkt einen 
Zustand aufbauen, den wir in Worten so beschreiben, daB der Oszillator 
sich in einem bestimmten Quantenzustand yo,,(g) und das Elektron 
sich in einem bestimmten Zustand yw,,;(x), der im ruhenden Gitter sta- 
tionar ist, befinden, so daB also. 


=F E(uye 


WoOsz (9) Yer (*) = Cs Vi (*,g)°e Bs geal Se 8 


a, Ml 


1 Eine solche Aussage findet sich bereits in einer kurzen Notiz von DRELL [22]. 
* Unsere Rechnungen sind natiirlich insofern etwas schematisiert, als sie den 
Fall sehr kurzer Wellenlange und sehr groBer Oszillatorenergie behandeln. 
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gilt. Fir ¢ >0 beschreibt die rechte Seite das Verhalten von Elektron 
und Oszillator unter dem Einflu8 der Kopplung. Entwickelt man dann 
die rechte Seite nach den Oszillatoreigenfunktionen und den Eigen- 
funktionen des Elektrons im ruhenden Gitter, so ergibt sich die Aus- 
sage, daB das Elektron im Laufe der Zeit Uberginge zwischen den Ban- 
dern (im alten Sinne) macht. 


8. Vergleich mit der Storungsrechnung. 

Im Hinblick auf die vielseitige Anwendungsméglichkeit der Stérungs- 
rechnung ist es von Interesse, ihre Ergebnisse mit der vorliegenden 
Rechnung zu vergleichen. Zu diesem Zwecke wurde die unterste Energie- 
kurve unseres Systems mit der Wellenlinge 2 auch stérungstheoretisch 
bestimmt. Bei schwacher Kopplung, wie sie etwa in den mit a, bezeich- 
neten Kurven der Fig. 4, 5 und 6 vorliegen, ergeben sich mit der Sté- 
rungsrechnung zwei Zweige!, die sich der exakten Kurve in einer weiten 
Umgebung der Punkte w=0 und w=a sehr gut anschmiegen. Auch 
der Energiewert, der an der ,,Resonanzstelle‘‘ mit den Methoden der 
, stérungsrechnung mit Entartung“ gefunden wird, liegt praktisch auf 
der exakten Kurve. 

Zwei Falle, die das typische Verhalten bei starkerer Kopplung dar- 
stellen, sind in den Fig.9 und 10 fiir zwei verschiedene Kopplungs- 
konstanten wiedergegeben. Die von 40 ausgehenden Zweige liegen 
in beiden Fallen oberhalb der exakten Kurve, die Stérungsrechnung 
liefert also eine zu kleine Energieabsenkung. Diese Aussage kénnen wir 
als unbedingt giiltig ansehen, da wir uns schon friiher davon iiberzeugt 
haben, daB unsere ,,exakten“ Kurven auf Grund des Variationsprinzips 
sich bei Steigerung der Rechengenauigkeit noch weiter absenken wiirden. 
Etwas anders liegen die Verhaltnisse bei den bei 4=a beginnenden 
Zweigen. Hier stellen wir eine zu groBe Energieerniedrigung fest, wobei 
wir allerdings die Sicherung dieser Aussage durch das Variationsprinzip 
nicht mehr beanspruchen kénnen. AuBerdem biegen diese Kurven in 
verhaltnismaBig kleinem Abstand von ~=z stark nach unten um und 
stellen dort offensichtlich keine sinnvolle Naherung mehr dar. Es kann 
jedoch festgestellt werden, daB in der Nahe der Resonanzstelle sich die 


1 Die iibliche Stérungsrechnung beriicksichtigt die Gittersymmetrie noch nicht 
und geht dementsprechend von einer einfachen Schar von nach oben gegeneinander 
verschobenen Energiekurven aus. Die Rechnung ergibt dann ein Zerrei®en in 
verschiedene Zweige, die sich aber immer noch an die Ausgangskurve anschmiegen. 
Von unseren allgemeinen Betrachtungen her wissen wir, daB8 wir die Energiekurven 
auch um Vielfache von z verschieben diirfen. Um die Ergebnisse der Stérungs- 
rechnung mit denen der exakten Rechnung vergleichbar zu machen, missen wir 
uns in der graphischen Darstellung die aus dem ersten Anregungszustand des 
Oszillators hervorgehende Kurve der Stérungsrechnung um z nach rechts ver- 
schoben denken. 
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Methode der ,,Stérungsrechnung mit Entartung* als eine brauchbare 
Naherung erweist. Ihr Ergebnis ist durch einen Kreis in den Fig. 9 
und 10 dargestellt und liegt dicht bei der ,,exakten‘’ Kurve. 


In fritheren Arbeiten, die sich mit ahnlichen Problemen beschaftigen, 
insbesondere in denen von FROHLICH [7], ist allerdings von dieser letz- 
teren Methode kein Gebrauch gemacht worden. FROHLICH untersuchte 
dort mit der iiblichen Stérungsrechnung zweiter Ordnung den statvondren 
Zustand des Gesamtsystems, das aus Elektronen und Oszillatoren be- 
steht. Als nullte Naherung benutzt er die Wellenfunktion des Systems 


Fig. 9. 


Fig.9. B See ==055. * y= 0703) 
at a Ta Stérungsrechnung 2. Ordnung. 


Fig.10. B=—8; «=0,5. 77=0,1. 
— = Stérungsrechnung 2. Ordnung. 


ohne Kopplung, in dem sich die Oszillatoren im Grundzustand befinden 
und untersucht die jeweilige Elektronenverteilung im Impulsraum, die 
die Energie zum Minimum macht, als Funktion der Kopplungskonstanten 
zwischen Elektronen und Oszillatoren. Wahrend ohne Kopplung der 
energetisch tiefste Zustand dann vorliegt, wenn sich alle Elektronen 
innerhalb der FERMI-Kugel befinden, erweist sich bei geniigend starker 
Kopplung~eine solche Elektronenkonfiguration im Impulsraum als 
energetisch giinstiger, bei der eine ,,Schale“ auBerhalb der FERmI-Kugel 
besetzt wird. Dieser Zustand wird von FROHLICH dann mit dem ,,Grund- 
zustand der Supraleitung“ identifiziert. Wenn wir versuchen, den FROH- — 
uicHschen Gedanken sinngemaB auf das vorliegende System zu iiber- 
tragen, so wiirde es bedeuten, daB wir nach einer so starken Kopplung 
zu suchen hatten, daB die Energie des Gesamtsystems fiir einen Wert 
= 0 tiefer liegt als fiir « —0.-Fig. 10 zeigt, daB bei gentigend starker 
Kopplung diese Forderung fiir wachsende yw zunehmend starker erfiillt 
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ist’. AuBerdem ersieht man, daB in diesem Fall ein ene rgetisch tieferer 
Zustand sich auch schon fiir «= 0(= =a!) dann ergibt, wenn man den 
ersten angeregten Oszillatorzustand als Ausgangszustand fiir die Sté- 
rungsrechnung wahlt. Beide Erscheinungen kénnen als Illustration der 
Tatsache angesprochen werden, daB — wie in diesem Zusammenhang 
auch schon mehrfach bemerkt wurde [73], [14] — die Stérungsrechnung 
bei so starker Kopplung divergiert. 


Das Storungsverfahren ist also sicher nicht zur Auffindung solcher 
,, Supraleitungszustande“ geeignet. Man kann daran denken, ob sich 
im Rahmen unserer Betrachtungen ein Hinweis fiir das Auftreten 
stabiler oder auch metastabiler Zustande ergibt, die eine von Null ver- 
schiedene Quantenzahl « besitzen. Solche Zustande treten tatsdchlich 


in den ,,angeregten‘‘ Kurven etwa von Fig. 4 auf. Von diesen Zustanden 


konnen wir jedoch wegen der Beziehung (3.3): v = > i sofort fest- 
v Lb 


stellen, daB dort, eben wegen ome = 0, die Elektronengeschwindigkeit, 


Cu 
also auch der Strom verschwindet. Auch unter Beriicksichtigung der 


Wechselwirkung mit Oszillatoren gibt es also im Einelektronenmodell. keine 
stabilen oder metastabilen Zustdinde, die mit einem Strom verbunden sind ?. 


Diese Aussage ist in dieser Form kein Einwand gegen die Unter- 
suchungen von FROHLICH, weil fiir stromtragende Supraleitungszustande 
erst die durch die Gitterschwingung vermittelte Wechselwirkung zwi- 
schen den Elektronen entscheidend sein soll. Die Art, wie dann dort 
der Strom berechnet wird, 1a8t sich aber wieder auch im Ejinteilchen- 
modell erlautern: Fiir den Strom wird auch bei eingeschalteter Wechsel- 
wirkung der Wert genommen, den das ungekoppelte Elektron hat, das 
sich in dem durch die gleiche Wellenzahlu gekennzeichneten Zustand 
befindet. Gerade das Beispiel der metastabilen Zustainde zeigt, daB 
dieses Vorgehen nicht gerechtfertigt ist, und stellt damit eine Illustration 
eines entsprechenden Einwandes von SCHAFROTH [15] dar. 


Herrn Prof. Dr. H. Vorz danke ich herzlich fiir die wertvolle Unter- 
stiitzung bei der Abfassung der Arbeit. Ferner moéchte ich Frl. Dipl.- 
Phys. E. BoscH meinen Dank fiir die Mithilfe bei den numerischen 
Rechnungen sowie fiir mehrere interessante Diskussionsbemerkungen 
sagen. Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danke ich fiir die Bereit- 
stellung von Mitteln zur Anschaffung einer Rechenmaschine. 


1 Die Kopplungskonstante y stimmt bis auf einen Faktor der GréBenordnung 
Eins iiberein mit der, die sich aus der FROuLIcHSchen Supraleitungsbedingung 
bei Ubertragung ins Eindimensionale ergibt. > 

2 Wegen der Allgemeingiiltigkeit von (3.3) ist diese Aussage nicht an unseren 
speziellen Wechselwirkungsansatz (2.1) gebunden. 
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Die Struktur des GréRenbereiches 
von klassischer Mechanik und Quantenmechanik “*. 
Von 
GOTTFRIED FALK. 


(Eingegangen am 25. Januar 1953.) 


Mit Hilfe einer axiomatischen Verscharfung des Bonrschen Korrespondenzprinzips 
wird gezeigt, daB sich die Struktur des GroéBenbereiches der nichtrelativistischen 
Quantenmechanik — einschlieBlich der nichtrelativistischen Spintheorie — aus 
der des klassisch-mechanischen GréBenbereiches durch Abanderung eines Axioms 
gewinnen 1a8t. Die Anwendung der Methode auf die Relativitatsmechanik liefert 
eine relativistische Quantenmechanik, die ihrerseits einen Hinweis auf eine Ele- 
mentarteilchentheorie enthalt. SchlieBlich laBt sich die Methode auch auf die 
relativistische Spintheorie ausdehnen. 


Sieht man bei der Bildung neuer physikalischer Theorien das Bour- 
sche Korrespondenzprinzip als verbindlich an, so erhebt sich gleich zu 
Anfang das Problem, diesem Prinzip eine Form zu geben, die es kon- 
struktiv zu verwenden gestattet. Dies erfolgt hier durch Axiomatisie- 
rung, wobei folgender Grundgedanke leitend ist: Die mathematische 
Struktur einer physikalischen Theorie ist durch ein Axiomensystem be- 
schreibbar, verwandte Theorien kénnen daraus durch (konsistente) 
Abanderung einzelner Axiome konstruiert werden. Die so erklarte Ver- 
wandtschaft von Theorien stellt eine Verscharfung des BouRschen 
Korrespondenzprinzips dar, deren Brauchbarkeit an dem Verhaltnis von 
klassischer Mechanik und Quantenmechanik demonstriert wird. 

In mathematisch-technischer Hinsicht besteht die axiomatische Be- 
schreibung des GréBenbereiches der Mechanik in der Hervorkehrung 
ihres algebraischen Inhaltes. Als wesentlich erweist sich dabei die Er- 
kenntnis, daB sich nicht nur die Bewegungsgleichungen der Mechanik, 
sondern auch ihre Integrationstheorie durch Hilfsmittel beschreiben 
lassen, die es erlauben, den Inhalt der Theorie algebraisch zu fassen, 
und dies gestattet ihre Ubertragung in nicht-kommutative Bereiche. 
Infolgedessen wird in der Arbeit vorwiegend mit Begriffen der modernen 
Algebra operiert. Trotzdem wurde versucht, die eigentlichen alge- 
braischen Ausfiihrungen auf wenige (méglichst in sich geschlossene) Ab- 
schnitte zusammenzudrangen, um die tibrigen Teile nicht allzusehr mit 
einer etwas ungewohnten Terminologie zu belasten. Uberdies ist~die 
Darstellung in einer méglichst knappen Form gehalten, um vor allem 
eine dauernd kontrollierende Ubersicht itber das gesamte Gebiet zu 


* Marburger Habilitationsschrift. 


432 GOTTFRIED FALK. 


vermitteln und um die Einheitlichkeit der Methode durchsichtig werden 
zu lassen. So sind an manchen Stellen zugunsten eines durchgehenden 
Gedankenganges mathematische Beweise fortgelassen und in einen 
Anhang verwiesen worden. 

In $1 wird eine knappe und meist referierende Darstellung der Be- 
handlung abgeschlossener mechanischer Systeme und ihrer Axiomatik 
gegeben, die abgesehen von gewissen Vervollstandigungen und Ande- 
rungen in der Darstellungsform, im wesentlichen in einigen friheren 
Arbeiten! entwickelt wurde. § 2 enthalt die Erweiterung der Theorie 
auf nichtabgeschlossene Systeme. Der Einbau des Spins in die Theorie 
erfolgt in § 3, wobei ebenfalls wieder das naive klassische Bild dieses 
Phianomens axiomatisch beschrieben und dann der Ubergang zu nicht- 
kommutativen Bereichen vollzogen wird. In § 4 wird die Relativitats- 
mechanik, ebenfalls als kurzes Referat fritherer Untersuchungen?, be- 
handelt und ihr quantentheoretisches Analogon angegeben, das zwangs- 
laufig einen Hinweis auf eine Elementarteilchentheorie liefert. §5 schlieB- 
lich enthalt die relativistische Spintheorie. 

Um den Giiltigkeitsumfang der Aussagen der hier entwickelten 
Theorie zu umreifen, sei noch folgendes erwahnt: Die Méglichkeit, einen 
Gr6Benbereich als Mechanik anzusprechen, wird hier durch imunere, 
formale Eigenschaften der GrdBen dieses Bereiches gekennzeichnet. In- 
folgedessen beziehen sich alle Aussagen zunachst nur auf die formale 
Struktur des GrdBenbereiches einer Theorie, in Anwendung auf die 
Quantenmechanik also auf die Struktur der quantenmechanischen 
Operatoren und ihrer Relationen untereinander. Die Zustandsfunktionen 
bleiben auBerhalb der Betrachtungen; fiir sie waren zusdtzliche Restrik- 
tionen erforderlich, die sich z.B. in der Existenz einer hermiteschen 
Metrik auBern kénnen. Infolgedessen kommt auch die wahrscheinlich- 
keitstheoretische Interpretation der Quantenmechanik nicht zur Sprache. 
Dieser Mangel wird jedoch gemildert, wenn man bedenkt, daB solche 
zusatzlichen Bedingungen keine Strukturdnderungen des Operatoren- 
bereiches mit sich bringen kénnen. 


§ 1. Unrelativistische Mechantk abgeschlossener Systeme. 


1. Die klassische Mechanik findet ihre geschlossenste Formulierung 
in der HamiLtonschen Theorie, deren Basis die kanonischen Gleichungen 
dx; 0H dp; | dH 


at 7 Bp di Frigg (653 Aopen) (1.1) 


* Fatx, G.: Z. Physik 130, 54 (1951) (I); 131, 470 (1952) (II). — Math. Ann. 
123, 379 (1951) (III), Diese Arbeiten werden durch Angabe der rémischen Ziffern 
zitiert. > 


* Fark, G.: Z. Physik 132, 44 (1952) mit (IV) bezeichnet. 
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sind. In ihnen bedeuten die Variablen x; und p; die kanonischen Koor- 
dinaten und Impulse, der Parameter? die Zeit und die Funktion 
H =H (x;,;) die das mechanische System charakterisierende Energie- 
funktion. Mit diesen Gleichungen verbunden ist eine partielle Diffe- 
rentialgleichung 1. Ordnung, die HAmiLton-JAcosische Gleichung 
‘ as 
H(x,, sn) < #, 
von der ein vollstandiges Integral in bekannter Weise zur Integration 
von (1.1) ausgenutzt werden kann. Hier soll diese Theorie, ohne Ande- 
rung ihres Inhaltes in eine den verfolgten Zwecken angepaBte Form 
gebracht, kurz skizziert werden. 
Aus (1.1) folgt fiir eine beliebige Funktion F{x,, £,) 


n 
dF dH @F 0H OF 
= DAR ax; ox; ata [4, F],,9- 


t=1 


Den hierbei auftretenden Klammerausdruck, gebildet te zwei beliebige 
Funktionen /(x;, 2;), §(%;, #i) 


- Of og (ch peirak ss 
«Ble = Pat Ox aK aa } (1.2) 


nennt man reese Porsson-Klammer Einpekaciie PK). Sind 
a, =4,(x;, P;) (r=1,2,...,2n) 20 umkehrbare Funktionen der x;, 2; 
bezeichnen F, G die Funktionen fila I(x; (a), DB; (@,)) und © 
Sj eae p;(a,)), so gilt nach (1.2) 


apm Dt tar Sf ae “Caps elec (1.3) 


-ivising SiSineds « eztote ata ig ogy! issetaan ld aseetroiiuloy 
kehrbare Transformationen = 
sali, nih nia? 
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Ist F(X,, Py) =F (x; (Xp, Pp), Di(Xp, Py), So muB also gelten 


[H, F),,p =(4,F ]x,p, 


und dies nach Voraussetzung fiir beliebige Wahl der Funktionen H 
und F. Aus (4.3) folgt aber mit a,=P,, @,4,=X, (R=1,...,”) 


fe gl. mae =P = sd aoe ae + EX Al aig te 


Ly |\BXAGIa ORG ROe 
7 Ver @G  @F aG) 
re) oG ral 
Paleo t 
eee oP.) aR, ies lee 
i<k 
OF 6G GF 6G) : 
| — —__- 2 Plex 
ae BX pues Gla apf | i Sils,p 


tsk 
Dies ist fiir beliebige /, g dann, und nur dann, gleich 


n 


[F,Glxp= >) 


S| 


aF a6 eF 26) 
GPX WO Koh bbes 
wenn 


[X;,Xelep =i. Paley = 9, [P;, Xilep = Sn- (1.5) 


Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend dafiir, daB die be- 
trachteten Transformationen kanonisch sind. 

Die kanonischen Transformationen werden nun zur Integration von 
(1.1) ausgenutzt. Bezeichnen wir zwei Funktionen f, g, fiir die — von 
nun ab lassen wir die Indizes x, # an den PK fort — 


If, 2] =0, 


als zueinander involutorisch, so gilt der Satz: Zu nm untereinander in- 
volutorischen Funktionen &,,...,/, gibt es stets 2 ebenfalls unterein- 
ander involutorische Funktionen G,,..., G,, sodaBF,,...,F,, G,...,G, 
ein kanonisches Variablensystem bilden, d.h. den Bedingungen (1.5) 
genigen. Nun werden # zueinander involutorische Funktionen aus der 
Gleichung 

[HF] =0 


bestimmt, deren Lésungen allgemein als Integrale der Bewegung des 
durch H gekennzeichneten mechanischen Systems bezeichnet werden. 
Es gibt immer  untereinander involutorische Integrale der Bewegung 
F,,...,#,. H selbst ist dann als Funktion dieser darstellbar H (x;, p;) = 
H(F,,...,F,). Werden nun diese n involutorischen Integrale F,, ..., F, 
nach obigem Satz durch n involutorische Funktionen G,,...,G, zu 
einem kanonischen Variablensystem erganzt, so gehen die Gln. (4.4) 
iiber in 
GFA OH. dG oH 


ditpyaOOle nk” dito) See 
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welche die Lésungen 


F, = fr: G,=— nt + g, 
besitzen. Die /, und g, sind Zahlwerte, das Symbol (0H /oF,) bedeutet, 
daB in der Funktion ¢H/0F, alle F, durch die Zahlen /, zu ersetzen sind. 
Aus diesen Gleichungen sind die x;= x; (t) und $;=#,(t) durch Elimi- 
nation zu bestimmen. 

Die hier auseinandergesetzte Form der HAmItton-JAcopi-Theorie 
ist mit der eingangs erwahnten aquivalent [vgl. (II)]; die Bestimmung 
eines vollstandigen Integrals der HAmILton-JAcosischen Gleichung ist 
dem Aufsuchen eines kanonischen Variablensystems, von dem die eine 
Halfte involutorische Integrale der Bewegung sind, gleichwertig. 


2. Eine axtomatische Beschreibung der Struktur der Mechanik laBt 
sich nun leicht angeben [vgl. (I)]. Wir bilden den von den reellen Zahlen 
und den GréBen x;, £;(¢=1,..., 2) erzeugten kommutativen Ring §, 
formaler Potenzreihen. In %, wird eine Operation ,,Klammerbildung‘‘ 
definiert, die je zwei Elementen ein anderes Element aus %, zuordnet, 
mit den Eigenschaften 


et 27), if, 2:+82)=, al+ LF gel, ss Sa (1) 
Lf, 81°82] = Uf, 81) 82+ 81 I, 82] 
[x;, x,] = 0, (pi, Px] = 9, [Pi %:] =6;, (42 =14,...,m). (I) 


Dabei reprasentieren /, g die Elemente aus %}, und « die reellen Zahlen. 
Durch diese Axiome ist die Klammerbildung eindeutig festgelegt. Es 
1aBt sich leicht zeigen, daB dieser ProzeB der Klammerbildung in %,x 
identisch ist mit der PK 


a i a 
Lf, g] 7 Des. Ox; $2, Ox; me 


4=1 


wobei die auftretenden partiellen Differentialoperationen die aus der 
Analysis gewohnten Eigenschaften haben. 

Jede Auswahl von 2m Elementen X,, P, (k=1,...,”) aus dx, 
welche ebenfalls den Relationen (II) geniigen, heiBt eine Ranonische 
Basis. 

In diesem Ring §% mit Klammerbildung wird das Grundgesetz der 
Mechanik formuliert: Jedes spezielle mechanische System wird durch 
ein Element H aus x, seine HamiLton-Funktion, gekennzeichnet. Die 
von einem Parameter ¢ (Zeit) abhangigen Elemente +; (t), 2; (2) (aus. 3x) 
beschreiben die Entwicklung des Systems aus dem ,,Anfangszustand“ 
x,(0)=x;, ~;(0) =~; nach dem Gesetz 


x, (t) = dx, p;(t) = #1 p,, (III) 
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wobei die Operation ¢'--!, angewandt auf ein beliebiges Element / 
aus x, definiert ist durch 
e nT 
eee lf=f+s ci iL A+s LH, Vit) aie os (1.6) 


Fiir festgehaltenes ¢ definiert die Operation (III) eine Transformation 
in %$,, welche dem Element x; das Element ¥;(¢) zuordnet usw. Diese 
Transformation hat folgende einfache Eigenschaften: 1. Es existiert 
eine inverse Transformation e~*-:], 2. Sie ist linear. 3. Sie fihrt 
kanonische Basen in kanonische Basen iiber. 4. Die Transformation 


eines Produktes ist gleich dem Produkt der transformierten Faktoren: 


et Hy. (f+ g) = (eH---J f) « (et (H,---] g). 


Die Operation ¢'-:] stellt also einen Automorphismus von &x dar. 


Dasselbe gilt fiir jede Operation e--!, wobei R ein beliebiges Element 
aus %x ist. Diese Automorphismen erzeugen eine Gruppe von (auto- 
morphen) kanonischen Transformationen, die sog. ,,engere kanonische 
Gruppe‘“!. Das Axiom (III) besagt also, daB die Bewegung eines mecha- 
nischen Systems durch eine eingliedrige Automorphismenschar von (x 
dargestellt wird. Allgemein gilt auch fiir jedes Element f(x;, p;) aus Bx 


f(t) =f(4,0,0;@) =e f 
und schlieBlich noch 


eH, [fg] = [etl--- f, ef HJ 9}, 


Damit sind die wesentlichen algebraischen Eigenschaften der Ha- 
miLTONSchen Theorie in abstrakter Weise gefaBt, so daB ein Ubergang 
zu nicht-kommutativen Ringen erméglicht wird. 


Um den Elementen des abstrakten Ringes 3, Zahlwerte beizulegen, 
ware der nachstliegende Weg wohl der, den (jetzt natiirlich einer Kon- 
vergenzbedingung zu unterwerfenden) Potenzreihen aus §, die durch 
sie reprasentierten analytischen Funktionen zuzuordnen. Wir wollen 
jedoch einen mit dieser Methode der ,,Bewertung“ von @, inhaltlich 
zwar voll aquivalenten, formal aber verschiedenen Weg einschlagen, 
indem wir die Hamitton-Jacosi-Theorie als eine Bewertung des 
Ringes § auffassen. Die Anweisungen dazu entnehmen wir direkt aus 
Abschnitt 1 und geben ihnen, indem wir wieder zwei Elemente aus % Ko 
deren Klammerbildung gleich Null ist, zueinander involutorisch nennen 


und ebenfalls den Begriff eines ,,Integrals der Bewegung“ iibertragen, 
folgende Form: 


* Wie man sieht, lassen sich die obigen Automorphismen auch als kanonische 
Transformationen mit infinitesimalen Evzeugenden kennzeichnen. 
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14. Man bestimme  untereinander involutorische Integrale der 
Bewegung &,...,F, des durch H gekennzeichneten mechanischen 
Systems ?. 

2. Man setze 


Bed Giadtiae Aish); (1.7) 
wobei die /, Zahlen sind. 
3. Man suche » untereinander involutorische Elemente bag tape 
aus x, welche mit A, ..., F, zusammen eine kanonische Basis bilden. 
4. Man setze 
: /@H\ 
Go eas) bite Bay (t= sad any 9%) 


wobei g, und (¢H/éF,) wieder die oben beschriebene Bedeutung haben. 

Den GréBen x;(/), £;(t) werden dann durch die Prozesse 1. bis 4. 
Zahlenwerte zugeordnet, welche Funktionen von /,, g, und ¢ sind. 

Die Elemente aus 3x reprasentieren physikalische GréBen. Die Be- 
wertung von %, besteht also darin, den physikalischen GréBen Zahl- 
werte zuzuordnen. Die HAmiLton-JAcosi-Theorie besagt in diesem 
Zusammenhang, daB diese Vergabe von Zahlwerten an die Elemente 
von %¥x in einer bestimmten Reihenfolge erfolgen soll, in welcher gewisse 
Integrale der Bewegung an erster Stelle stehen. 


3. Der HEISENBERG-Ring ist neben dem kommutativen im wesent- 
lichen der einzige Ring, in dem eine Klammerbildung mit den Eigen- 
schaften (I) und (II) erklarbar ist. Die Frage nach Ringen mit PK 
suchen wir vom freten Polynomring % mit den nicht-kommutativen 
Erzeugenden x;, p; (}=1,...,) tiber dem KorperK der reellen Zahlen 
aus zu beantworten. Der Ring % besitzt keine Relationen. Es laBt sich 
zeigen, daB in ihm keine Klammerbildung existiert, welche alle Axiome 
(I), (11) erfiillt, wohl aber ist dies in geeigneten homomorphen Abbil- 
dungen dieses Ringes der Fall. Es gilt also, derartige Homomorphismen 
bzw. die sie vermittelnden (zweiseitigen) Ideale in % aufzufinden. Wie 
man zeigen kann?, ist es notwendig, daB diese Ideale mindestens die 
Elemente 


(x55 %))» {Pi»Pis, Bis x) +2)... Pia tia (brs), 1 b=A,..-..0), (1.8) 


enthalten. Dabei ist die abkiirzende Schreibweise 


Aneosy 7 (f:¢) =te—8f 


1 Die Existenz von genau » involutorischen Integralen der Bewegung ,,.... F, 
kann in $x natiirlich nicht mehr unter allen Umstanden behauptet werden, ..Das- 
selbe gilt fiir G,,...,G,,. Die folgenden Formulierungen sind stets unter ent- 
sprechenden Einschrankungen zu verstehen. 

2 Fiir diese, sowie die im folgenden unbewiesenen Behauptungen vgl. (III). 
Der Beweisgang wird iiberdies bei einem analogen Problem in § 3,3 demonstriert. 
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gebraucht. Das kleinste derartige Ideal St, wird also von den Elementen 
(1.8) erzeugt. Der durch 8, vermittelte Homomorphismus von @ defi- 
niert einen Restklassenring $= %/2,, welchen wir den allgemeinen 
HEISENBERG-Ring nennen. Bezeichnen wir mit k; den Reprasentanten 
des Elementes (f;, x,;), so gilt in $y ky =hy= ++: =k, =k. Gy hat also 
nach (1.8) die definierenden Relationen 


(%;, %,) = 0, (p;, Pi) =9, (D;, *1) = R0;1 (1,2 =1,...,). (1.9) 


Das Element & ist mit allen Elementen von %,, vertauschbar. In ¥, 
ist die Klammerbildung eindeutig erklarbar, und es gilt fiir zwei beliebige 
Elemente /, g aus $y 


R[t, g] = (f8)- (1.10) 


Von Interesse sind nun weiter solche homomorphe Abbildungen 
von %,, bei denen wieder die Eigenschaften (I), (II) der Klammerbildung 
ethalten bleiben, bzw. die solche Homomorphismen vermittelnden 
Ideale, welche wir als PK-Ideale bezeichnen wollen. Die Frage danach 
beantwortet der 

Satz: Jedes PK-Ideal in §, wird von einem Polynom in k mit 
reellen Koeffizienten erzeugt (Beweis Anhang 1). 

Damit ist die Struktur aller Ringe mit PK aufgeklart. Fragen wir 
nach ,,einfachen“ Ringen dieser Art, d.h. nach Ringen, die kein PK- 
Ideal mehr enthalten, so gibt es nur die Méglichkeit, daB & eine reelle 
oder komplexe Zahl ist. 

Der allgemeine HEISENBERG-Ring hat jedoch eine Eigenschaft, 
welche den zuletzt genannten einfachen Bildern nur in den Fallen zu- 
kommt, in denen & rein imaginar oder Null ist. Diese Eigenschaft ist 
die Existenz eines Antiautomorphismus, welcher 

1. die Elemente des Kérpers K der reellen Zahlen festhalt, 

2. jedem Element / ein Element /* zuordnet!, wobei 


(tera ie 
(fg)* = et -f* 
Xi = XK, bi=p; (¢=1,...,n). 


Der Polynomunterring K[k] von §,, erfahrt dabei einen Automorphis- 
mus, welcher alle Elemente von K festla8t und & in —& iiberfiihrt. 
Betrachten wir nun die obigen einfachen homomorphen Bilder von OH 
so ist klar, daB bei der Abbildung von K{k] auf K selbst der genannte 
Automorphismus erfordert, daB.k auf Null abgebildet wird, waihrend 
im anderen Fall (in dem K[k] auf den Korper der komplexen Zahlen 
abgebildet wird) k in eine rein imaginire Zahl ubergehen muB. Der 


1 Elemente, die bei diesem Antiautomorphismus fest bleiben (f+ = /), kénnen 
als ,,formal hermitesch*‘ bezeichnet werden. 
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zweite Fall liefert den (eigentlichen) HEISENBERG- Ring, in ihm ist k 
eine rein imaginare Zahl. Er ist einfach in dem Sinn, daB er keine echtes 
(zweiseitiges) Ideal enthalt?. 

4. Die Quantenmechanik ist nun im Sinne des Abschnitts 2 als 
Mechanik im HEISENBERG-Ring beschreibbar. Wir erweitern dazu den 
HEISENBERG-Polynomring durch Hinzunahme von Potenzreihen, deren 
Glieder eine fest vorgegebene Faktorenfolge (etwa KA bX Paap 


Wis Dien cree 
baw. die damit aquivalente x? p ... x‘ p"") besitzen. Den so erweiterten 
Ring wollen wir von nun ab als HEISENBERG-Ring §,, bezeichnen. In 
x wird das Bewegungsgesetz eines durch ein Element. H, die HAmit- 
ToN-Funktion, gekennzeichneten mechanischen Systems durch die 


Axiome (III) definiert. Mit (1.10) kann (III) nun geschrieben werden 


a pee See, aN cas age 
Suess x6 DAC) 2 pe (IIIa) 
zt 
fot 
wobei e* durch 
t 
= dh find Aide Hak gh . 
ea tele ate) a 


definiert ist. Fiir ein beliebiges Element F =F (x,, p;) aus (jy gilt 
. we H pat H 
F() =F (x; (0,250) =e* ~Fe + 

Die engere kanonische Gruppe wird nun von den Transformationen 


7 


X,=Ux,U3,  P,=Up;,U2, U=eF* 


erzeugt, wobei R ein beliebiges Element aus %, ist. Die die Bewegungen 
eines mechanischen Systems darstellenden Automorphismen sind also 
innere Automorphismen von %y. 

Das Eigenwertproblem der Quantenmechanik 1aBt sich nun in Ana- 
logie zu den Forderungen 1. und 2. der HAmILTon-JAcoBi-Theorie in 
Abschnitt 2, wobei der Begriff ,,involutorisch“ in %y gleichbedeutend 
ist mit ,,vertauschbar‘‘, folgenderma8en formulieren: 

4a) Man bestimme 7 untereinander vertauschbare Integrale der Be- 
wegung F,,..., , des durch H gekennzeichneten mechanischen Systems, 
d.h. Elemente K,...,F, aus %,, die mit H vertauschbar sind. 

2a) Man lése in %, die simultanen Eigenwertprobleme 


Fp(%;, bi) =he(%, bi) @=1,-...0), 
wobei die /, reelle Zahlen sein sollen. 


1 Aus (1.10) folgt sofort, daB im (eigentlichen) HEISENBERG-Ring jedes (zwei- 
seitige) Ideal auch PK-Ideal ist; andererseits gibt es in ihm kein PK-Ideal, also 
auch kein gewodhnliches Ideal. 
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Man kann 2a) als sinngemaBe Erweiterung der Forderung 2. in Ab- 
schnitt 2 auffassen. Jedes solche Eigenwertproblem in §y 1aBt sich in 
die gewohnte SCHRODINGERsche Form bringen und umgekehrt. 

5. Der Ubergang zur SCHRODINGERschen Form der Quantenmechantk 
entspricht algebraisch dem Rechnen in einem bestimmten (minimalen) © 
Linksideal L von +. Dieses Linksideal wird von einem idempotenten 
Element ¢ aus %j, erzeugt. Wir betrachten zunachst das Element 


co 
ea adu\ Gp ad ‘ : SS , ‘ 
Be aren ne 62 wg 
v=0 
Durch Differentiation erhalt man 
0&; . 
ax; =>=—_— Si Pir . (1.12) 5 


und da in %,, andererseits 


gilt, folgt aus (1.12) } 
\ b . | ppetedlo: (1.43) 9 


Damit wiederum findet man 


ane Se 


| ME 

d.h. epaist ie Baselis gilt auch fiir — ronal s19ens Sie 
eee. cue / ' et i — 

Nach ( 


ct oe vib 3 Wy aoe Aa ay aa tow ate ’ 
Bee 
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dabei ist sukzessive von der Formel 
Sy a | ; : oy 
pi pe > {(D;, y) = y Pi} OSs (D;, ¥) es a : 
te ty | 
Gebrauch gemacht. Das Eigenwertproblem 2a) nimmt also in & die 
SCHRODINGERsche Form an 


F, (xi, k Soni) YS, 5-35 %,) = fry (ey) ?..,%,) 1 = 1, .23) a) 


§ 2. Nichtabgeschlossene Systeme. 

Die oben angewendete Methode zur Beschreibung der Struktur von 
klassischer und Quantenmechanik, sowie ihren engen Beziehungen zu- 
einander, benutzte wesentlich die Abgeschlossenheit des mechanischen 
Systems, d.h. die Tatsache, daB die Hamitton-Funktion den Zeit- 
parameter ¢ nicht explizite enthalt. Die angegebene Fassung der Hamit- 
TON- JAcoBI-Theorie beruhte gerade auf dieser Eigenschaft und ebenfalls 
das Axiom (IIT). Andererseits lassen sich aber in der klassischen wie 
in der Quantenmechanik nichtabgeschlossene Systeme behandeln, ohne 
den Rahmen der bisherigen Begriffe zu sprengen. Es wird gezeigt, daB 
in der Tat die bisherigen Methoden auch fiir den fraglichen Fall aus- 
reichen, und daB die bei abgeschlossenen Systemen festgestellten Struk- 
turbeziehungen zwischen klassischen und quantenmechanischen Pro- 
blemen auch bei nichtabgeschlossenen Systemen in vollem Umfang be- 
stehenbleiben. 


1. Die klassische Mechantk \ehrt, da8 auch fir nichtabgeschlossene 
Systeme die Gln. (1.1) als Grundgleichungen der Bewegung giiltig blei- 
ben. Die HAamitton-Funktion ist jetzt eime Funktion der kanonischen 
Variablen und des Zeitparameters t: H=H(x;,;;t). Die Integration 
dieser Gleichungen erfolgt nun unter Ausnutzung eines vollstandigen 
Integrals der partiellen Differentialgleichung 

os os 
H (x, 5-31) Tapes (2.1) 
Es handelt sich also darum, diese Integrationstheorie in die in § 1,4 
geschilderte Form zu bringen. 

Wir gehen dazu von einer einfachen Eigenschaft der windbnadalen 
Gln. (4.1) aus, die wir zundchst an dem Fall, daB die Hammtton-Funk- 
tion H die Zeit ¢ nicht explizite enthalt, demonstrieren wollen. Aus 
(14.4) folgt dann 


He = Od Hy (EE, (2.2) 


wobei die Konstante E den Wert der Energie reprasentiert. Wir eli- 
minieren nun in (1.1) den Parameter ¢ und wollen statt dessen eine der 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. 30 
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Koordinaten, z.B. x,, als Parameter benutzen. Wir erhalten so aus (4.1) 


die. OHIOP Mbt DEM G Ata leg hiapeiay§ (23) 


dx,  OH/0p,’ dx,  OH/Opy_ 


Aus (2.2) felgt aber 


0H/0p; OPn OH/O0x; Opn 
OHlOp, OP; er ee ee =1,...,%—1) 
OHO py ap; ’ OH/Op, Be; (2 =1,,...%—A), 
wobel 

Pn = Pn (M19 +++) Xn—1 PIQOME Pa 15 %,, ts) (2.4) 


aus Gl. (2.2) als Funktion der angegebenen Argumente ausgedriickt ist. 
Damit nehmen die Gln. (2.3) die Form an 


diy TA Op; * chapenee evade & [= —4, (te 1, ty 


mit #, aus (2.4). Dies ist wieder ein kanonisches Gleichungssystem in 
nm—1 kanonischen Variablenpaaren, mit x, als Parameter und / als 
HamiLton-Funktion, die nun ihrerseits im allgemeinen explizite von dem 
Parameter x,, abhéngen wird. Wir haben damit also formal den Fall 
eines nichtabgeschlossenen Systems vor uns. (Andernfalls kann der ge- 
schilderte ProzeB fortgesetzt werden, bis dieser Fall auftritt.) 

Ist also nun in den Gln. (1.1) die HAmMILToN-Funktion explizite von ¢ 
abhangig, so betrachten wir das kanonische Gleichungssystem 

ay, 4, 0R dp; aR 


at Oh dt —ax; (== 0) 4,228, 7) (2.5) 


mit 
ie ie 2 an le Co anata yae Bes od. 2 vin 9 


Die ,,HAMILTON-Funktion“ R dieses Gleichungssystems: enthalt den 
Parameter t nicht und entspricht daher formal dem Fall abgeschlossener 
Systeme. 

Auf (2.5) kann also die Theorie von § 1,1 angewendet werden. Man 
bestimmt zundchst +4 untereinander involutorische, unabhangige 
Funktionen Fy, ...,,, welche gleichzeitig Lésungen der Gleichung 


[R, Fi] mY 


sind, d.h. mit R in Involution liegen. R ist als Funktion von b Pe or 


darstellbar. Dann lautet die eine Halfte der zur Integration verwendeten 
Gleichungen 


P= 7 (@=0,4,..:, 0). 
Aus diesen lassen sich die #; als Funktionen der x; eliminieren 


DP; = Bi (Xo, «5 Xp) (7=0)...5n); 
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und es gilt fiir sie [vgl. (II)] die Beziehung 


D bi (x) dx; = dS (x), 


so daB die Wirkungsfunktion S das partielle Differentialgleichungssystem 


und damit auch die Gleichung 


; és )/ os aS OS 

R[x, x)= a Bee aaa pais oe Xo} =r (2.6) 
erfillt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann aber (wegen des 
linearen Auftretens von #, in R) r=0 gesetzt werden, so daB (2.6) mit 
(2.1) identisch wird. Die Bestimmung eines vollstaéndigen Integrals von 
(2.6) ist aber, wie schon in § 1.2 erwahnt, dem Aufsuchen eines kano- 
nischen Variablensystems adquivalent, das aus den Fy,...,F, und n+1 
dazu konjugierten Funktionen Gp, ..., G, besteht. 


2. Die axtomatische Beschreibung nichtabgeschlossener Systeme fin- 
det nun in folgender Formulierung ihren Ausdruck: Man bildet den von 
den GrdBen %,...,%,, po,---, Pf, erzeugten kommutativen Potenz- 
reihenring §}; und erklart in ihm die Klammerbildung wieder durch 
(I), (II), wobei die Indizes von 0 bis » laufen. Zur Formulierung des 
Bewegungsgesetzes eines durch die HAmitton-Funktion H(%,,..., x 
b,,---,Pni Xo) gekennzeichneten Systems benutzt man die Funktion 


R =o + A(x, sees Uys PITA TPS; ta): 
Das Bewegungsaxiom selbst lautet | 
CC took all a ae p;(t) = et B+) p, be =10 siesen) perth by) 
Es gelten auch in $x sinngemaB wiederum alle in § 1,2 erwahnten Fol- 
gerungen. 
Die Bewertung erfolgt wiederum nach den Anweisungen der HAmIL- 


TON- JAcoBr-Theorie, wobei lediglich zu beachten ist, daB Integrale der 
Bewegung F nun durch 


n? 


[K, F] = 0 
definiert sind. Damit ist eigentlich alles erledigt. Zur Vereinfachung 


k6nnen wir aber die geforderten involutorischen Integrale der Bewegung 
so auswahlen, daB F,—RF ist. In der zugehérigen Gleichung 

hekh= fo (2.7 ) 

kénnen wir auBerdem /,=0 wahlen, da dies immer durch eine triviale 

kanonische Transformation, welche physikalisch der Energienormierung 

entspricht, erreichbar ist; denn bo=ho—fo, wahrend alle tbrigen Er- 

zeugenden von fx fest bleiben (so da’ H’=#H), ist eine kanonische 
: ie 
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Transformation, und damit geht (2.7) tber in 
=p +H =0. (2.7) 


Bemerkung. Man kénnte, um den in § 2,1 geschilderten ProzeB der Variablen- 
verringerung algebraisch nachzuahmen, versucht sein, wx auf $, durch das von R 
erzeugte Ideal abzubilden. Der von diesem Ideal vermittelte Homomorphismus 
zerstérte aber die Klammerbildung und machte damit die algebraische Beschrei- 
bung der Mechanik sowie ihrer Integrationstheorie hinfallig, mit deren Hilfe gerade 
die Ubertragung in nicht-kommutative Bereiche gelingt. Der erwahnte ProzeB 
der Variablenverringerung besitzt daher kein algebraisches Analogon. Er lat sich 
damit auch nicht im Oferatorenbereich der Quantenmechanik, sondern héchstens 
im Bereich der Erwartungswerte durchfiihren. Dies ist unter anderem fiir gewisse 
Fragen der relativistischen Quantenmechanik von Bedeutung. 

3. Die Ubertragung in die Quantenmechanik geschieht wieder wie 


in §1,4. Man bildet den HeIsENBERG-Ring %q mit den Relationen 


(x;, %;) = 0, (p;, Pi) = 0, (p;,%)) =kO;, (1,1 =0,...,m). 


k ist eine imaginare Zahl (h/1). Die tibrigen Axiome werden einfach aus 
%x tibernommen. An Stelle der HAMILTON- JAcoBI-Theorie treten wieder 
die simultanen Eigenwertprobleme 


Fp = tip (t= 0, ...25 4). 


wobei die F, mit R und untereinander vertauschbare Elemente von 7, 
sind. Der Einfachheit halber setzen wir wieder /,=R, so daB 


Rp=(ot+ Ae=hye. (2.8) 


R hat nun jedenfalls ein kontinuierliches Eigenwertspektrum; denn aus 
(2.8) folgt 
(Po —% + H)D= (hy — 4) y, 


wobei « eine beliebige reelle Zahl ist. Die Ersetzung $,—> $) —« ist aber 
eine Transformation, welche die Relationen des HEISENBERG-Ringes 
nicht andert. Da die Eigenwertprobleme aber Folgen dieser Relationen 
sind, geht ein Eigenwertproblem bei dieser Transformation wieder in 
ein Eigenwertproblem tiber. Also ist auch fy —« Eigenwert von R. Dem- 
nach kénnen wir uns auch hier auf den Fall f)=0 in (2.8) beschranken, 
ohne an Allgemeinheit einzubiiBen, d.h. in der ScHRGDINGERschen Form 
der Quantenmechanik auf die Gleichung (*,) =?) 


ey 
hogs ahs He =.0; (2.9) 


Dabei geht H aus H wieder durch die Ersetzung von #; durch u 
hervor. ] nee 

Ebenso wie im klassischen Fall (2.7’) als fiir jedes physikalische Pro- 
blem giiltige ,,Nebenbedingung“ betrachtet werden kann, ist auch (2.9) 
als fiir jedes (nichtrelativistische) quantenmechanische Problem giiltige 


a 
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Bedingung anzusehen, welche die Zustandsfunktionen vay pee eaUL 
erfiillen haben. 


4. Folgerungen. Von hier aus ]aBt sich nun leicht das scheinbar un- 
vermeidliche Auftreten der Zeit als Parameter in der gewohnten Be- 
handlung der Quantenmechanik verstehen. Bekanntlich enthalt (2.9) 
fiir den Fall abgeschlossener Systeme die Energieeigenwertgleichung ; 
dann ist namlich 


(bo, H) =0, 
und infolgedessen kann man Gl. (2.9) in ¢ separieren 


— p—(E/k)i u(x, Sees 4 


so daB sie tibergeht in 
Hu=Eu,. 


Nun wird stets H (und nicht — 4,!) als der die Energie reprasentierende 
Operator betrachtet, und an dieser Auffassung wird auch fiir den er- 
weiterten Fall, daB H die Zeit explizite enthalt, festgehalten. Da aber H 
stets mit ¢ vertauschbar ist (denn es enthalt 4, nicht), erscheinen Energie 
und Zeit nicht als kanonisches Variablenpaar und damit wiederum 
scheint ¢ stets als Parameter zu fungieren. Die Folge davon ist, daB (2.9) 
nun eine geeignete Interpretation erfahren mu: Man betrachtet (2.9) 
als das dynamuische Gesetz, nach dem sich der Zustand y mit der Zeit 
verandert?. 

Man sieht sofort, daB diese Interpretation in konsistenter Weise 
durchfiihrbar ist, weil man im Grunde nicht zwischen —, und H zu 
unterscheiden braucht; denn nach (2.9) beschrankt man sich doch nur 
auf solche Zustandsfunktionen y, Gearn gegentiber diese Operatoren 
gleichartig wirken. 

An dieser Stelle ist es lehrreich (und fiir das spatere wichtig) die 
Theorie noch einmal daraufhin durchzugehen, welche Eigenschaft diese 
Interpretation erlaubt, d.h. welche Eigenschaft zu Gl. (2.9) fihrt. Man 
sieht sofort, daB das lineare Auftreten von f, in R dafiir verantwortlich 
ist; denn einmal bedingt dies ein kontinuierliches Eigenwertspektrum 
von R und zum anderen, daB die Beschrankung auf den Eigenwert Null 
lediglich eine Energienormierung bedeutet. In der nichtrelativistischen 
klassischen und Quantenmechanik hat R stets diese Eigenschaft, wohin- 
gegen in der relativistischen Quantenmechanik, im Hinblick auf eine 
Theorie der Elementarteilchen, gerade der Fall besonderes Interesse be- 
sitzt, wo die der Funktion R korrespondierende Funktion (vgl. § 4) kein 
kontinuierliches Spektrum. hat. 


1 Vgl. Weyt, H.: Gruppentheorie und Quantenmechanik, 2. Auths1 S. 48. 
Leipzig 1931. 
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§ 3. Der Spin. 

Die bisher entwickelte Theorie der Struktur des mechanischen 
GréBensystems bezieht sich auf Systeme von Massenpunkten bzw. deren 
quantenmechanische Analoga, d.h. auf Systeme, deren Teile nur trans- 
latorische Freiheitsgrade besitzen. Die Elementarteilchen zeigen in- 
dessen Eigenschaften, welche sich nach der UHLENBECK-GouDsMiITschen 
Hypothese durch ,,innere‘‘ Spinfreiheitsgrade beschreiben lassen, die 
kennzeichnende Eigenschaften von Drehimpulsen besitzen und dem 
klassischen Bilde eines starren Kérpers mit rotatorischen Freiheitsgraden 
entnommen sind. Der kinematische Spin ist seinerseits mit einem 
magnetischen Dipolmoment verkniipft, welches seine dynamischen 
Wirkungen vermittelt. 


1. Das klassische Bild dieses Sachverhaltes wird zunachst in eine 
kanonische Form gebracht. Wir betrachten eine Kugel, d.h. genauer 
einen Kérper, dessen Tragheitstensor, abgesehen von einem Zahl- 
faktor 0, sich auf den Einheitstensor reduziert!. 

Der Korper besitze die Masse m, die Ladung e und ein magnetisches 
Dipolmoment, das in Richtung und Betrag dem Drehimpuls proportional 
ist?. Die Ladung e soll als punktférmig behandelt werden kénnen. Die 
Bewegung der Kugel erfolgt in einem elektromagnetischen Feld, das 
durch die Potentiale V und %= {A,, A,, As} beschrieben wird. 

Die translatorischen Freiheitsgrade der Kugel werden durch die 
kanonisch-konjugierten Koordinaten x; und Impulse #;, die Drehimpuls- 
freiheitsgrade durch GréBen s,; (1 =1, 2, 3) beschrieben, deren PK-Grund- 
relationen gegeben sind durch 


[s,, Sg] = 83, [Sp, Sg] = S,, [S3, $,] = Sp. (3.1) 


Die Funktionen der s; bilden demnach einen Bereich, innerhalb dessen 
die Bildung der PK unbeschrankt ausfiihrbar ist. Dies soll folgender- 
maBen einsichtiger gemacht werden: Wir betrachten ein (fiktives) 
kanonisches Variablensystem £;, 2; ({ =1, 2,3). In der Gesamtheit der 
Funktionen dieser Variablen wird die PK in gewohnter Weise erklart. 
Wir bilden nun die Funktionen 


S$; = §3 7, — bo73} Sp = €, 13 — &57,; Sg = &,7, — €, 7p. 


Fir diese gelten dann die PK-Relationen (3.1). Deren Folge wiederum 
ist es, daB fiir alle Funktionen f, g welche nur von den s; abhangen, 
die PK [/, g| Funktionen sind, die wieder nur von den s; abhingen. Die — 
nur von den s,; abhingigen Funktionen bilden also ihrerseits eine Ge- 

1 Der allgemeinere Fall eines beliebigen Tragheitstensors bringt einige Kom- 
plikationen mit sich, die jedoch keine physikalische Verwertbarkeit erkennen lassen. 


2 Dabei wird in keiner Weise beriicksichtigt, wie dieses magnetische Moment 
elektrodynamisch zustande kommen kann. 
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samtheit, aus welcher die Bildung der PK nicht hinausfiihrt. Ein der- 
artiges Funktionensystem nennen wir ein P-System [vgl. (II)]. SchlieB- 
lich kénnen wir noch mit Hilfe von (1.3) einen expliziten Ausdruck fiir 
die Bildung der PK in dem P-System der s, angeben. Wir denken uns 
dazu die Funktionen s; durch drei weitere v; =v;(&,, 24) ergiinzt, so daB 
die €;,; umgekehrt als Funktionen der s;, v; ausgedriickt werden 
konnen. Sind f, g sodann Funktionen, welche allein von den s; abhingen, 
so folgt aus (1.3) und (3.1) 


Os, OS, OS, Os, 


F of 0g Of og of dg of eg ' 
el (Go$ pei tee Oe), 
\OSg OSs OS3 OS. 


(3.2) 


of. oF Se of og 
see ae alae ae 
\ GS, OS, Os, OSs 
Damit ist der Bereich der Funktionen, in welchen die kanonische Be- 
schreibung der Kugelbewegung erfolgt, hinreichend gekennzeichnet. 
Die Bewegung der Kugel kann nun durch die HAmILrTon-Funktion 


3 3 3 
{ { e \2 g 1 
H=>~ > (bi- ~ Ai) +eV+a) s,U+ 35 Sy (3.3) 
i=1 i=1 = 
und die Bewegungsgleichungen 
& =1H.F)s F =F (x;,2;, 8) (3.4) 


beschrieben werden. Dabei sind die U; in (3.3) definiert durch 


0A, aA, 1 ( OV aV 
—s — usw. 
4 OX, OX, mc \ Ox, Ps Ox. Pe 


Das erste und letzte Glied in (3.3) stellen die translatorische und 
rotatorische kinetische Energie der Kugel dar, wahrend die beiden mitt- 
leren Glieder die potentielle Energie reprasentieren. Die Konstante « 
ist der Proportionalitatsfaktor zwischen magnetischem Moment und 
Drehimpuls der Kugel. Zunachst stellen wir fest, daB das letzte Glied 
in (3.3) 

S= XS (3-5) 


iiberfliissig ist und fortgelassen werden kann. Denn nach (3.1) ist 
[5,0 \ ie 43253), 


Infolgedessen verschwindet auch die PK von S mit jeder Funktion 
von s;, und da sie ohnehin mit jeder Funktion von %;, 2; verschwindet, 
gilt allgemein 

bor =, Peal Meeps Sj): 
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Somit liefert also das letzte Glied in (3.3) in keiner Bewegungsgleichung 
einen Betrag, d.h. es verhalt sich wie eine Konstante und kann deshalb 
fortgelassen werden. Physikalisch bedeutet dies natiirlich, daB die 
kinetische Energie der Rotation der Kugel bei jeder Bewegung konstant 
bleibt. 

Aus (3.3) und (3.4) folgen unter Beriicksichtigung von (3.2) die 
Gleichungen 


dxp its 
ahaa Oi 4y 
ast ee e A,) = eé Ee 4) ax; % eV Sat ae sae 
at \ c é i OX, Ox, ] dt OX, aa Ox, 
=4'4.(s, Us Sz U,),° usw? 
Fithren wir die Vektoren x = {%, %, xs}, 0 = aia Bee 5S, Bn Sat 


U={U,, U,, U;}, sowie die magnetische und elektrische Feldstarke 5 
und & ein, so kénnen diese Gleichungen geschrieben werden 


“¥ _ © (yx §) +e € —agrad (3) 
& =a(Uxs) =(Uxm), 


wenn t1=«8 den Vektor des magnetischen Momentes bezeichnet. Die 
erste Gleichung ist die Bewegungsgleichung eines Massenpunktes, der 
liberdies ein magnetisches Moment besitzt. Die zweite ist einfach die 
Bewegungsgleichung eines rotierenden Kérpers, auf welchen das Dreh- 
moment (lLxm) ausgeiibt wird. Beide Gleichungen sind fiir das vor- 
liegende Problem die Bewegungsgleichungen der elementaren Mechanik. 
Damit ist gezeigt, daB (3.3) und (3.4) tatsachlich den Bewegungsvorgang 
beherrschen. 

Aus (3.3) und (3.4) folgt weiterhin ohne Mithe die bekannte Modi- 
fikation des Drehimpulssatzes: Die GréBen 


l= %3p,— %e ps, USW. 


sind die Komponenten des Bahndrehimpulses der Bewegung. Wir be- 
trachten solche elektromagnetischen Felder, in denen bei Abwesenheit 
der Rotationsfreiheitsgrade («=0) ein Erhaltungssatz fiir den Bahn- 
drehimpuls gilt, fiir die also 


le > (6,-= 4) + éV, | == a a hs 
Dann folgt also aus (3.3) und (3.4) | 


dig. 
= FD S10, h).- 
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Da U; sich bei Drehungen wie ein Vektor transformiert, gilt aber (vel. 
Anhang 2) z.B. 
fe C=), ay tal OL, Wao teg | S= — Ua, 
Damit ergibt sich also 
dl a z 
* = a(ss U, — 8, U5). 
Entsprechendes gilt fiir /, und /,. Andererseits folgt aus (3.3), (3.4) unter 
Beriicksichtigung von (3.1) 


ds 
So AIRE Toell 
Tp = &(S3 Uz — Sq U3). 


Addition der beiden letzten Gleichungen liefert 


d(l, + s,) 
oe oe on 


Fur die anderen Komponenten ergibt sich dasselbe. Ein Erhaltungssatz 
gilt also nur fiir den gesamten Drehimpuls /;+s,. 

Wesentlich fiir das weitere ist nun die Tatsache, daB sich auch die 
HAMILTON- JAcoBiI-Theorie des durch (3.3) gekennzeichneten Problems 
in dem P-System der x;, #;, s; durchfiihren 1a8t. Eine scheinbare 
Schwierigkeit bietet dabei die Tatsache, da8 die Grundvariablen unseres 
P-Systems nicht alle untereinander kanonisch-konjugiert sind und daB 
sie tberdies in ungerader Anzahl auftreten. Die erste Eigenschaft ist 
aber unwesentlich, denn die Bewegungsgleichungen sowohl als auch 
samtliche Forderungen der HAamitton- JAcost-Theorie lassen sich allein 
mit Hilfe der PK ausdriicken und diese sind invariante Bildungen im 
P-System, die nur je nach Wahl der Grundvariablen verschiedenes 
explizites (d.h. in Differentiationsprozessen ausgedriicktes) Aussehen 
haben. Die durch die PK gekennzeichneten Beziehungen der Elemente 
des P-Systems untereinander sind unabhangig von. der Basiswahl. 
Allein von diesen Beziehungen aber macht die Formulierung der HAmMIL- 
TON- JAcoBI-Theorie in § 1 Gebrauch. 

In der Anwendung der Hamitton-JAcopi-Theorie suchen wir zu- 
nachst eine maximale Anzahl von involutorischen Integralen der Be- 
wegung zu bestimmen. In unserem P-System gibt es davon genau finf. 
(Fiir diese sowie die folgenden Behauptungen vgl. Anhang 3.) Bezeich- 
nen wir sie mit FH, ...,%, so kénnen wir F;=S wahlen, wobei S durch 
(3.5) definiert ist; denn S liegt mit allen Elementen unseres P-Systems 
in Involution, also auch mit H, demnach fallt es unter die involutorischen 
Integrale der Bewegung. Ein Element mit derartiger Eigenschaft nennt 
man ausgezeichnet. S ist die einzige ausgezeichnete Funktion unseres 
P-Systems in dem Sinne, da jedes andere ausgezeichnete Element eine 
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Funktion von S ist. Demnach sind F,,...,F, keine ausgezeichneten 
Elemente des P-Systems, da sie als voneinander unabhangig voraus- 
gesetzt sind. Dann existieren in unserem P-System auch vier unterein- 
ander involutorische Funktionen G,,..., G, mit der Eigenschaft 
[F;, Gy] = 15 (¢,% =1,...,4). 

Damit kénnen die Forderungen der Hamitton-JAcosi-Theorie 
direkt angegeben werden: 

4. Man bestimme auBer S vier involutorische Integrale der Bewegung 
F,,...,F,. H ist dann als Funktion der F; und S darstellbar. 


2. Man setze 
Fe fe S=s5 (6 dye 4)? 


3. Man bestimme vier involutorische Funktionen G,,..., G4, die 
mit F,,...,, zusammen ein kanonisches Variablensystem bilden. 
4. Man setze 


ee : = 
ORS ae ne ee ee 
Aus den neun Gleichungen unter 2. und 4. sind die x; (t), #;(é), s; (0) 
durch Elimination zu berechnen. 


2. Die axiomatische Beschreibung des obigen Problems ist wiederum 
direkt angebbar. Man bildet tiber dem Korper der reellen Zahlen den 
kommutativen Potenzreihenring ©, mit den Erzeugenden x;, #;, s; 
(¢=1, 2,3). In Wg wird eine Klammerbildung definiert durch die 
Axiome (I) in §4 und: 


[%;, %,.] = [pi Pa] = [%;,5,] = [A;, 5.) =0, (Pi, %,] = O;% 


[S35)S_],='S; (1, k,l = zykl. Permutation von 123). 


(Ila) 


Die HaAmitton-Funktion H des interessierenden mechanischen Sy- 
stems ist durch (3.3) gegeben. Als Bewegungsaxiom wird wieder das 
Axiom (III) aus §14 tibernommen. Wie man sofort sieht, hat die Opera- 
tion e'!™--] auch in Gx alle in §1,2 genannten Eigenschaften, infolge- 
dessen gelten auch alle dortigen Folgerungen. SchlieBlich sind die An- 
weisungen der HAmILToN-JAcosI-Theorie bereits in Abschnitt 4 aus- 
einandergesetzt. 


3. PAuLi-Ringe nennen wir nun einfache! Ringe mit den reellen 
Zahlen und den GréBen x,, p;, s;(i=1, 2, 3) als Erzeugenden, in denen 
uberdies eine Klammerbildung mit den Axiomen (I) und (IIa) erklart 
werden kann. Im AnschluB an die in § 1,3 geschilderte Methode zur 
Behandlung von Ringen mit PK bilden wir zunachst den freien Polynom- 
ring mit den nicht-kommutativen Erzeugenden x,, p,, s, (¢==4, 2,3) und 


den reellen Zahlen als Koeffizienten. Wir fragen sodann nach solchen 


1 Das hei®t Ringe, die kein echtes (zweiseitiges) Ideal enthalten. 
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homomorphen Bildern dieses Ringes, in denen sich eine Klammet- 
operation mit den Eigenschaften (I) und (Ila) erkldren lat. Wir gehen 
dazu von der aus (I) folgenden Identitat 


le, fl(g,h) = (e, fg, A] (3.6) 


aus, die sich aus [eg, fh] durch Ausmultiplizieren in verschiedener 
Reihenfolge ergibt. Setzen wir in (3.6) e=x;, f=, g=p;, h= x;;"so 
folgt nach (Ila) 


(%,5.%;) = 0 (tdi =e Agi 3) 5 37-8 
und ebenso mit f=s; ae 
(x;, 5) = 0. (3.7) 
Weiter erhalt man mit e=#,;; f= 4, 
, (2;, 1) = 0 (3.7¢) 
und analog wie oben 
(Pi, S:) = 0. (3.74) 
Die Spezialisierung e=;, f= x, (( +1), g=p;, h=x, ergibt 
(Pi,%)=0 @+)) (3.7e) 
und e=#;, f=; schlieBlich 
(p;, ¥;)) = (D;, %;) =k. (3.7) 
Lassen wir g,h beliebig und setzen e=7,, f=x,, so folgt 
(g,h) = klg,h| (3.8) 


und ebenso durch Vertauschung von g mit e und h/ mit f in (3.6) 
(g, 4) = [g, AJR. 


Daraus ]aBt sich die Vertauschbarkeit von k mit allen Ringelementen 
und aus (Ila) insbesondere die Relation 


(s;,8;) =ks,  (t,7,1 = zykl. Permutation von 123). (3.7g) 
folgern. 

Die Relationen (3.7a) bis (3.7g) sind somit notwendig, um eine 
Klammerbildung mit den Axiomen (I) und (IIa) widerspruchslos er- 
klaren zu kénnen. [hr hinreichender Charakter erhellt andererseits sofort 
aus der Tatsache, daB der durch sie definierte Ring & in einen umfassen- 
deren HEISENBERG-Ring einbettbar ist. © ist also der allgemeinste Ring 
mit einer Klammerbildung (I), (Ila). 

Es interessieren nun weiter homomorphe Abbildungen von ©, bei 
welchen die Eigenschaften (I) und (Ila) der Klammerbildung erhalten 
bleiben. Die solche Homomorphismen vermittelnden Ideale wollen wir 
K-Ideale nennen. Im Gegensatz zum allgemeinen HEISENBERG-Ring 


besitzt @ wesentlich nicht-triviale K-Ideale. 
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Zunichst enthailt ® zwei charakteristische Unterringe: 1. Den von 
x;, p;(i=1, 2, 3) erzeugten (allgemeinen) HEISENBERG-Ring und 2. den 
VON S,,S,%, erzeugten Polynomring G mit Koeffizienten aus dem 
Polynombereich K[k]. (K ist der reelle Zahlkérper.) Anwendung der 
in Anhang 1 beschriebenen Beweismethode ergibt weiterhin den 


Satz: Jedes K-Ideal in & wird von einem K-Ideal in © erzeugt. 


In der weiteren Untersuchung kann man sich also auf den Ring © 
beschrinken. Um triviale Ideale im Koeffizientenbereich K[k] von © 
auszuschalten, wollen wir noch K [k} durch einen Homomorphismus auf 
einen Korper abbilden, und zwar auf den komplexen Zahlkérper, wobei 
k in eine rein imaginare Zahl (f/7) tibergeht; denn nach § 1,3 wird dabei 
der in & enthaltene allgemeine HEISENBERG-Ring auf den eigentlichen 
HEISENBERG-Ring abgebildet, eine Tatsache, die aus physikalischen 
Griinden notwendig ist. Der bei diesem Homomorphismus aus © ent- 
stehende Ring S’ hat als Koeffizientenbereich den Kérper der komplexen 
Zahlen. Infolgedessen ist in ihm wegen (3.8) jedes (zweiseitige) Ideal 
auch K-Ideal. 

Die resultierende Aufgabe besteht also darin, im Ring GS’ (mit den 
Relationen (3.7g), in denen & nun eine rein imaginare Zahl ist) Ideale 
aufzufinden, durch die GS’ auf einen einfachen Ring abgebildet wird. 
Ohne eine allgemeine Lésung dieses Problems zu versuchen, wollen wir 
uns darauf beschranken, das fiir physikalische Zwecke wesentlichste 
Beispiel anzufiihren, und zwar das Ideal 9:, welches z.B. durch das 
Element 


, 


ee 
Sy + as 
erzeugt werden kann. Wie in Anhang 4 gezeigt wird, ist der Restklassen- 
ring ©;= G'/3: ein hyperkomplexes System mit den Relationen 
019+ j= 253, O0n09=/—1=4 (7=4,2,3).  B.9) 
Dabei ist 
Lk h : 
Sut pt Femok = Anke 3) (3.9) 


gesetzt. Die Relationen (3.9) definieren aber ein CLIFFoRD-System, das 
— bis auf Aquivalenz — nur eine einzige Matrixdarstellung besitzt, 
eben die der bekannten Pautischen Spinmatrizen. 

Der zu ©; gehorige Ring @, ist also ein Pautt-Ring!. 


2 Der durch das Ideal %; bestimmte Ring © , also letzthin @1, ist der kine- 
matische GréBenbereich fiir Teilchen mit dem Spin 1/2. Andere Ideale liefern 
Analoges fiir héhere Spinwerte; so vermittelt das von den Elementen 


si+ ks, S+ 2k?, 
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4. Die quantenmechanische Formulierung der in Abschnitt 1 und 2 
beschriebenen Theorie ist nun evident. Man erweitert den Ring ®, zu 
einem Potenzreihenring ;. Da das in (S, enthaltene hyperkomplexe 
System ©, dabei wegen der Relationen (3.9) nicht erweitert werden 
kann, 1aBt sich ®; als HEISENBERG-Ring mit S, als Koeffizienten- 
bereich auffassen. Die Klammerbildung wird wieder durch die Axiome (1) 
und (IIa) erklart. Die Hamitton-Funktion des mechanischen Systems 
lautet unter Verwendung von (3.9’) 

a 
H — = > (2; ral ; A;) + eV + ~ >,% U; 
t i 
wobei U; durch den in Abschnitt 1 angegebenen Ausdruck definiert ist. 
Das Bewegungsaxiom nimmt in ©, dann die Form an 


F(t) = F(x; ;(),0;()) = & C4 Feta 


wobei F ein beliebiges Element aus ; reprisentiert. 
Die Hamitton-Theorie findet ihr Analogon wieder in Eigenwert- 
problemen 


Fo (x;,2:,0;) = 19 (%;, D;, 0). (3.10) 


Die Eigenwertprobleme (3.10) lassen sich ebenfalls in die ScHR6- 
DINGERsche Form bringen, wobei allerdings folgendes zu beachten ist: 
Da ©: als HEISENBERG-Ring mit ©, als Koeffizientenbereich auf- 
gefaBt werden kann, laBt sich die Methode von § 1,5 anwenden. Die 
sich dabei ergebenden SCHRODINGER-Operatoren sowohl als auch die 
Zustandsfunktionen enthalten aber immer noch die Elemente von G,. 
So geht (3.10) z.B. tiber in 


el Saye 
F(a FG yp 2 Oe) V Xe Oe) = FY (Her On) - (3.11) 


Diese Eigenwertprobleme spielen sich also in einem Bereich von Funk- 
tionen ab, die sowohl von den Koordinaten als auch von den , abhangen. 
Wegen (3.9) kann das Auftreten der letzteren allerdings immer auf 
Linearfaktoren reduziert werden, so daB sich jedes p(x,, o,) in der Form 


(Xp, Ox) = Yo(%s) + Or Yr (%e) + F2Pa(%e) + 3 Ys (Me) (3.42) 
darstellen 1aBt. Dasselbe gilt auch fiir die Operatoren F: 
F = FO + Fg, + FR oy + Fag. (3.13) 


mit ‘ aus (3. 5) erzeugte Ideal 3, den GréBenbereich fiir Teilchen mit dem Spin. 
Man iiberzeugt sich, daB 9, auBer S+2h* folgende Elemente enthalt 


5487 St S155 55 sis7 8p (44,1 verschieden) 
$45; 5; (t+), Soi? 5; (hj =A; 253) 
welche Relationen des Restklassenringes 6’/3, ergeben. 
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Mit den Darstellungen (3.12) und (3.13) kénnte man nun in (3.11) ein- 
gehen und diese Gleichung in ein System gekoppelter Differential- 
gleichungen zwischen den Funktionen yp, .--, Ps verwandeln. Dieses 
System ware aber noch weiter reduzierbar, und zwar aus folgendem 
Grunde: Das hyperkomplexe System G;, ist namlich eine direkte Summe 
zweier minimaler (isomorpher) Linksideale, die sich gegenseitig anul- 
lieren und die von den beiden (idempotenten) Elementen 


e= (1 + 10,05), e’ = 4(1 — 10, 05) 


erzeugt werden. Fiir die Eigenwertprobleme kénnen wir uns aber auf 
eines dieser beiden Linksideale beschranken. Wahlen wir z.B. das von e 
erzeugte. Dann gilt, wie man leicht nachrechnet, 


4@™= 6, G6 =1(6, + 70s) = 0, © 0,6 —.—10,. Use = "0, \ialae 


Denkt man sich nun (3.12) und (3.13) in (3.41) eingesetzt, und diese 
Gleichung sodann von rechts mit e multipliziert, so folgt unter Beriick- 
sichtigung von _ nach kurzer Zwischenrechnung 


{(FO — FO) (a) — ys) 42 (FO + oF) (ep, — 2 pe)} e 
{(FO + F®) (py, — 2 ye) + (FY — 1F)) (wy — z)} @ (3.15) 
= 1 {(Yo — Ws) & + (Yr — 1 Wo) Of. 


Fiihren wir weiter die Abkiirzungen 
Y= 1 — pe, Po = Yo— Ys 
ein, so hat (3.13) also das gekoppelte Gleichungssystem 
OF + FO, + FO (iM) + FOP, — 7% —0 
0) YW + FO + FR) (7c ) + FO) (— YA) — 7% =0 


zur Folge. Dies lat sich, wie man sofort sieht, auch in der Matrizenform 
(0) (2) [0 = 2 yi Terie 
{FON 4 + Fe) (‘ 9) + FO (; 5) + Fe) (; > My (y)] =0 G16 


schreiben, wobei 1 die zweireihige Einheitsmatrix reprasentiert. (3.16) 
hat aber die bekannte Gestalt der Eigenwertprobleme in der Pautischen 
Theorie fiir Teilchen mit dem Spin #/2. 


§ 4. Relativistische Mechantk. 

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich nur auf die Struktur der 
nichtrelativistischen Mechanik in ihrer klassischen und quantentheo- 
retischen Form. Mit denselben Methoden laBt sich jedoch auch die 
relativistische Mechanik behandeln; dazu wird die klassische Relativi- 
tatsmechanik in eine invariante bcehouionkun Form gebracht, mit deren 


GréBenbereich von klassischer Mechanik und Quantenmechanik. 455 


Hilfe dann der Ubergang zur relativistischen Quantenmechanik voll- 
zogen werden kann. Wir beschranken uns dabei auf die spezielle Rela- 
tivitatstheorie. 


I. Die klassische Relativitdtsmechanik basiert auf den MINKOWSKI1- 
schen Gleichungen 


d F é ‘aes | x . 
eae EN F., uk (i =0,..., 3), (4.1) 


dt Cry ieee 


welche das Verhalten eines Massenpunktes mit der Ruhmasse m und 
der Ladung e unter dem EinfluB eines elektromagnetischen Feldes F,, 
beschreiben. Dabei bedeuten c die Lichtgeschwindigkeit, t die Eigen- 
zeit und w‘ die (kontravarianten) Komponenten der Vierergeschwin- 
digkeit . we 

GPa ax 


Fa) geray 5 


at 


Die Koordinaten sind *°=ci, 1=x, x2=y, x8=2z. Es ist weiter 

ef k 

Bs a Bit (4.2) 

mit 3 
Sex=O0 fir t+k, Pile or Re ee og 14 


Der elektromagnetische Feldtensor F;, wird in gewohnter Weise aus dem 
Viererpotential ;(¢@ = — V, 9, = Ay, -..) abgeleitet: 


_ OPR _ 8Y; 

Fi, oa ke (4.3) 

Die Gln. (4.1) der MrnKowskIschen Dynamik lassen sich nun aus 
dem invarianten kanonischen Gleichungssystem [vgl. (IV) | 


Bes AR dp; seca 
dz Op,’ eg cee a, (4.4) 


Mose e|/> Ee (6: ro — 9} (6. oF v%) (4.5) 


herleiten, wie man durch direktes Ausrechnen bestatigen kann. Die #; 
sind die zu x’ kanonisch konjugierten Impulse, und die das spezielle 
mechanische Problem kennzeichnende Funktion R hat die physikalische 
Bedeutung der Ruhenergie. Wir nennen R die Ruhmassefunktion. 

Zur Integration des Gleichungssystems (4.4) kann die in § 1,1 aus- 
einandergesetzte Form der HAmILTon- JAcosr-Theorie in unverdnderter 
Weise benutzt werden; an Stelle der Hamirton-Funktion ist lediglich 
die Ruhmassefunktion einzufiihren. Die zu (4.4), (4.5) gehérige HAmir- 
ton-JAcoBische Differentialgleichung lautet 


Dt Cen =e vi) (Sa 2 : P| = (me)? 


mit 
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Dabei ist der Wert der Funktion R, d.h. der Wert der Ruhenergie, gleich 
mc? gesetzt. S(x') ist die relativistische Wirkungsfunktion. 

Durch den in § 2,1 geschilderten ProzeB der Variablenverringerung 
1aBt sich aus (4.4), (4.5) die gelaéufige kanonische Form der Relativitats- 
mechanik gewinnen!. Zundchst folgt aus (4.4) 

dk 

dt O, 
R ist also eine Konstante, die wir wegen der Bedeutung von R mit mc? 
bezeichnen : 


R=me. (4.6) 
Sodann folgt aus (4.4) 
d xt = O(— Pp) ap; ae O(— Po) Cnet F F 
Ai ec” ae éxi og ce? (4.7) 


wobei ~#, durch Elimination aus (4.6) zu bestimmen ist. Setzen wir 
H =—chp, so ergibt sich 


: 
Hi - ome (6: — <9; + (mc)?. (4.8) 
=i 


Die Gln. (4.7) nehmen damit endgiiltig die bekannte Form 


dx eH dpi  -«-«O#H 
di Ep Gb §)> = Beet 


(1 = 4,2,3) (4.7') 


an. Die HAmiLton-Funktion H ist dabei durch Gl. (4.8) gegeben, in 
welcher allerdings nur das positive Zeichen vor der Wurzel physikalisch 
sinnvoll ist. 

Fir das Folgende sei noch erwahnt, daB sich das Gleichungssystem 
(4.4) auch in der rationalen Form 


dxt oR? ap; oR® ; 
av = Op; _ dt’ = Oxt (2 = 0, <5 9) (4.9) 


schreiben laBt, wobei zwischen t und tr’ der Zusammenhang besteht 

Tele Ried Sh ee MELAT (4.10) 
Das Symbol (R) soll dabei — wie in (4.10) bereits beriicksichtigt — 
den Wert der Funktion R bezeichnen. 


2. Die axiomatische Beschreibung der klassischen Relativitdtsmechanik 
ist nach obigem evident. Man bildet den von den reellen Zahlen und 
den acht GréBen x‘, £; erzeugten kommutativen Potenzreihenring und 
definiert in ihm die PK-Bildung durch die Axiome (I) und 


[42] =0, itil = 0, [baat] dh. ik= 0,103). (11) 


1 Vel. z.B. BEcKErR, R.: Theorie der Elektrizitat, 6. Aufl., Bd. II, § 64. Berlin 
u. Leipzig 1933. 
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Das KRONECKER-Symbol bezeichnen wir, um die Einheitlichkeit der 
Schreibweise zu wahren, von nun ab mit 6%. Die Bewegungsaxiome 
sind gemaB (4.9) gegeben durch 


ae) eT P(t!) = oF R15 (=, ..., 3), (LIY’) 


wobei Rk? die Ruhmasse a 


R?—  gik = ae 2 ) 
“9 3 [p; ~ i) (Ps Cc Pr) - 

Die Ubernahme der Hamitton-Jacont-Theorie bedarf keiner Er- 
Jauterungen. 


3. Die relativistische Quantenmechanik ergibt sich nach dem Vorbild 
von §1 zwangslaufig. Der relativistische HEISENBERG-Ring hat die 
Relationen 


(x, x')=0, (A. b)=0, (6;,x))= ko (4,1 =0,...,3). 


Die tibrigen Axiome werden aus dem kommutativen Fall iibernommen. 
Das Bewegungsaxiom kann wieder in die Form 


F(t’) — elt /k) R° BR e—(v'/k) R? 
gebracht werden. SinngemaB gelten dann auch alle Aussagen aus §1. 


4. Das Problem der Elementarteilchen erfahrt nun eine zwangslaufige 
Formulierung. Nach §1 erfolgt die Bewertung der Elemente des HEISEN- 
BERG-Ringes durch Eigenwertprobleme; die Eigenwerte eines Elementes 
sind die MeBwerte der durch das Element reprdsentierten physikalischen 
Gr6Be. Die ein mechanisches Problem kennzeichnende GréBe ist nun 
aber die Ruhmassefunktion R?, bzw. in der SCHRODINGER-Darstellung 
der Operator 


ae Dei(e 2 —fe)(e2—to), aan 


der hier dieselbe fundamentale Rolle spielt wie der Ham1LToN-Operator 
in der nichtrelativistischen Quantenmechanik. Das Eigenwertproblem 


R2 yp = (mc?) p (4.11’) 


besagt also, daB die Ruhmasse des durch R? charakterisierten Systems 
den Wert m hat. Zustdnde (d.h. Funktionen wy), zu denen ein diskreter 
Eigenwert gehért, bezeichnen wir als Elementarteilchen. |Einige physi- 
kalische Eigenschaften der so definierten Elementarteilchen werden in 
(IV) diskutiert. ] 

Aus (4.11) ist zu ersehen, daB das Eigenwertspektrum von R? durch 
die Potentiale p; bedingt ist. Enthalten die Potentiale z.B. eine Ko- 
ordinate x‘ nicht, oder lassen sie sich durch LoreNntTz- oder Eichtrans- 
formationen in eine solche Form bringen, so hat R® auf jeden Fall ein 
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kontinuierliches Spektrum}. Diese Eigenschaft haben aber gerade die 
wesentlichsten in der Physik gebraéuchlichen Potentiale. 

Im Falle eines kontinuierlichen Eigenwertspektrums von ? fihrt, 
wie leicht einzusehen ist 2, die hier gegebene Theorie zu den Ergebnissen 
der bisherigen relativistischen Quantenmechanik, stellt also im Grunde 
nur eine Verfeinerung der nichtrelativistischen Theorie dar. (Dies gilt 
auch fiir die noch zu besprechende Drrac-Theorie.) Andererseits ist es 
klar, daB von wesentlichem physikalischen Interesse gerade Operatoren Kk? 
mit diskreten Eigenwertspektren waren; nur in diesen Fallen kénnte 
man die hier gewonnenen theoretischen Einsichten auch praktisch de- 
monstrieren. Es schiene daher die nachstliegende Aufgabe, Operatoren Rk? 
mit diskreten Spektren aufzufinden. Ein mehr als rein mathematischer 
Erfolg eines solchen Bemithens ist jedoch aus folgender physikalischer 
Uberlegung heraus fraglich: 

Wie bereits erwahnt, wird das Spektrum von kK? im wesentlichen 
durch die Wahl der Potentiale g; bestimmt. Diese Potentiale charak- 
terisieren ihrerseits elektromagnetische Felder. Hatte man nun bestimmte 
Potentiale, die zu einem diskreten Spektrum von F? fithren, so bedeu- 
tete dies physikalisch, daB in den zugehorigen elektromagnetischen Fel- 
dern nur Teilchen mit bestimmten Ruhmassen existenzfahig waren. — 
Betrachtete man weiterhin diese Felder als auBeren, makroskopischen 
Ursprungs, so ware es physikalisch unverstandlich, daB nur bestimmte 
makroskopische Felder diese Eigenschaft haben, wahrend man fiir ihre 
Auszeichnung sonst keinen physikalischen Anhaltspunkt hat. Dagegen 
ist es wohl eine physikalisch zwingende Konsequenz, die genannte Eigen- 
schaft den Wechselwirkungsfeldern von Teilchen zuzuschreiben. Die Exi- 
stenz von Elementarteilchen ware demnach eine Folge ihrer Wechsel- 
wirkung. Es scheint plausibel, daB diese Auffassung unserem physi- 
kalischen Einsichtsvermégen am besten entspricht. 


§ 5. Relativistische Spintheorte. 


Die Theorie des §4 soll schlieBlich noch auf Teilchen mit Spin er- 
weitert werden. Wir benutzen dazu die in §3 entwickelte Methode und 
dehnen sie auf die Relativitatsmechanik aus. Das naive klassische Bild 
einer rotierenden starren Kugel ist zwar aus bekannten Griinden nicht 
in die Relativitatstheorie itbertragbar, wohl aber seine in §3 gegebene 
kanonische Formulierung, die an keiner Stelle von der Eigenschaft der 


1 Dies ist letztlich dadurch bedingt, daB ein Operator mit diskretem Eigen- 
wertspektrum notwendigerweise zu jeder Erzeugenden des HEISENBERG-Ringes 
auch die kanonisch-konjugierte Erzeugende enthalten muB. ’ 

2 Man setzt in (4.11’) einfach einen empirisch ermittelten Wert fiir m ein und 
beschrankt sich fiir alles weitere nur noch auf die dazugehérigen Figenfunktionen y. 
Dies liefert sofort die aus der gewohnten Form der relativistischen Quantenmecha- 
nik bekannten Gleichungen. 
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raumlichen Ausdehnung und der Starrheit des beschriebenen Objektes 
Gebrauch macht; selbst der letzte (unwesentlic he) Hinweis darauf, das 
i sighettestioment Q, erwies sich als iiberfliissig. Dagegen werden die 
kinematischen und dynamischen Ziige des Problems in ausreichender 
Volistandigkeit wiedergegeben. Deren Ubertragung in die Relativitats- 
mechanik steht aber auBer Frage, so daB es unndtig erscheint, ausfithr- 
licher auf sie einzugehen. Wir begniigen uns daher fiir den klassischen 
Teil mit einer skizzenhaften Aufzihlung der wesentlichen Schritte. 


I. Die klassische Formulierung erfolgt in einem Funktionenbereich, 


dessen kinematische Grundvariablen x‘, #; (i =0,...,3) durch Hinzu- 
nahme von sechs weiteren Grd8en 
Si, = — Sj; (2.9 a, $1 
vermehrt werden, welche die Klammerrelationen erfiillen?: 
[s;;5 Sin] = — Sin (7 = 1, 2, 3) , ESeucs Sos = Sino 
[s;; » Stn] 


]=0, wenn 1,7,/, verschiedenen oder paarweise gleich ; (5.1) 
[x', 5] =0, [Pi» Sin] = 0, (1,1,n =0,..., 3). 


Dieser Bereich bildet ein P-System. In dynamischer Hinsicht tritt an 
Stelle der Hamitton-Funktion (3.3) die Ruhmassefunktion 


| ee ay ae (6,— F =v) (6; —- i 9] ZF BD, Sin FM. (5.2) 


Dabei bezeichnet F’” in gewohnter Weise die kontravarianten Kompo- 
nenten des MAxwettschen Feldtensors (4.3); wahrend die Konstante f 
die dynamischen Wirkungen des Dralls vermittelt. Die Bewegungs- 
gleichungen lauten entsprechend (4.9), (4.10) 


So = 1H), Wa Wise, by, 54): (5.3) 


Aus (5.3) und (5.2) ergeben sich nach kurzer Rechnung die Bewegungs- 
gleichungen in der MinKowskischen Form (uw; ist die Vierergeschwin- 
digkeit) 


moe aD ae OF ak Oxi 2(2 snk) (@ =0, ...,3). (5.4) 


l,n 


1 Diese ergeben sich sofort, wenn man wieder die PK-Relationen der Funk- 

tionen 
S45 = $4 — GM} 
eines (fiktiven) kanonischen Variablensystems &;, m; (i =0,..., 3) bildet: 
[Si7> Stn] = Sin Bji + Sj18in + Snj Bilt SLi 8jn- 

Die Klammerbildungen (5.1) sind damit identisch. Daf eine derartige Epyeicrne 
des kinematischen Gré®enbereiches geeignet (und in gewisser Hinsicht zwingend) 
ist, den Spin relativistisch zu beschreiben, erkannte bereits FRENKEL: Z. caeive 


37, 243 (1926). “ 
31 
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Diese Gleichung laBt sofort den Zusammenhang zwischen der hier auf- 
tretenden Konstanten f und der Konstanten « erkennen, welche in der 
nichtrelativistischen Theorie die Proportionalitat zwischen Drehimpuls 
der Rotation und magnetischem Moment beschreibt 

t= e : (5.4’) 
Dabei ist m der Wert der Ruhmasse. Diese Beziehung bleibt auch in 
der Quantenmechanik richtig, nur ist dann unter m der Exgenwert (bzw. 
der Erwartungswert) der Ruhmasse zu verstehen. 

Die Hamitton-JAcoBi-Theorie lat sich schlieBlich wie in Analogie 
zur SchluBweise von Anhang 3 leicht zu zeigen ist!, auch in obigem 
P-System yollstandig durchfiihren. 

Die axiomatische Beschreibung der eben skizzierten Theorie ist so 
offensichtlich, daB es sich eriibrigt, naher auf sie einzugehen. 


2. Ringe mit der Klammerbildung (1), (11’) und (5.1) bilden nun den 
Gegenstand der nachsten Frage. Ausgehend vom freien Ring mit den 
nicht-kommutativen Erzeugenden x‘, #;, Si; sucht man wieder nach 
homomorphen Abbildungen, in denen die Klammerbildung widerspruchs- 
los erklarbar ist. Die Anwendung der SchluBweise von § 3,3, die auf 
den vorliegenden Fall wortlich tbertragen werden kann, liefert die 
Relationen 


(x*, #1) = (p;, pi) = (x', S)1) = (p;, S;1) =O); (p;, x’) = kdk 
(Siz, S;n) ‘= SR Sy (7 = 1, 2,3), Sioxseal =ks;, (5.5) 
(s; “ S},) =0, wenn 12,7,/, verschieden. 


Der hierdurch definierte Ring WG, besitzt den von x,;,~; erzeugten 
relativistischen HEISENBERG-Ring sowie den von s;; (7,7 =0, ..., 3) er- 
zeugten Ring ©, als Unterring. Es interessieren weiter Homomorphis- 
men von ®p mit Erhaltung der Klammerbildung. Zur Bestimmung 
der zugehérigen Ideale geniigt es wieder, sich auf den Ring Gp zu be- 
schrénken; dennn da ®p sich als HEISENBERG-Ring mit GS, als Koeffi- 
zientenbereich auffassen laBt, ergibt sich durch Anwendung der SchluB- 
weise von Anhang 1, dab die fraglichen Ideale in Gp durch Ideale von Ep 


1 Dazu geniigt der Hinweis, da®B obiges P-System. mindestens zwei ausgezeich- 
nete Funktionen besitzt; man bestatigt, daB 


28 2 2 2 2 2 
= Si2 + S13 + S23 — Sig — S30 — S39 
Se = S12 539 — $13 S29 + Sa Sto- 


solche sind. Die Beriicksichtigung der Tatsache, da8 sich das P-System iiberdies 
in ein kanonisches System von acht Variablenpaaren einbetten laBt, liefert dann 
ohne Schwierigkeit die erforderlichen Existenzsatze. 
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erzeugt werden. Wir denken uns endlich im folgenden den Homomor- 
phismus, der k auf eine imaginire Zahl (h/i) abbildet, bereits ausgefithrt. 

Es bleibt somit die Aufgabe, in S, Ideale zu bestimmen, die einen 
geeigneten Homomorphismus von Gp vermitteln. Dabei tritt hier eine 
eigentiimliche Schwierigkeit auf, die in den friiheren Fallen keine Paral- 
lele besitzt: Bisher waren ,,geeignete‘‘ Homomorphismen dadurch defi- 
niert, daB sie Abbildungen in einfache Ringe bewirkten. Dabei gingen 
wir gar nicht auf die Frage ein, ob bei derartigen Abbildungen nicht 
wesentliche Eigenschaften des urspriinglichen Ringes verloren gehen 
konnen. In der nicht-relativistischen Theorie bestand im Gegensatz zum 
vorliegenden Fall kein akuter AnlaB zu dieser Frage. Es handelt sich 
dabei um folgende zwei Eigenschaften: 

A. Der Ring €, gestattet, wie man aus (5.5) ersieht, nicht nur die 
eigentlichen LoRENTZ-Transformationen, sondern auch die Raumspiege- 
lungen, welche durch die Transformationen 


Sig > Si; (1,7 = 1, 2, 3), Sia a pe 10 (5.6) 


reprasentiert werden. 

B. Der in §1,3 erwahnte Antiautomorphismus des HEISENBERG- 
Ringes gilt auch in ®,. Bei ihm wird: 

1. Der Koérper der reellen Zahlen elementweise festgelassen. 

2. Jedem Element 7 ein Element f° zugeordnet, wobei 


1S ESE AE ER EM Se eT cr 
ise) Gee 15 Pi = bi. 
Wie man sieht, wird k in —k, d.h. nach obiger Verabredung 7 in —1z 
ubergefiihrt. 
Beide Eigenschaften A. und B. gehen bei Homomorphismen von Gz 
auf einfache Ringe verloren. Zum Beweis dieser Behauptung fihren 
wir in Sp (dessen Koeffizientenbereich ja der komplexe Zahlkérper ist) 


neue Erzeugende ein, die aus den s;; durch folgende Linearkombination 
hervorgehen : 


Sy = 4 (Ses + 4519), “1 = 4 (S23 — 4 S10) 
Sg = — $ (S13 — 4 S20); “2 = — 4 (S13 + 4 S20) (5.7) 
S3 = 4 (Sig +4 S30), S3 = $ (S12 — 4 S3q)- 


Wie man leicht nachrechnet, nehmen in ihnen die Relationen (5.5) die = 
Form an 


(s;, s;) = RS, (S;,5;) =F 1 (1,7,2 = zykl. Permutation von 123) 
(s;. ;) =0 (1,7 = 4, 2,3). 
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Dies sind aber die aus § 2,3 bekannten Relationen des Ringes S. Sp 
enthalt also zwei isomorphe Ringe G und & (hier als Ringe ohne Eins- 
element betrachtet), die von s; bzw. 5; (¢=1, 2,3) erzeugt werden und 
untereinander kommutieren. Wird nun Sp homomorph auf einen ein- 
fachen Bee Sp: pee abuse so miissen auch & und © auf einfache Unter- 
ringe G’ und &’ von Gp abgebildet werden. Dies erfordert aber, daB 
entweder G’ oder &’ gleich Null ist, denn anderenfalls erzeugten sie 
echte Ideale in Gp. Damit haben wir den 


Satz: Die einfachen homomorphen Bilder von Gz sind isomorph 
zu den einfachen Abbildungen von ©. 


Bei den Homomorphismen von G, auf einfache Ringe werden also 


entweder 
S;20O oder s;>0 


abgebildet. Andererseits fiihren aber sowohl die Transformationen (5.6) * 
als auch die Antiautomorphismen B, wie man aus (5.1) ersieht, s; in s; 
tiber. 

Damit ist klar, daB die einfachen homomorphen Bilder von Gp die 
Eigenschaften A und B des Ringes Gp nicht besitzen und daB anderer- 
seits die Erhaltung dieser Eigenschaften zur Aufgabe der Einfachheits- 
forderung zwingt. Es ist jedoch naheliegend, diese Forderung méglichst 
wenig zu lockern und solche homomorphen Abbildungen von Gp zu 
bestimmen, die nur zwei Ideale enthalten, welche sich bei den Trans- 
formationen (5.6) und den Antiautomorphismus 5 untereinander ver- 
tauschen. 

Wir wollen uns auch hier auf das fiir physikalische Zwecke wesent- 
lichste Beispiel eines solchen Homomorphismus von G,p beschranken. 
Er wird von dem Ideal Sp; vermittelt, das seinerseits z.B. aus dem 
Element 


R2 
2 
S33 eee 


erzeugt werden kann. Analog zu der in Anhang 4 demonstrierten SchluB- 
weise laBt sich wiederum leicht zeigen, daB der Restklassenring Sri= 
Sr/Sr,4 ein hyperkomplexes System ist, dessen Relationen mit der 
Substitution 


Ser Oats (5.8) 
die Form annehmen: 


05; jn + Fj n 04; =0 “Abe oj,=—1 (,7=4,2,3), 0%, =4 5 
' O55 Fin = — 9; n G=4, 2, 3) G50 %n = Gin ( 2 


* Aus (5.7) ist iibrigens zu ersehen, daB in Gp die Ersetzung i —i der Spies 
gelung (5.6) Aquivalent ist. 
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Der durch Sp, bestimmte Ring Gp, ; , 1st der kinematische GréBen- 
bereich zur relativistischen Beschreibung von Teilchen mit dem Spin 4/2. 


3. Der Dirac-Ring. Das hyperkomplexe System Sp, laBt sich nun 
nach Drrac auch als bestimmter Unterring eines anderen hyperkom- 


plexen Systems D kennzeichnen, das von vier GréBen y,; (i =0, ..., 3) 
erzeugt wird, welche die Relationen erfiillen 
¥e¥s Dis = 28:33. (7 =9,.-+, 3). (5.10) 


Dabei ist g;; durch (4.2) definiert. Betrachtet man namlich die Pro- 
dukte y; y; (¢ +7), so ist aus (5.10) zu ersehen, daB diese Produkte genau 
die Relationen (5.9) erfiillen, d.h. der von ihnen in D erzeugte Unterring 
ist zu Sp 4 isomorph. Wir identifizieren ihn einfach mit Sp ,, indem wir 


Oi5=Vi¥; (7) (5.11) 


setzen. Das hyperkomplexe System D kann also als eine bestimmte 
Erweiterung von Gp, betrachtet werden, durch die Gp, in ein ein- 
faches System (denn ® ist einfach) eingebettet wird. 

Da der Ring ©, , ein HEISENBERG-Ring mit Sp; als Koeffizienten- 
bereich ist, kann man schlieBlich auch einen Ring @p bilden, indem 
man 2 als Koeffizientenbereich fiir einen HEISENBERG-Ring verwendet. 
Gp Sa wir als DrrAc-Ring bezeichnen. Er enthalt den Ring Gp. 


4. Die Ubertragung in die Quantenmechanik bietet keine neuen Pro- 
bleme. Zunachst wird der DirAc-Ring in gewohnter Weise zu einem 
Potenzreihenring erweitert, der mit &) bezeichnet wird. Wie bereits 
erwahnt, geniigte zwar zur Beschreibung der mechanischen Eigenschaften 
von Teilchen mit dem Spin #/2 eine entsprechende Erweiterung von 
®py, aber da diese im Drrac-Ring enthalten ist, bedarf sie keiner 
besonderen Behandlung. Die Ruhmassefunktion des mechanischen Pro- 
blems lautet gemaB (5.2) unter Beriicksichtigung von (5.8) und (5.11) 


ne Selle fa)lo~ fo) 2 Dna. (5 
4,7 Ln 


Das Bewegungsgesetz nimmt die Form an 
W(t’) = eR We- R (5.13) 


wobei W ein beliebiges Element aus Bp ist. 
Die Bewertung der Elemente F =F (x', p;, y;) aus ®p erfolgt wieder 


durch Eigenwertprobleme 
Fo (x, ivi) = fp (%s Bi M4)» 
die sich mit Hilfe der Methode von § 1,5 in die SCHRODINGERsche Form 
bringen lassen: Hy abt: 
se ATO ; 5 
= (x#.bs3-7) p(x, i) = fy (x 5) Y;:) c 
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Die Funktionen py hangen dabei von x’ und y; ab. Es ist bekannt, dab 
Eigenwertprobleme in einem derartigen [durch (5.10) definierten] hyper- 
komplexen System Aquivalent sind mit. denjenigen der gewohnten 
Matrizendarstellung der Drrac-Theorie!. Es tritt hier nur insofern eine 
inhaltliche Anderung gegentiber der Dirac-Theorie ein, als der Grund- 
operator nicht die Energie sondern die Ruhmasse reprasentiert i dies 
wiirde indessen, ebenso wie in der Theorie ohne Spin, wesentliche Ande- 
rungen nur fiir den Fall eines diskreten Ruhmassenspektrums mit sich 
bringen. 


5. Physikalische Folgerungen. Die angegebene Darstellung der rela- 
tivistischen Spintheorie macht tiber die zu beschreibenden Teilchen vom 
Spin #/2 nur die Voraussetzung, daB sie eine elektrische Ladung e (die 
eventuell sogar Null sein kann) und ein magnetisches Moment besitzen, 
dessen Gr6Be iiber den Faktor f mit dem Spin in einer Weise gekoppelt 
ist, die aus (5.4’) zu ersehen ist. Im tibrigen sind aber e und # in ihren 
Werten prinzipiell frei wahlbar, d.h. sie sind phanomenologische Kon- 
stanten der Theorie. Von seiten der Mechanik kann grundsatzlich kein 
weiterer Aufschlu8 erwartet werden. 


Soweit man also die Méglichkeit von diskreten Spektren des Ruh- 
masseoperators (5.12) auBer acht laBt, so daB man die Ruhmasse eben- 
falls als phdnomenologische Konstante betrachten kann, scheint kein 
Grund vorzuliegen, die Giiltigkeit der Theorie von vornherein nur auf 
bestimmte Arten von Teilchen mit dem Spin /i/2 (wie z.B. Elektronen) 
zu beschranken. Abgesehen von der Ruhmasse wird dabei die Art der 
Teilchen durch die Werte von e und f charakterisiert. Die relativistische 
Quantenmechanik des Protons z.B. unterschiede sich von der des Elek- 
trons demnach nur dadurch, daB in dem zugehérigen Ruhmasseoperator 
die Konstante 6 einen anderen Wert hatte als im Fall des Elektrons?. 


Wie bereits oben erwahnt, laBt sich die Quantenmechanik eines 
Teilchens mit dem Spin h/2 eigentlich schon in einem Unterring des 
Dirac-Ringes formulieren, namlich in demjenigen,-der nur Produkte 
mit einer geraden Anzahl von y-Faktoren enthalt. Infolgedessen hat 
die Erweiterung zum Drrac-Ring bisher rein formal-mathematischen 
Charakter,; es ist nicht einmal zu ersehen, ob die dadurch eingefiihrten 


GréBen y; tiberhaupt als Reprasentanten irgendeiner physikalischen 
GréBe angesehen werden kénnen. 


1 Vgl. SoMMERFELD, A.: Atombau und Spektrallinien, 2. Aufl., Bd. II, 4. Kap. 
Braunschweig 1939. Die dort benutzten Reduktionsprozesse lassen sich algebraisch 
sehr durchsichtig als Uberginge zu minimalen Links- und Rechtsidealen kenn- 
zeichnen, 

* Eine analoge Erweiterung der Dirac-Gleichung fiir Teilchen mit beliebigem 


magnetischem Moment hat Pauttr (Handbuch der Physik, 2. Aufl., Bd. XXIV/1, 
Kap. 2) angegeben. 
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Diese Frage kann man indessen dadurch zu beantworten versuchen, 
2 Te ~ ACATI > ‘ > : 1 
daB man das Bewegungsgesetz der y; aufstellt und nach klassischen 
physikalischen GroBen fragt, die ein analoges Gesetz befolgen. Zunichst 
ergibt sich aus (5.12) und (5.13) die Gleichung 


dy; ee cB S*( 


at PY | 


l,n 


V1 Vn ’ Y;) Boe ) 


welche durch Anwendung der Relationen (5.10) umgeformt werden 
kann in 

dy; 22 Ne 
oS eet EE ay} 

ie ere Age © eaux "Yn 

l,n 

T 5 = j 1 
Unter Benutzung der Beziehung (4.10) entspricht den y; also eine klas- 
sische Gro8e mit den (kovarianten) Komponenten w;, die den Glei- 
chungen geniigen 
ed 5 


1 
ae ee: (5.13) 
k 


wobei 7 eine GréBe der Dimension: Masse/Ladung ist. Hier ist speziell 


Ae. (5.14) 


Zunachst scheint ein Vergleich von (5.13) mit der MINKOWSKI-Glei- 
chung (4.1) nahezulegen, w; die Bedeutung der Vierergeschwindigkeit 
zu geben. Dies ist jedoch nicht méglich, da die Vierergeschwindigkeit 
eines Teilchens mit magnetischem Moment Gl.-(5.4) befriedigt. Gl. (5.13) 
kann dagegen auch als ,,Bewegungsgleichung“ einer Viererstromdichte 
in einem auBeren Feld F;, aufgefaBt werden: Auf der rechten Seite von 
(5.13) steht die auf einen solchen Strom ausgeiibte Viererkraftdichte, 
die linke Seite gibt die dadurch bewirkte raum-zeitliche Anderung des 
Stromes wieder, wobei die Invariante 7 als Quotient aus einer mit dem 
Strom verkniipft gedachten Massen- und Ladungsdichte aufgefaBt wer- 
den kann Die Weltlinie, langs der differenziert wird, ist jeweils durch 
die lokale Stromrichtung definiert. 

Die GréBen y; kénnen also als Reprasentanten einer physikalischen 
GréBe, namlich eines Viererstromes aufgefaBt werden, bei welchem der 
Quotient aus einer mit ihm verkniipften Massen- und Ladungsdichte 
den konstanten Wert (5.14) hat. Dieser Strom ist wohl zu unterscheiden 
von demjenigen, der durch Teilchen mit der Masse m, der Ladung e und 
einem (beliebigen) magnetischen Moment dargestellt wird; bei diesem 
ist der Quotient aus Massen- und Ladungsdichte stets m/e. Infolgedessen 
kénnen diese beiden Stréme nur dann identifiziert werden, wenn 


p= = (5.15) 
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ist. Dieser Fall definiert aber gerade die Drracsche Theorie des Elektrons. 
In ihr 1ABt sich also den GrundgréBen y,; des Drrac-Ringes eine anschau- 
liche physikalische Bedeutung zuschreiben. Die DrrAc-Erweiterung 
kann somit physikalisch als Erweiterung des mechanischen GroBen- 
bereiches durch Einbeziehung einer elektrodynamischen GroBe (némlich 
des Stromes) interpretiert werden. In den bekannten Darstellungen der 
DrrAc-Theorie wird die Interpretation der y; als Stromkomponenten 
mit dem Hinweis auf einen Erhaltungssatz motiviert; dieses Verfahren 
ist jedoch weniger zwingend, da bekanntlich auch fiir den Konvektions- 
und Polarisationsanteil des Drrac-Stromes Erhaltungssatze geltent. 

Mit dem Wert (5.15) fiir 8 gestattet der Ruhmasseoperator im Drrac- 
Ring die bekannte Darstellung als Quadrat der GroBe 


R= od yb) — 2H) (5.16) 


Es ist klar, daB sich die Eigenwertprobleme statt mit R? auch mit R 
formulieren lassen und daB dadurch strukturell nichts Wesentliches ge- 
andert wird. Problematisch wird dagegen die phystkalische Interpretation 
der Eigenwerte, fiir die nun Vorzeichenfragen ins Spiel kommen, wie 
dies von den negativen Energiezustanden der Drracschen Theorie her 
bekannt ist. Die entwickelte Theorie, die auf der axiomatischen Ver- 
scharfung des Bourschen Korrespondenzprinzips fiir die Mechantk be- 
ruht, ist nicht imstande, dariiber Auskunft zu geben. Denn der unter 
dieses Korrespondenzprinzip fallende Gré8enbereich ist nur der Unter- 
ring ®,, des Drrac-Ringes, wahrend die Drirac-Erweiterung von 
diesem Standpunkt aus nur als eine mathematische ZweckmaBigkeit 
erscheint. Daran andert im Prinzip auch die Tatsache nichts, daB man 
den GrundgréBen y; des Drrac-Ringes eine physikalische Bedeutung 
zuschreiben kann. Daraus laBt sich lediglich der SchluB ziehen, daB man 
zwar der formalen DrrAc-Erweiterung in gewisser Hinsicht eine physi- 
kalische Bedeutung zuschreiben kann, daB aber die Frage nach physi- 
kalischen Bedingungen, die notwendig zur Dirac-Erweiterung fiihren, 
auch weiterhin ungeklart bleibt. Infolgedessen ist auch der physika- 
lische Sinn der Eigenwertprobleme der ,,linearisierten‘’ Operatoren im 
Dirac-Ring von der Mechanik aus nicht erkennbar. 

In diesem Zusammenhang sei noch darauf hingewiesen, daB sich im 
Gegensatz zu den Eigenwertproblemen, in den Bewegungsgleichungen 
die Ruhmassefunktion (5.12) wicht durch den linearen Operator (5.16) er- 
setzen 14Bt. Denn abgesehen davon, da® ein derartiges Vorgehen zu. 
recht bedenklichen physikalischen Konsequenzen fiihrte, wiirde es auch 
ganz wesentliche mathematische Strukturziige der Theorie in Mitleiden- 
schaft ziehen. Zunadchst wiirde man damit die kanonischen Gleichungen 


1 Vgl. Gorvon, W.: Z. Physik 50, 630 (1928). 
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in zwei unabhangige (nichtgekoppelte) Systeme spalten, ein Vorgang, der 
einmal die Integrationstheorie dieser Gleichungen inhaltlich illusorisch 
machte und zum anderen dem physikalischen Sinn eines kanonischen 
Gleichungssystems als Ausdruck der Grundeigenschaft der Mechanik, 
Bewegungsvorgange durch Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu 
beschreiben, véllig zuwider liefe. Auch das Argument, die Zerlegung 
von A? in zwei Faktoren (5.16) entspriche dem Ubergang von R? zur 
Wurzel (4.5), ist nicht stichhaltig und beriihrt nur eine allzu formale 
Seite des Problems; denn man iiberzeugt sich sofort, daB die strukturelle 
Funktion der Wurzel (4.5) in den kanonischen Gleichungen (4.4) wesent- 
lich in ihrer Eigenschaft gegeniiber der Differentiation liegt, durch welche 
gerade eine Kopplung, des kanonischen Gleichungss ystems bewirkt wird — 
diese Eigenschaft hat aber die ,,Wurzel‘ (5.16) keineswegs. 

Dies sind nur die augenfalligsten Argumente fiir unsere Behauptung, 
die im iibrigen ihre Richtigkeit besonders deutlich bei dem Versuch 
offenbaren wiirde, die ganze Theorie mit der Funktion (5.16) an Stelle 
von #? durchzufiihren. Es scheint jedoch unangebracht, diesen Versuch 
hier wirklich zu demonstrieren. 

Die hier entwickelte Theorie liefert auch keine ,,Zitterbewegung“ des 
Elektrons. Dies folgt (wie in § 2,2 bereits erwahnt) daraus, daB der 
Ubergang von dem invarianten kanonischen Gleichungssystem zu 
kanonischen Gleichungen der Form (4.7’) kein Homomorphismus mit 
Erhaltung der Klammerbildung ist. Infolgedessen ist er im quanten- 
mechanischen Oferatorenbereich gar nicht durchfiihrbar, sondern _héch- 
stens im Bereich der Erwartungswerte. In diesem macht sich die Zitter- 
bewegung jedoch nicht bemerkbar. 

Zum. SchluB sei noch einmal betont, daB die meisten hier ausgespro- 
chenen Folgerungen Konsequenzen der entwickelten Theorie sind, also 
letzten Endes nur in der Akzeptierung der eingangs angegebenen Ver- 
scharfung des Bourschen Korrespondenzprinzips ihre Rechtfertigung 
finden. 


Anhang. 

1. Zu -$§ Dyed: 

Ein PK-Ideal § ist dadurch definiert, daB fiir jedes f € Sq und jedes gC 
auch [f, g]€ & ist. Gleichwertig mit dieser Definition ist, wie man sofort sieht, 
die folgende: % ist dann, und nur dann, ein PK-Ideal, wenn fiir jedes g © § auch 

ele, wads 1h, gleey Ae 2, -.., BE 


Im HEISENBERG-Ring gilt nun 


og Sah a Fe 
(%81=—Fe [bi 8I=pa 


Die Bedingung fiir ein PK-Ideal lautet also einfach, daB mit jedem Element auch 
alle seine Ableitungen im Ideal liegen mussen. 
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In %y lassen sich alle Elemente eindeutig in die geordnete Form, die Normalform 


€ 


En phi in 
LEM he sgt 
Doe en nieetin 1 n Pi n 


bringen, wobei die Koeffizienten ¢,...n», Elemente aus dem Integritatsbereich 
R =K[k] sind. (K ist der reelle Zahlk6orper.) i 
® enthalt alle Konstanzelemente von 7,7, d.h. diejenigen Elemente aus jy, 
deren samtliche Ableitungen verschwinden?. 
Wir beweisen zunachst folgenden 


Hilfssatz: Ist f ein Element eines PK-Ideals Y, so liegen auch alle Koeffi- 
zienten Ge,...r, der Normalform von f in &. 


f sei in seine Normalform gebracht, die wir uns weiter nach homogenen Bestand- 


teilen /,, geordnet denken 
m 


f= De 1 Pes 
u=0 


Die f,, enthalten dabei nur Glieder der Dimension y. (Dimension = Summe aller 
Exponenten.) m sei die héchste vorkommende Dimension. Bezeichnen wir mit 


pl) r, die Differentialoperationen 
borate 
ot arm Ace em 
ESS Mg eS Parse é Sala ae) te Nn (+--+m=P), 
Ox, Ox” OPy Op, 
so gilt 
m) wy 
hel Bed kod hin = &! a En! ™! aS? Mn! Ca attg rset 
wahrend 
DOS iO eRe ee oot 


Da § ein PK-Ideal ist, liegen also auch alle Koeffizienten der Glieder m-ter Dimen- 
sion in §, und damit auch fm Wir bilden weiter 


m—1 
i ip vias 
“u=0 


das ebenfalls in ¥ liegt, und wiederholen den gleichen ProzefS mit den Operationen 
pie Ns Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ist der Beweis erbracht. 
Nun sei § ein PK-Ideal in §,. Wir bilden den Durchschnitt 


SOL=N, 


der also alle Konstanzelemente von 4 enthalt. %’ ist ein Ideal in §. @ ist aber ein 
kommutativer Polynomring in einer Unbestimmten k iiber dem K6rper K und 
damit Hauptidealring. 9’ 1laBt sich somit von einem Element o © RK erzeugen. Wir 
bilden weiter das von 9 erzeugte (zweiseitige) Ideal QQ in By. Dann gilt 


AG ae 


1 Vel. Facx, G.: Math. Ann. 124-482 (1952). Im vorliegenden Fall 148t sich 
die Behauptung auch direkt verifizieren. 


7" 
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3” ist seinerseits auch ein PK-Ideal, da es von einem Konstanzelement GES 
erzeugt wird [vgl. (III)]. Wir behaupten, da®B 
3”=3. 


| Sei namlich f ein beliebiges Element aus %, so legen nach obigem Hilfssatz 
auch alle Koeffizienten der Normalform von / in §.- Diese Koeffizienten sind aber 
Elemente aus § und gehéren somit dem Durchschnitt und deshalb auch 9” an. 
Folglich liegt auch f in 9’. Wir haben also den 


Satz: Jedes PK-Ideal in §,, wird von einem Element aus RK = K [k] erzeugt. 


he PO ES 


Der Beweis werde unter Einschlu8 des nicht-kommutativen Falles (HEISEN- 
BERG-Ring) gefiihrt. Es seien wieder 


. 11 = %3 Pg— %p3, usw. 


Wir betrachten die Automorphismen 


_-wobei € eine beliebige reelle Zahl sei. Da. 
oes): Se Bes pa: 


,,2,)=0, (h, Po] = Ps, (1, P3] = — Pe 


ist, folgt aus (1) durch Aufsummieren der entsprechenden Potenzreihen 


xa etn dy, peaetl-ty,. (1) 
. 
: 


| ‘ 

b>: 43 = %,cose+ #, Sine (2) 
KOU ee Ee See 

on ot eh wy sine + %, 0086 


bind eatSprocliend fiir p;. Die Transformation (1) stellt also im x-Raum eine Dre- 
ng um die %,-Achse mit dem Winkel e dar. (Ebenso im p-Raum eine cee 
a priori Ebenso vermitteln die samiugintiL ies appeal 


vs tic 


oa j eters] und — gh Vier ce . z 
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333 Zaegcomle 
Die Theorie der P-Systeme stammt von S. Liz, in dessen Terminologie sie 
Funktionengruppen genannt werden. Der Beweis der in § 3, 1 ausgesprochenen 
Behauptung erfordert lediglich, sich auf gewisse der Lieschen Ergebnisse zu stiitzen, 


die hier einfach referiert werden!. 
$$ sei ein P-System, das von den m Funktionen ky, ..., K,, gebildet wird. 


Dann sind alle PK 
[K;, Ky) =fij(G, ---» Km) (i,7=1,.-.,m) 


als Funktionen f;, der K,,..., K,, ausdriickbar. Ausgezeichnete Funktionen in 
sind solche, die mit allen Elementen von $$ in Involution liegen. Ist a die Anzahl 
dieser ausgezeichneten Funktionen (dies ist so zu verstehen, daB jede andere aus- 
gezeichnete Funktion sich als Funktion dieser a ausdriicken laBt), so hat man in 
den Zahlen m, der Ovdnung von 38, und a die einzigen invarianten Bestimmungs- 
stiicke von $$ in der Hand: Zwei P-Systeme von gleicher Ordnung m und mit — 
gleichem a sind ineinander transformierbar. Es gilt weiter stets die Relation i 


m=a+2r, (1) 


wobei v eine ganze Zahl oder Null ist. r=0 definiert die sog. Involutionssysteme. 
Es 14B8t sich jedes P-System in die kanonische Form 


Nias PA ae er ate, aoe 
mit den PK-Relationen “) 
[Xj Bel 08 ooh iP P0. why pM tyg cok a4 zat, 7) 
[Xe ill == 08 Pe Oy (tee dey) Lay Pa ra) 


bringen. Jedes P-System enthalt also ein maximales Involutionssystem von der 
Ordnung a+y7. 

Fiir das P-System in §3,4 (hier mit Qf bezeichnet) ist nun m=9. Damit muB 
nach (1) @ eine ungerade Zahl sein, und zwar entweder 1 oder 3; denn da die ¥;, p; 
ein kanonisches Teilsystem bilden, ist y >3. a=3 ist aber sees da sonst — 
alle s; ausgezeichnete Elemente von Qf sein miSten, was offensi obs i a 
Fall ist Also folgt endgiltig: re 


et? b/d + 


a au pe f 
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miBte auch Y% ein Involutionssystem der Ordnung 6 enthalten, was der vorher 
festgestellten Tatsache widerspricht, da8 a nur maximale Involutionssysteme der 
Ordnung 5 enthalt. Analoges gilt fiir die iibrigen Méglichkeiten. Also ist 


ya a — Sy “aor r=3. 


 enthalt also ebenfalls ein maximales Involutionssystem der Ordnung 5. Diese 
fiinf Elemente seien 
Onn ie gene 


Nun kann aber Y in die kanonische Form 
Beg koe est 


, 
| 
} 
-gebracht werden. Wendet man darauf eine kanonische Transformation an, die 
a in F;(t=1,...,4) tberfiihrt, so gehen die X; dabei in Funktionen G, iiber, 
und es pare 

[E, Gal=07, (Rs thee 4) 


eA CS IS, S- 
Das von dem Element 
g=sito (1) 
erzeugte Ideal nennen wir 3,. « sei dabei zunachst eine beliebige komplexe Zahl. 
Anwendung von Klammerungen mit den Erzeugenden s; von ©’ liefert 
. (s1,8) =0, (Sq. 8) = — (8,53 + $3 5,), (Sg» 8) =F (Sy Sg + Sp 5). 
Setzt man dies weiter fort, so findet man beispielsweise mit f= s,s, + s,s, 

(s1, f) = (sy 53 + $3 5), (Spf) =.— R (Sg Sa + Sp 53), (Ss, f) = 2h (s3 — Sj) - 
Nach endlich vielen Schritten liefert dieses Verfahren keine neuen Elemente mehr. 
_Zunachst sind also alle Ausdriicke der Form lt 
eens sits, (il),  S+a, (i=1,2,3) (2) 


Siobhan Venice Zuhilfenahme der Relationen (3.78) ‘von © erweist mit (2) _ 
schlieBlich, daB auch das Element _ 
Bek tienen, Fv . 
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wenn %, echtes Ideal in G’ sein soll. Das durch (2), (3) und (4) definierte Ideal 
ist 9). Der Restklassenring ©; = G’/3s hat also die Relationen (und wie man sich 
iiberzeugt, sind dies definierende Relationen von ©): 

Re ~~ jes 
$4 Sy + 515; =0 (i+ 1), i ar Wish 51 S253 t—- = 0, 


welche ihrerseits bekanntlich ein einfaches hyperkomplexes System definieren. 


Fir das der Arbeit entgegengebrachte Interesse und férdernde Kritik 
danke ich den Herren S. FLUGGE, H. MARSCHALL und K. REIDEMEISTER. 
Mein Dank gilt ferner der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die 
Gewahrung eines Forschungsstipendiums. 
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~ RL FOG 
—-= Py 
Lait 35458 

cs ge 1 :* <) a Way 3 

Sat Vie | hake habe Pe ait saan cLtesk b 7 esne bgt Derael red 7 
é ; Ai A», netshe ‘folbas ‘foal 
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Yang-Feldman-Formalismus 
und gebundene Zustiinde. 


Von 
WOLHART ZIMMERMANN. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 24, Marz 1953.) 


Am Modell unabhangiger Elektronen im zeitlich konstanten auBeren Feld werden 
durch die Existenz gebundener Zustinde bewirkte Modifikationen des YaNnc- 
FELDMAN-Formalismus untersucht. 


1. Einleitung. 

Dem YANG-FELDMAN-Formalismus! kommt im Rahmen der Me@LLER- 
schen? nichtlokalen Feldtheorie insofern eine prinzipielle Bedeutung zu, 
als mit seiner Hilfe erst die Quantisierung der nichtlokalen Feldgleichun- 
gen vollzogen wird. Ob diese Quantisierungsmethode auch gebundenen 
Problemen gerecht wird, ist eine bisher noch unbeantwortete Frage, zu 
deren Klarung diese Arbeit beitragen soll. 


An dem einfachen feldtheoretischen Modell unabhangiger Elektronen 
im zeitlich konstanten aduBeren Feld, das die Renormalisierungsschwie- 
rigkeiten vermeidet und doch das in diesem Zusammenhang Wesent- 
liche erkennen 1aBt, soll die Wirkungsweise des YANG-FELDMAN-Forma- 
lismus erlautert werden. 


Den Betrachtungen wird ein Orthogonalsystem von Energieeigen- 
vektoren zur quantisierten DrrAc-Gleichung (mit zeitunabhangigem 
auBeren Feld) zugrundegelegt, das in der tiblichen Weise aus einem voll- 
standigen Orthogonalsystem von Lésungen der unquantisierten D1Rac- 
Gleichung konstruiert ist (Abschnitt 1). Beziiglich dieses Orthogonal- 
systems werden in Abschnitt 2 die Matrixelemente des durch die Grund- 
gleichung des YANG-FELDMAN-Formalismus 


pls) = vale) tie fS@—x) A(x) p(x dx't (1) 


1 Yanc, C.N., u. D. FetpmMan: Phys. Rev. 79, 972 (1950). 
2 RayskI, J.: Phil. Mag. 42, 1289 (1951). — KrisTENSEN, P., u. C. M2LLER: _ 
Dan Mat. Fys. Medd. 27, Nr. 7 (1952). ee 
t 


+ Das Integralzeichen f ... di’ steht zur Abkiirzung fiir den ABELschen Grenz- 
t —co a 
wert lim f e%” ... dt’. 
“%—>+0 —co 
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definierten Operators pin (%) bestimmt. Die Eigenschaften von yj, (x) 
lassen sich dann an Hand der so erhaltenen Matrixdarstellung leicht 
ablesen. Als wichtigste Eigenschaft folgt, daB y;,(x) wohl erwartungs- 
gemaiB die wechselwirkungsfreien Vertauschungsrelationen erfiillt, daB 
aber die so gewonnene Darstellung der Vertauschungsrelationen bei 
Anwesenheit gebundener Zustaénde reduzibel ist. Und zwar entspricht 
jedem reinen gebundenen Zustand des Systems je ein irreduzibler Be- 
standteil von yi, (x). 

Einige weitere Folgerungen werden in Abschnitt 4 abgeleitet: Gl. (1) 
hat keine eindeutig bestimmte Lésung, da auch die homogene Integral- 
gleichung 


q(x) = ie f S(x — x!) A(x!) q(x’) dx’ (2) 


nicht verschwindende Lésungen besitzt?. Die durch Iteration gewonnene 
Lésung y,(x) von Gl. (1) hat andere Vertauschungsrelationen als p(x). 
Um den Feldoperator w(x) zu erhalten, muB y,(x) durch eine Loésung 
der homogenen Integralgleichung (2) erganzt werden. w(x) selbst kann 
nicht durch Iteration von Gl. (4) nach Potenzen der Kopplungskon- 
stanten entwickelt werden. In den bekannten S-Matrixbeziehungen 


yout (x) =— SPE reg) S 
pt (x) = Sixt (x) S 


sind bei Anwesenheit gebundener Zustande yj,(%), Wout (x), ... durch 
ihre Streuanteile ~, pin(x) p,,--. zu ersetzen. (pf, ist der Projektions- 
operator auf die Streuzustande.) 

In Analogie zu dem einfachen Modell — Elektronen im zeitunabhan- 
gigen auBeren Feld — wird man fiir nichtlokale Feldtheorien erwarten, 
da die Wechselwirkungsfelder und deren Vertauschungsrelationen 
durch die YANG-FELDMAN-Gleichungen alleine nicht eindeutig aus den 
einlaufenden Feldern hervorgehen, als Folge der Anwesenheit gebun- 
dener Zustande. 


2. Allgemeines. 


Die Beschreibung von Elektronen im auBeren Feld geschieht durch 
die Operatorgleichung 


Y gq —10A (x) + m)y(x) =0, 
[ 


ati oo 6) 
Yo = Vy pe A(x) =y,A,(*) (A(x) zeitunabhangig) 


* Auf diese Méglichkeit wurde Schon in der Arbeit von J. Raysxi [Acta 
physica Polonica I1, 109 (1951)] hingewiesen. 
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und die kanonischen Vertauschungsrelationen: 

{p (x), P(x')} = ys 0 (2" — %) 

W(x), P(e} = WX), Pe }=0 (= ?). 
Mittels der Grundgleichung des YANG-FELDMAN-Formalismus 

p(x) = pin(x) +e j S(% — x') A (x') p(x’) dx’, (1) 

die als Definitionsgleichung fiir y,,,() aufgefaBt werden soll, werden im 
nachsten Abschnitt die Matrixelemente von y;,(x) aus den Matrix- 
elementen von w(x) berechnet, um so direkt die Eigenschaften des 
Operators y;,(*) kennenzulernen. Der Rechnung ist ein bestimmtes 
Orthogonalsystem von Energieeigenvektoren zugrundegelegt, das nun 


konstruiert werden soll. 
Die unquantisierte Dirac-Gleichung 


(y Zo ted (x) + m)p(x) =0 (4) 


denke man sich durch ein vollstandiges, orthogonales und normiertes 
System {q,(x)} von Energieeigenfunktionen gelést: 


4 296) — Eg,(2), So (2) p,(2) 4% = 6,, baw. 5(u—9) . 
a > . 5 
Dot) e(x) = 0% — 3%) = 2). | 


Zu diesen Energieeigenfunktionen gehdrt ein Orthogonalsystem von 
Energieeigenvektoren des quantisierten Problems 


{QDOR OY. 
Q sei der Vakuumzustand mit 
yp (x) 2=0 t, 


aus dem sich die itibrigen Vektoren durch den Erzeugungsoperator w(x) 
herstellen lassen: 


D, = J B(x) yas(x) 422 
D,,», rag Dy. = as ve) Y (%) V4 V4 Py (%1) Py (%2) dx, d%tt 


D,, (A a ee Os, = ard 
= wipe W (%3) W (Xe) P (4) vi v4 v4 Pv (1) Py (%2) Pv (*3) dx x%3 dX Xo dx iy 


nO 


+ Da das auBere Feld zeitunabhangig angenommen wurde, ist es nicht not- 
wendig, Positronentheorie zu treiben. 
+t Zwischen Zustandsvektoren, die bis auf das Vorzeichen iibereinstimmen, soll 


nicht unterschieden werden. 
Bye 
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Es sei im folgenden stets angenommen, daB das Energiespektrum 
in einen diskreten und einen kontinuierlichen Teil zerfallt, Eigenfunk- 
tionen zu diskreten Energieeigenwerten entsprechen dann gebundenen 
Elektronen. Die Wellenfunktionen gebundener und gestreuter Elektro- 
nen sollen kiinftig durch gestrichene bzw. ungestrichene Indizes unter- 
schieden werden. 

Es ist zweckmabig, die Zustande des so konstruierten Systems nach 
Zahl und Art der gebundenen Elektronen zu klassifizieren: Mit dem 
Vakuumzustand sind alle Zusténde ohne gebundene Elektronen in dem 
Raum st, aller Streuzusténde zusammenzufassen. Entsprechend defi- 
nieren wir den Raum %t,(v’) aller Zustande, die ein einziges gebundenes 
Elektron der Wellenfunktion »,- (x) enthalten, ebenso den Raum %, (v1, 12) 
aller Zustande, die zwei gebundene Elektronen der Wellenfunktionen 
py (x) und ,,(x) enthalten, usw. Diese so erklarten Raéume sind wechsel- 
seitig orthogonal, geben eine direkte Summenzerlegung des Raums i 
aller Zustande 

R= R+ TRO) + DRO) + 


VY 


aad 


und werden durch folgende Systeme von Energieeigenvektoren auf- 
gespannt : 


Ri: (2, ODP 5 Siinl 
My (v’) : (DG De OF vee; a. .) 
vt, ("4 9) 3 (®,, v% D,. vey» Dy» eruwoas! 


Dem konstruierten Orthogonalsystem von Eigenvektoren der Ge- 
samtenergie entspricht durch das asymptotische Verhalten der Wellen- 
funktionen ein bestimmtes System von Eigenvektoren der wechsel- 
wirkungsfreien Energie. Um auch dieses System anzugeben, geht man 
am besten von der Gl. (1) entsprechenden unquantisierten Gleichung 
aus: 


ols) =99(2) +ie [Sie — 2) Aw) oley ae, (7) 


worin g(x) der wechselwirkungsfreien Dirac-Gleichung geniigt. Die 
Wellenfunktionen gebundener Elektronen geniigen der homogenen Form 
dieser Gleichung: 


gr (x) = ie [8 (~ — 2) A (x') py (x’) dx’, (8) 


wahrend bei Streuelektronen die Funktionen g(x) das asymptotische 
Verhalten der Wellenfunktionen., (x) fiir t+ — co wiedergeben. Ins- 
gesamt bilden die {p} (x)} ein vollstandiges, orthogonales und normiertes 
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System von Energieeigenfunktionen der wechselwirkungsfreien D1rrac- 
Gleichung: 3 ' 
ly eset m)q (x) =0, (9) 
Aus ihnen laBt sich nun das gewiinschte Orthogonalsystem 
(22°, Dy, Dev.» ++) 
von Energieeigenvektoren des quantisierten, wechselwirkungsfreien 
Problems herstellen: 
ae x) 29 = 0 
= JP (%) yags (2) dx 29 


(10) 
0,,=— 0, J B(x) B (ma) v2 yh (ma) ph (x9) dH, 2,2" | 


| 


Hierin geniigt yo(x) der wechselwirkungsfreien DirAc-Gleichung und 
den zugehérigen Vertauschungsrelationen. 


3. Bestimmung des Operators win (x). 


In diesem Abschnitt sollen zuerst die Matrixelemente von w(x) be- 
ziiglich des konstruierten Orthogonalsystems von Eigenvektoren der 
Gesamtenergie bestimmt werden. Die Matrixelemente von y;, (x) ergeben 
sich dann sofort aus der Definitionsgleichung (1). Ein Matrixelement 


der Form (Q, p(x) PD) 


verschwindet nur dann nicht, wenn ® ein Zustand mit einem Elektron 
ist, und zwar wird dann 


(2, p(x) D,) =q,(x%) bzw. (2, y(x) Dy) =qy (x). 
Das folgt aus Gl. (6) oder einfacher durch Entwicklung von w(x) nach 
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im Impulsraum. Entspre- 
chend verschwindet ein Ubergangselement 


(D,,p(x)D) bzw. (Dy, p(x) ®) 
nur dann nicht, wenn ® neben dem Elektron mit der Wellenfunktion g, (%) 
baw. 9,-(x) noch ein zusatzliches Elektron enthalt. Es ist dann z. B. 
(Dy > p(x) Dy ») = Py (x) ) (D, ’ p(x) D, y’) Se (x) . 
Allgemein ist ein Matrixelement (@, y(x) ®’) nur dann von Null ver- 
schieden, wenn M’ zu samtlichen Elektronen des Zustands ® noch genau 
ein zusatzliches Elektron enthalt. Das Matrixelement betragt dann ~ 
(©, pix) ®') = +9 (xf, , 
+ Die Reihenfolge taibe Indizes von ® und ® sei so Sau daB das Vorzeichén 
der rechten Seite stets positiv ist. 
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wenn g(x) die Wellenfunktion dieses zusatzlichen Elektrons ist. Damit 
sind alle Matrixelemente von w(x) bekannt. 
Der Vergleich der Integralgleichungen 


t 


p(x) = win(x) + ve f S(x — x’) A(x’) p(x’) dx’ (1) 
und 
p(x) = ole) + ie f Six — x) A(x) ple) dx’ (7) 


wird nun samtliche Matrixelemente von y;,(x) liefern. Aus 


(D, p(x) D’) = 0 
folgt nattirlich: 
(D, win(x) D’) = 0. 


Bei den nicht verschwindenden Matrixelementen von w(x) bestehen die 
beiden Moglichkeiten: Das zusatzliche Elektron des Zustands ®’ kann 
gestreut oder gebunden sein. Im ersten Fall folgt aus 


(®, w(x) DO’) =¢q, (x) 
als Matrixelement von yj, (x): 
(P, pin(x) OB’) = g? (x) 
wahrend im zweiten Fall 


(®, pin(x) D’) = 0 


folgt. Ein Matrixelement von y,,(x) kann also nur dann nicht ver- 
schwinden, wenn sich die Zustande ® und @ hinsichtlich der gebundenen 
Elektronen nicht unterscheiden. Das heiBt: 


Yin (x) ibs Win (x) ,+ 2 (sa (v’) Yin (x) Ps; (v’) + 
+, Pc (r M2) Yin (%") P,(r4, V9) + --- 


VMs 


(11) 


[b;, Ps(»’), ps (v1, 79), ... sind~die Projektionsoperatoren auf die Raume 
H,, H,(v’), -..]. Der Operator Win(x) ist also reduzibel, ferner sind TR, 
H,(v’), ... gegentiber y,,(«) invariante Teilriume (s. Fig. 1). 
Es sollen nun die Eigenschaften der einzelnen irreduziblen Bestand- 
teile bestimmt werden. Die unitire Abbildung 
Q>?, D, >, Dy Oe 


von #, auf R° fiihrt p, yi, (x) Ps M wo(*) tiber, denn es ist 
(D, yin x) D’) = (9, yo (x) D'°) 
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falls ® und WM’ Streuzustiinde sind. Es folgen also fiir p,yi,(x) p, die 
Vertauschungsrelationen 


{p, Yin (x) Ps ’ Ps Pin (x’) ps} = a 0) (a re, x) Ps : (12) 
Ebenso zeigt man durch die unitire Abbildung’ 
D,, >? Dd, yp >, D,, V4 %q > PD) 


kts 
von %,(»’) auf R° fiir £,(»’) pin (x) p,(v) die Vertauschungsrelationen: 


Ps") pin (x) Bs 0"), Ps (0") Pin (x) Pe (0’)} = ya 5 ( 


aa 


£2) f(y!) (13) 


I 


D, (129) G(13)|@(213)) 


t i 
@ | B(1) | B(2) 


ae 
ial 


Fig. 1. Schema der Matrixelemente von yjn(x): Am Kopf der Zeilen bzw. Spalten denke man sich der Reihe 

nach aufgetragen: Die Streuzustande ®s aus dem Raum Ms, die-ZuStande D,s(v’) aus dem Raum Ng(2’), 

die Zustande ®;(vj, v2) aus Ns(vj, v3), usw. Die Matrixelemente von yin(x) verschwinden dann auBerhalb 
der schraffierten Bereiche identisch. 


Ganz entsprechend lauten die Vertauschungsrelationen fiir die tibrigen 
irreduziblen Bestandteile von y;, (x) ft. 

_ Durch Multiplikation der Zerlegungen (11) von y,,(«) mit der ent- 
sprechenden Zerlegung von y;,(x’) erhalt man als Vertauschungsrela- 
tionen von yj, (x): ; 


{pin (2), Pin (2”)} = Ya 0 (¥” — %) (s+ 2X d.(y) + +++)= 4 6(%' — 2) (14) 


{Yin (*), Yin (X’)} = 0 = {Pin (*), Pin (*’)}- 
Da yin (x) nach Gl. (1) der wechselwirkungsfreien DrrAc-Gleichung ge- 
niigt, hat man in y;,(x%) also eine reduzible Darstellung der wechsel- 
wirkungsfreien Vertauschungsrelationen. Jedem reinen gebundenen 
Zustand entspricht genau ein irreduzibler Bestandteil von y,, (x). 
(Zustande, die nur gebundene Elektronen enthalten — das sind alle 


Ir bs Win (*) ps, --- sind irreduzibel, da yo(¥*), P(x) natiirlich selbst irreduzible 
Darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen geben. 
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Vektoren ®,,, mit nur gestrichenen Indizes und deren Linearkom- 
binationen —, werden als reine gebundene Zustande bezeichnet. Im 
Gegensatz hierzu die gemischten Zustande, z.B. ®,,,, die gebundene 
und Streuelektronen enthalten.)? 


4. Folgerungen. 

Aus den Eigenschaften von y;,(«) sollen nun einige Folgerungen ge- 
zogen werden. 

Es wird vielfach angenommen, daB die durch Iteration gewonnene 
Lésung w,(x) der Gl. (4) 
P, (%) = Win(x) ve f S(% — «A (x) pin(%’) dx + 

BT (15) 

+ (te)? fdx' fdx"S(x—x')A(x)S(x’—x")A (4") pin(x"") ++ 
mit dem Operator w(x) identisch sei. Da® dies jedoch nicht sein kann, 
sieht man schon daran, daB aus der Entwicklung (15) 


(2, y (4%) Py) =0 
folgt, im Gegensatz zu 


(2, yp (x) By) = gy (x). 


Doch gibt (Q, y,(«)®,) die Bornsche Entwicklung der Wellenfunktion 
p,(x). Allgemein stimmt das Matrixelement (Q, w,(x)®’) mit dem ent- 
sprechenden Matrixelement von p(x) iiberein, wenn sich ® und @’ hin- 
sichtlich gebundener Elektronen nicht unterscheiden. Es ist also: 


vi(*) = Pel) Ps + D Polo’) v(x) Bel") + 
+ D Psi 2) p(x) By (01 93) + oe 


VY 


(16) 


y,(x) hat die Vertauschungsrelationen 


(a (#), Pi (%')} = 2 Gy (2) Gy (*) = 74 8 (% — 2’) — DY G(x’) gy (x) (17) 
(t= ?’). 
Um den Operator w(x) zu erhalten, hat man zu 7, («) einen Operator w, (x) 
hinzuzufiigen, dessen Matrixelemente (®, w.(x)®’) verschwinden, wenn 
® und @’ dieselben gebundenen Elektronen enthalten, sonst aber mit — 
den entsprechenden Matrixelementen von w(x) tibereinstimmen: 
v(x) = a(x) + pol). 


* Eine Behandlung gemischter-Zustande in der Feldtheorie erfolgt in’ der 
(bisher unveréffentlichten) Dissertation von E. FREESE. i 
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w(x) gentigt der homogenen Integralgleichung 


und hat die Vertauschungsrelationen: 


f 


{2 (2), Ba (x")} = Dov (x) G(x). 


Da die homogene Integralgleichung also nicht verschwindende Lésungen 
besitzt, ist der Operator w(x) bei Vorgabe von y;,(x%) durch Gl. (1) noch 
nicht eindeutig festgelegt. 

Setzt man in der Entwicklung (15) statt y;,(%) eine irreduzible Dar- 
stellung der freien Vertauschungsrelationen ein, z.B. £, yin(x)p,, auf- 
gefaBt als im Raum ‘t, wirkender Operator, so erhalt man den allein 
im Raum der Streuzustande wirkenden Anteil £,y(x)p, des Feld- 
operators w(x). 

Komplhkationen dieser Art fiir den YANG-FELDMAN-Formalismus 
werden natiirlich vermieden, wenn man die Anfangswerte von w(x) 
nicht fiir = — co sondern zu einer endlichen Zeit t vorgibt. An die 
Stelle von Gl. (1) tritt dann: 


p(x) =y,(x)—te f Sk(x — x')A(x') p(x’) dx’ (18) 
mit 
. F Sete 2 ye wenn. Yt 
R(x ra x) = S ! , 
As —%*), wenmr—V<t. 


pr (x) = p(*), 
sonst gentigt y,(x) der wechselwirkungsfreien Drrac-Gleichung. ,(x) 
gibt eine irreduzible Darstellung der freien Vertauschungsrelationen. 
Die zu Gl.(48) gehérende homogene Integralgleichung hat nur die 
identisch verschwindende Lésung, p(x) ist also durch p,(x) und Gl. (18) 
eindeutig bestimmt und kann nach w,(x) entwickelt werden. Ferner 
gibt es eine unitére Transformation U(r, 1’), die p,(%) in y,(x) tiber- 


ae pels) =U (6,7) vole) Ue 2. i) 
Die Grenziiberginge t’->— oo und 1’->+ oo sind an dieser Beziehung 
problematisch. Die Matrixelemente 

(D, U(0, —c) po(x) U(—, 0) ®) 


verschwinden wegen der annullierenden Wirkung! von U(— oe, 0) auf 
gebundene Zustande nur dann nicht, wenn ® und @’ beide Streuzustande 


1 GrasER, V., u. W. ZIMMERMANN: Z. Physik 134, 346 (1952). 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. 32a 
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sind. Also ist 

p+oo(%) = U (0, — 09) Yo (x) U(— 00, 0) = P, Pin (*) Bs 
und entsprechend 

p—co(%) = U (0, +c) po(x) Ul+ 00, 0) = P. Yout (*) be: 


Fiihrt man in dieser Weise an Gl. (19) gleichzeitig die Grenziibergange 
t’—+>- co und t—>— oo aus, so erhalt man: 


Ps Wout (x) Ps a SH Ps Win (x) ps S 
Ps Pout (x) ps = St Ps Pin (*) Ps S 


Im Hinblick auf die nichtlokalen Feldtheorien sollte man nach diesen — 
Uberlegungen erwarten, daB die Definition der Feldoperatoren in der 
gegenwartigen Formulierung der MeLLerschen Theorie nicht eindeutig 
ist, da wegen der Moglichkeit gebundener Zustande die Grundgleichungen 
des YANG-FELDMAN-Formalismus keine eindeutige Lésung besitzen. Die — 
durch Iteration erhaltenen Lésungen der YANG-FELDMAN-Gleichungen | 
werden jedenfalls nicht die ,,richtigen‘‘ Feldoperatoren sein, da man 
schon bei dem einfachen Modell unabhangiger Elektronen im auBeren 
Feld auf diesem Wege im allgemeinen zu ungeeigneten Vertauschungs- 
relationen kommt. 


und ebenso: 


Herrn Prof. Dr. HEISENBERG und verschiedenen Mitarbeitern ‘des 3 
Instituts méchte ich fiir zahlreiche LESS a zu diesem Thema | herz~ 
lich danken. 


dab 2 ie ot 
Gottingen, Max Planck-Institut fiir SPT 


thy ssurbelongidl somtiesa: Liw lan tnow mb (x) ~sebiang 7 ROR | 

eteital: tia nad pares hs fry? honing ‘ i 

mY me Jeet qoutiislalergs tat meson ohuer todo id] Y tx i 1 
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, 
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Der Me8prozef. 
Von 
G. LupwIc. 


(Eingegangen am 31. Marz 1953.) 


Teil 1. Die haufige Vorstellung, daB der MeSprozeB in der Quantenmechanik un- 
trennbar verbunden sei mit der subjektiven Aufnahme des MeBergebnisses in das 
BewuB8tsein des Beobachters, scheint falsch zu sein. Der entscheidende Punkt 
einer jeden Messung mikroskopischer Objekte liegt darin, da® als Endergebnis 
im Makroskopischen ein thermodynamisch irreversibler ProzeB abgelaufen ist, 
dessen Endzustand das Ergebnis der Messung im Makroskopischen fixiert, unab- 
hangig von jeder weiteren Beobachtung durch ein Subjekt. Der Ergodensatz wird 
bewiesen. 
Teil 2. Der Ubergang von der Quantentheorie zur klassischen Physik wird durch- 
gefiihrt und benutzt, um den MeBSprozeB in seinem makroskopischen Endergebnis 
zu beschreiben und die Grundlagen der Thermodynamik herzuleiten. 


I. Tel. 


Die statischen Aussagen der Quantenmechanik folgen aus der Formel 
fiir den Erwartungswert einer Observablen A: 


Erw(A) = Spur (WA), 


wobei W ein positiv definitiver HERmitTEscher Operator ist!. W legt die 
jeweilige Statistik fest; es muB sich aus den vorher durchgefiihrten 
Messungen herleiten lassen®. 

Wir wollen zur rekursiven Festlegung von W einige Axiome tiber den 
Vorgang der Messung einfiihren. Eine ,,Eigenschaft‘‘ ist als Observable 
definiert, die nur die MeBwerte +1 und 0 haben kann (+1, wenn die 
Eigenschaft gemessen wird, 0 wenn das Gegenteil gemessen wird). Den 
Eigenschaften sind dann die Projektionsoperatoren zugeordnet*. Sind 
P und Q die Projektionsoperatoren zweier Eigenschaften, so soll P ge- 
nauer als Q heiBen, wenn PQ =P ist. Dann sind P und Q miteinander 
vertauschbar und damit kommensurabel (zusammen meBbar). 

4 —(Q ist die Verneinung der Eigenschaft Q. 

Den Begriff einer Idealmessung einer Eigenschaft Q legen wir durch 
folgende Axiome fest: Ist vor der Messung von Q die Erwartungswert- 


1 NEUMANN, J. v.: Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik. Berlin 
1932; im folgenden mit MGQ zitiert. 

2 Nach einer Vorlesung iiber Quantenmechanik vom Verfasser im Sommer- 
semester 1950 an der Freien Universitat Berlin gehalten; ahnliche Uberlegungen 
bei G. Lupers, Ann. Physik VI.F. 8, 322 (1951). 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. 33 


é = 
——- 


484 G. LuDwWIG: 


funktion Erw, (A) = Spur (W,A) und nach der Messung Erw, (4) = Spur 
(W,A), so soll gelten: 
I: Erw, (1 — Q) = 0. 


Dies besagt, da8 Erw, mit Sicherheit das Vorliegen von Q angibt, denn 
die Wahrscheinlichkeit (Erwartungswert einer Eigenschaft ist gleich ihrer 
Wahrscheinlichkeit!) der Verneinung von Q ist Null. I soll die experi- 
mentelle Tatsache ausdriicken, da8 jede unmittelbare Wiederholung einer 
Messung dasselbe Resultat wie die erste Messung liefert. 

II. Fir jedes P mit PQ=P soll 


Erw, (P) = Erw, (P) 


sein. Um diese Forderung II zu verstehen, wollen wir die Wahrschein- 
lichkeit einer Eigenschaft P mit PQ =P betrachten. Wiirde man vor 
der Messung von Q nach P fragen, so ist die Wahrscheinlichkeit Erw, (P). 
Hatte man P statt Q gemessen, so ware damit Q automatisch mit ge- 
messen, da, wenn P festgestellt ist, auch Q vorliegt. Wir wollen nun 
zam Ausdruck bringen, daB nur Q-und keine ,,genauere“‘ Eigenschaft P 
gemessen wurde. Wir werden deshalb versuchen, fiir je zwei B, P, 
(mit ) 0=P,, P,Q =P,) zu verlangen, daB 


Erw, (P,) : Erw,(P,) = Erw, (P,) : Erw, (P2) 


gilt. Da es auf einen Normierungsfaktor bei der Erwartungswertfunktion ° 
nicht ankommt! ist das gerade die Forderung II. Sie besagt also, daB 
die Relativwahrscheinlichkeiten aller genaueren Eigenschaften dieselben 
bleiben wie vor der Messung. 
Aus I, IT folgt? dann 
W,=0W, Q. 


III. Um W nun restlos festzulegen, fordern wir noch, daB vor jeder 
Messung W=1 zu setzen ist. W=1 legt dann die sog. Apriori- 
Wahrscheinlichkeiten fest. 

Es besteht der berechtigte Wunsch, den durch I bis III festgelegten 
MeBprozeB genauer zu verstehen. J. v. NEUMANN? zeigt, daB man den 
Vorgang der Messung als eine Kopplung des Objektes mit einer MeB- 
apparatur beschreiben kann und daB es gleichgiiltig ist, wohin man den 
,,schnitt™ zwischen Objekt und MeBapparatur legt. Auf jeden Fall aber 
ist es nach seiner Darstellung notwendig, zum SchluB die Axiome I bis 
III anzuwenden. Er schreibt?: »,DaB diese Grenze (zwischen Objekt 
und MeBapparatur) beliebig tief ins Innere des Kérpers des wirklichen 
Beobachters verschoben werden kann, ist der Inhalt des Prinzips vom 


Y Neumann, J. v.: MGQ. 
* Lupwic, G.: Grundlagen der Quantentheorie. Berlin (im Erscheinen). 
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psychophysikalischen Parallelismus — dies andert aber nichts daran, 
daB sie bei jeder Beschreibungsweise irgendwo gezogen werden muB, 
wenn dieselbe nicht leer laufen, d.h. wenn ein Vergleich mit der Erfah- 
rung moglich sein soll. Denn die Erfahrung macht nur Aussagen von 
diesem Typus: ein Beobachter hat eine bestimmte (subjektive) Wahr- 
nehmung gemacht, und nie eine solche: eine physikalische GréBe hat 
einen bestimmten Wert.‘ Damit ware, so meint J. v. NEUMANN weiter, 
gerechtfertigt, daB die Quantenmechanik zwei Prozesse des zeitlichen 
Ablaufes kennt: die Bewegungsgleichungen auf Grund des HaMILTon- 
Operators und den durch I bis III festgelegten MeBprozeB; denn einmal 
muB auf jeden Fall die Feststellung getroffen werden: und dies wurde 
im BewuBtsein des Beobachters festgestellt. Die Axiome I bis III wiirden 
also deshalb zur Quantentheorie hinzutreten, weil sie den physikalisch 
nicht zu reduzierenden Schnitt der Aufnahthe einer Messung in das 
BewuBtsein des Beobachters beschreiben. Uns scheint hier der Sach- 
verhalt etwas anders zu liegen. 

Die Merkwiirdigkeit des durch I bis III definierten MeBprozesses 
wird durch folgendes Beispiel deutlich: A sei ein Operator mit nur dis- 
kretem, nicht entartetem Spektrum, so daB mit den Eigenvektoren 9, 
und den P, als Projektionsoperatoren auf die durch die 9, aufge- 


spannten eindimensionalen Teilraume 


A =) 4,2, 


ist. Die Eigenschaften P, kénnen zusammen gemessen werden. Ist 
z.B. vor der Messung von A der statistische Operator W=P,, d.h. 
liegt vorher der Zustand y vor, so ist nach der Messung von A mit dem 
Ergebnis «,, d.h. nach der positiven Feststellung von Po? der statisti- 
sche Operator nach I bis III gleich W,= P,,- Der Zustand y ist durch 
die Messung in den Zustand 9, iibergefiihrt. Die Wahrscheinlichkeit fiir 
das Ergebnis «, ist w, =|(,,y)|?. Haben wir nun die Messung zwar ord- 
nungsgema48 durchgefiihrt, aber nicht hingesehen, welches der Systeme 
den Wert «,,%5,... hatte, so ist das also damit aquivalent, daB wir nach 
der Messung alle gemessenen Systeme unabhangig vom Ergebnis wieder 
durcheinander bringen, d.h. W= >) w, Py. als statistischen Operator! 


@ 
setzen. Ohne die von uns als Subjekt durchgefiihrte Aussonderung der 
verschiedenen MeBergebnisse wird schon allein durch den MeBprozeB P, 
in }}w, P, d.h. ein Zustand in ein Gemisch: iibergefiihrt. Dies kann 
Q 
Gare ich durch einen ProzeB der Form WU; P, U1, (im ScHRODINGER-Bild: 
Lésung von — a y,=Hy, mit dem Anfangswert y,=‘p) geschehen, da 
: 1 


1 NEUMANN, J.v.: MGQ. 
33° 
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hierdurch der Zustand y in den Zustand Uj‘y tibergefiihrt wird. Es 
stehen somit fiir die Zeitveranderlichkeit zwei Prozesse yp —> U;‘p und 
y > Li, E,., nebeneinander. Der erste ProzeS ist bekanntlich* rever- 


sipél: der ate, wie sofort ersichtlich, nicht. 

Die beiden Prozesse scheinen also so wesentlich verschieden zu sein, 
daB eine ,,Erklarung‘‘ des MeBprozesses auf Grund der Bewegungs- 
gleichungen unméglich scheint. Es ist aber zu bedenken, da es auch 
schon in der klassischen Mechanik beim Ubergang zu Systemen aus einer 
groBen Zahl von Teilchen méglich ist, unter gewissen Annahmen (Er- 
godensatz), das H-Theorem, d.h. den Entropiesatz, zu beweisen. Trotz 
der Reversibilitaét im ,,Kleinen‘‘ kénnen die Vorgange sich im ,,GroBen™ 
praktisch irreversibel verhalten. Die ganze Thermodynamik beruht durch 
ihren zweiten Hauptsatz auf dieser Tatsache. Es liegt daher die Ver- 
mutung nahe, daB der MeBprozeB nichts anderes ist als eine abgekiirzte 
Schreibweise fiir einen komplizierten, thermodynamisch irreversiblen 
ProzeB, der von dem ,,Objekt“ an der ,,makroskopischen“’ Apparatur 
ausgelost wurde. 

DaB die MeBapparatur makroskopische AusmaBe haben muB, ist 
sofort durch folgende Uberlegung ersichtlich: Der MeBprozeB besteht 
in einer Kopplung eines Systems I (Objekt) an ein System II (MeBappa- 
ratur). Durch Feststellung von Eigenschaften an II will man auf I 
zuriickschlieBen. Um aber an II Eigenschaften festzustellen, ist es not- 
wendig, da8 II makroskopische Dimensionen hat, da man sonst erst 
wieder einen weiteren MeBapparat brauchte, um II zu messen. 

Wir haben bisher immer das Wort MeBapparat benutzt. Wir sehen 
aber, da8 es im Prinzip nicht notwendig ist, da8 das makroskopische 
System gerade von einem Physiker zum Zweck einer Messung gebaut 
wurde. Es kann auch ein System sein, auf das ganz im natiirlichen 
Weltgeschehen das betrachtete mikroskopische Objekt einwirkt. 

Scheint aber nicht in dem so skizzierten Me8prozeB ein innerer 
Widerspruch zur Quantentheorie zu stecken ?. Wenn im Mikroskopischen 
gilt: Eine Eigenschaft ist nicht als wirklich, sondern nur als méglich 
anzusehen, und von mehreren Eigenschaften kénnen nur einige gleich- 
zeitig wirklich sein, so muB sich dies doch auch auf das Makroskopische 
tibertragen. Die obige Darstellung, da8 wir an einem makroskopischen 
Objekt die Eigenschaften ohne weiteren MeBapparat feststellen kénnen, 
kann also nicht richtig sein, niemals kann man aufhéren und sagen, daB 
jetzt eine bestimmte Eigenschaft vorliegt, wenn man nicht einmal die 
Kette der wiederholten Messungen von System I durch System II, von 
II durch III, von III durch IV usw. abschneidet, wobei man dann 
die Axiome I bis III als Symbol fiir eine im BewuBtsein des Beobachters 


1 Siehe FuBnote 2, S. 484, und NEuMANN, J.v.: MGQ, 
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festgestellte Tatsache aus der physikalischen Beschreibung anzusehen 
hat. Dieser Gedankengang sei an dem Beispiel der Beugung von Elek- 
tronen an einem Beugungsschirm verdeutlicht : 

System I sei also ein Elektron, das den Beugungsschirm passiert, 
System II eine Reihe von Zahlrohren mit Zahlwerken hinter dem 
Schirm. Natiirlicherweise wiirde man den Vorgang wie folgt beschreiben: 
I gerat mit II in Wechselwirkung, so da8 eines der Zahlrohre anspricht 
und das zugeh6rige Zahlwerk um eine Ziffer weiterlauft. Das Vorspringen 
eines der Zahlwerke ist also die nachher nur noch festzustellende Eigen- 
schaft von II. Dies scheint aber doch im Widerspruch damit zu stehen, 
daB das Elektron hinter dem Schirm keinen bestimmten Ort hat. Der 
Zustand » des Elektrons entspricht in der Ortsdarstellung einer Welle, 


die vor dem Schirm die Form e” ** entsprechend einem Impuls p des 
Elektrons hat und hinter dem Schirm interferiert. Die Annahme, daB 
das Elektron einen bestimmten Ort hinter dem Schirm hat, steht also 
im Widerspruch zur Versuchsanordnung. Der Zustand der MeBapparatur II 
sei y, so da8 fir I und II der Zustand py ist. Durch die Wechselwir- 
kung von I und II geht @ y in einen Zustand @ tiber. ® kann aber keine 
bestimmte Aussage machen, welches Zahlwerk weitergesprungen ist. 
Ebenso gut wie das Elektron keinen bestimmten Ort hat, kann also auch 
keines der Zahlwerke angesprochen haben, denn das wiirde einem be- 
stimmten Ort des Elektrons entsprechen. Erst im Moment des Beobach- 
tens der Zahlwerke ist eines als wirklich weitergertickt anzusehen. 
Sicher dagegen aber ist doch die Erfahrung, daB es gleichgiiltig ist, ob 
man das Zahlwerk ansieht oder nicht. Gerade auf dieser ,,objektiven“ 
Fixierung der Beobachtungsergebnisse unabhangig von dem Akt des 
Wahrnehmens beruht die allgemeine Verbindlichkeit physikalischer Aus- 
sagen. 

In einer drastischen Form ist dieser Einwand gegen die Quanten- 
theorie einmal von SCHRODINGER erhoben worden: In einem abgeschlosse- 
nen System, einem geschlossenen Kasten, befindet sich ein Uranatom 
in einem Zahlrohr, das beim Ansprechen einen Hebel auslést, der einen 
Behalter mit Cyanwasserstoff zerschlagt. AuBerdem sitzt in dem Kasten 
eine Katze. Frage, nachdem ein Tag vergangen ist: Ist die Katze tot 
oder nicht? Nach der Quantentheorie ware sie weder lebendig noch 
tot, erst nach dem Hineinschauen in den Kasten ist die as? wirklich 
tot oder lebendig, je nach der Beobachtung. 

Um den Vorgang der Messung naher zu analysieren, ist erst einmal 
die Frage zu beantworten, wie eine Wechselwirkung von I und IT aus- 
sehen muB, damit man sie als Beobachtung von I mit Hilfe des MeB- 
instrumentes II ansehen kann, d.h. damit erstens das System I aus 
einem Zustand vor der Messung in ein statistisches Gemisch der Form 
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Di Ey, in bezug auf die Observablen des Systems I tibergeht, und 
duh zweitens eine Beobachtung von II geniigt, um tiber I Aussagen 
machen zu kénnen. Dieses Problem mége nur kurz skizziert werden, 
da es schon geldst ist!: Es seien vor der Messung beide Systeme I und II 
in einem Zustand? y bzw. y, so daB der Zustand von I und II 9 y ist. 
Dieser wird so (in der interaction-representation) beschaffen sein, dab 
vor der Zeit des Beginns der Messung (z.B. wegen der relativ groBen 
Entfernung von I und II) der Operator U* auf y y wie der Einheitsopera- 
tor wirkt. Vom Beginn der Messung, etwa von ¢, an, andert sich Uf p 
zeitlich bis schlieBlich zu einer spateren Zeit t, die Systeme so weit von- 
einander entfernt sind, daB Upy wieder konstant bleibt. Durch die 
Wechselwirkung ist also py in Ufoy= Us U, py=U* (,,4)py (mit 
U* (ty, 4) = UX U,) tibergefiihrt worden. Es mége sich um eine Messung 
einer Observablen A, mit nicht entartetem, nur diskretem Spektrum 
handeln: A;= >) «, P,,. Ist speziell vor der Messung y = ¢,, so werden 
R 


wir also verlangen, daB auch nach der Messung der Zustand von I gleich 

gy, ist, da ja eine Messung von A; in einem Eigenzustand diesen nicht 

andern soll. Nach einem bekannten Satz+ muB also nach der Messung 

I+ II in einem Zustand g, y, sein, d.h. UW* (ty, t;)q@_ y= Mp Ye. Wegen 

der Normierung von y, y muB auch wy, normiert sein. Fiir ein beliebiges 

= 2 9,4, ist also mit O= U*(t,,4,)py:O= >) a,y, y,- Soll durch 
k 


diese Verkniipfung von I und II eine Messung von A, durchgefiihrt 

worden sein, so ist weiterhin zu verlangen, daB nach der Messung fiir das 

System I ein statistischer Operator der Form Wy,= >) |a,|? P,, vor- 
k 


liegt, denn man hat noch keine MeBskala an II ,,abgelesen“, so daB 
Wj) ein Gemisch der verschiedenen Zustainde gy, mit den Wahrschein- 
lichkeiten |a,|? fiir die einzelnen MeBwerte von A; sein mu8. Damit 
sich aber Wy, = 2 |a,|?P,, aus dem Zustand ©@ ergibt, miissen die ein- 


zelnen y, orthogonal aufeinander sein. Dann ist Wyy= > |a,|?P,,- 
k 


Py, ist eine Eigenschaft des Systems II. In I+ II ist ihr der Operator 
1x Py, zugeordnet. Nach einer Messung von 1 x P,, ist dann (nach 
Axiom III) der statistische Operator (1 x P,,) Po(4.x Py,) = |a|? Pa yp 
oder normiert P,,y,- Fiir P,,», liegt aber die Eigenschaft P,, x 1 
von I mit Sicherheit, genau wie 1 P,, von II vor. Es geniigt also 


eine Messung von P,, an II, wonach mit Sicherheit die Eigenschaft Ee 
von I feststeht. 


1 NEUMANN, J. v.: MGQ. 


* Der allgemeinere Fall eines statistischen Operators ist z.B. in dem unter 
FuBnote 2, S. 484 angegebenen Buch untersucht. 
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Nachdem wir uns so orientiert haben, wie etwa die Wechse lwirkung 
zwischen zwei Systemen auszusehen hat, damit wir von einer Messung 
von I durch IT reden kénnen, stellen sich uns vier Fragen: 

4. Wenn die Beobachtung von II durch ein System III geschieht, ist 
es dann gleichgiiltig, ob man I + II als Objekt und III als Me Bapparatur 
ae I als Objekt und II + III als MeBapparatur benutzt ? 

. Wie steht es bei der Messung einer Observablen mit kontinuier- 
oe Spektrum ? 

3. Wie steht es mit der Wechselwirkung bei den wirklich benutzten 
MeBapparaturen ? 

4. Inwiefern kann man bei einer makroskopischen Apparatur davon 
reden, daB das MeBergebnis an ihr fixiert ist ? 

Die Frage 1 ist bei J. v. NEUMANN! diskutiert. Die Diskussion der 
Fragen 2 und 3 moge hier unterdriickt werden; sie sind ausfithrlich be- 
schrieben in dem Buch des Verfassers?. 

Hier soll uns besonders die vierte Frage beschaftigen. 

Als erstes ist festzustellen, da8 die makroskopische Beobachtung 
keine Messung im Sinne der Forderungen an die Wechselwirkung 
zwischen Objekt und MeBapparatur wie fiir eine mikroskopische Messung 
darstellt. Vielmehr ist die Wechselwirkung des beobachteten makro- 
skopischen Objektes mit dem ,,Beobachter“ willkiirlich und mehr oder 
weniger durch die ,,natiirlichen‘‘ Umstande gegeben. Bei der letzten Ab- 
lesung einer Messung, d.h. bei der letzten makroskopischen Beobachtung 
(z.B. der Ablesung eines Zahlwerkes, der Beobachtung einer Photo- 
platte), wird schlieBlich keine groBe Apparatur konstruiert, sondern es 
wird in natiirlicher Umgebung eine fixierte Tatsache festgestellt. Wir 
sagen mit Recht eine ,,Tatsache“, da die Beobachtung dieser Tatsache 
unabhangig ist von der genauen Art ihrer Feststellung. Es wird makro- 
skopisch nur das beobachtet, was schon als solches feststeht. An einem 
Stiick Eisen z.B. beobachten wir makroskopisch seine Festigkeit, seine 
Lage, seine Ausdehnung usw., nicht aber die Ortskoordinaten aller Elek- 
tronen im Eisen oder die Impulse aller Atomkerne usw. Von allein, 
ohne eine Beobachtung, verhilt sich das Stiick Eisen schon so, da8 man 
ihm die obigen makroskopischen Eigenschaften zuschreiben kann, wih- 
rend die anderen Eigenschaften zu ihrer Feststellung eine enorm groBe 
MeBapparatur erfordern wiirden, die eine genaue Messung fiir eine im 
Sinne der obigen Darstellungen mikroskopische Messung durchfiihren 
miiBte. 

Die Tatsache, daB man makroskopische Eigenschaften den Dingen 
selber zuschreiben darf, muB sich in der Formulierung der Quanten- 
mechanik darin ausdriicken, daB der statistische Operator W eine solche 


1 NEUMANN, J. v.: MGQ. 
2 Lupwic, G.: Grundlagen der Quantentheorie. Siehe FuBnote 2, S.484. 
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Form hat, daB diese Eigenschaften so gut wie feststehen. Die makro- 
skopischen Eigenschaften kénnen nattirlich verschieden ausfallen (wie 
etwa die Lage des obenerwahnten Stiickes Eisen) und es kann sein, daB 
man auf Grund zu geringer Kenntnisse vor der Beobachtung die makro- 
skopischen Eigenschaften nicht genau angeben kann. Dann ist W dar- 
zustellen als Summe oder Integral 
W= > w,W,; w, > 0 

von statistischen Operatoren W,, die jeder einzeln die Tatsache wieder- 
geben miissen, daB die makroskopischen Eigenschaften praktisch fest- 
liegen (fiir verschiedene W, natiirlich mit etwas anderen Werten). So 
entsteht die erste Frage: Welches sind die W, fiir ein gegebenes System 
und wodurch sind die makroskopischen Eigenschaften zu beschreiben ? 

Fiir eine mikroskopische Messung ist es weiterhin wichtig, daB die 
makroskopischen MeBergebnisse fixiert, d.h. daB die Apparatur einem 
Gleichgewicht im thermodynamischen Sinne zustrebt, dessen Endform 
das MeBergebnis eingepragt ist. In diesem Sinne wollen wir davon 
reden, daB das mikroskopische Objekt durch die Wechselwirkung mit 
der MeBapparatur eine unverwischbare Spur in der makroskopischen 
Welt hinterlassen hat (man denke etwa an Zahlrohre und WILSON- 
Kammeraufnahmen). So entsteht die zweite Frage: Wie kommt es, daB 
ein System einem Gleichgewichtszustand zustrebt, obwohl die Bewe- 
gungsgesetze in ihrem Zeitablauf umkehrbar sind ? 

Wir wollen die zweite Frage zuerst behandeln, da ihre Beantwortung 
uns natirlicherweise auf die in der ersten Frage aufgeworfenen Probleme 
der Darstellung makroskopischer Eigenschaften im Bilde der Quanten- 
theorie fiihren wird. Die zweite Frage ist auch schon in der Partikel- 
mechanik als Ergodenproblem bekannt. Die Behauptung, daB ein Sy- 
stem einem Gleichgewichtszustand zustrebt, wird auch in der Quanten- 
theorie als Ergodensatz bezeichnet. 

W sei ein beliebiger statistischer Operator fiir das betrachtete makro- 
skopische System, so daB Sp(W) =1°und damit die durch W bestimmte 
Erwartungswertfunktion normiert ist. Der Erwartungswert einer Ob- 
servablen A soll in seiner Zeitabhangigkeit untersucht werden. Wir 
wollen annehmen, daB der Hamitton-Operator ein nur diskretes Spek- 
trum hat. Im Falle eines kontinuierlichen Spektrums kénnen wir kein 
Gleichgewicht erwarten, da es dann tiberhaupt keinen im SCHRODINGER- 
Bild zeitunabhingigen Zustand y gibt. Es kann zugelassen werden, 
da8 es neben dem diskreten auch noch ein kontinuierliches Spektrum 
gibt, was aber die gleich durchzufiihrenden Uberlegungen nicht andert. 
Im allgemeinen aber, wie etwa fiir ein in einen Kasten eingeschlossenes 
Gas, fiir ein Stiick Eisen usw., ist das Spektrum des HAMILTON-Opera- 
tors H diskret bis zu einer Grenzenergie, wo das System anfangt aus- 
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einanderzustreben, wie bei der Zersto6rung des Kastens durch den Druck 
des Gases bei zu hoher Temperatur oder wie bei der Verdampfung des 
Eisens ebenfalls bei hoher Temperatur in einem nicht abgeschlossenen 
Raum, so daB sich auBen der fiir das Gleichgewicht notwendige Dampf- 
druck nicht einstellen kann. 

Als weitere Voraussetzung wollen wir annehmen, da8 das Spektrum 
von H nicht entartet ist. Der zeitabhangige Erwartungswert lautet 
dann in der H-Darstellung: 


M,(A) = Sp(U, A US W) = Ye? 


exer 


(e—e’)t 


(e|A| e’)(e’|W].). 


Wir setzen ¢— e’—fo statt e’ als Summationsvariable: 


M,(A) = >) e?! > (e|A| e —ho)(e —how|W|e). (1) 
K6nnen wir erwarten, daB dieser Erwartungswert mit wachsendem ¢ 
gegen einen konstanten Wert strebt? Aus der Erfahrung (z.B. BRown- 
sche Bewegung) wissen wir, daB der zeitlich konstante Gleichgewichts- 
zustand, dem ein makroskopisches System zustrebt, immer noch sehr 
viele winzige kleine zeitliche Schwankungen zeigt. Wir kénnen also 
nicht eine exakte Limesgleichung M,(A);,,.—a erwarten. Die zeit- 
unabhangigen Glieder in M(A) haben die Form 


Ylel|Alo(e|Wl) =Sp(AW) mit W=YPWP. (2) 


Wir wollen zeigen, daB wenigstens im Mittel M,(A) gegen Sf(AW) 
strebt. Dazu untersuchen wir den zeitlichen Mittelwert: 


Ei Li 
pas | Mila) —SeaMia=zls [Deel a 0 
ws S o 

mit 


) fir w=0 
c(o)={s (c|Ale—ho)(e—ho|W\e) fir w+0, (4) 
wobei wir T—S->oo gehen lassen. Kénnen wir zeigen, daB dieser 
Mittelwert sehr klein wird, so bedeutet dies, daB gréBere zeitliche 
Schwankungen sehr selten sein miissen, so daB, falls M,(A) zur Zeit 
t=0 weit von Sp(A4 W) abweicht, sich aller Wahrscheinlichkeit nach 
M,(A) dem Werte Sp(AW) nahern wird. Es folgt aus Gl. (3) mit 


g(—w) =g(w): f 
Z= lim zts.f (M4) —SPAW)Pdt= 2 le@). 5) 


T—S—0o Car oe 
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Z kann also nur dann sehr klein werden, wenn alle | g(w)| klein sind. Ein 
groBer Wert fiir ein einziges | g(w)| wirde es verhindern, daB M,(A) auch 
nur annahernd einem Grenzwert zustrebt, wie wir weiter unten an einem 
Beispiel noch explizit zeigen werden. 

Bei der Abschatzung von Z lassen wir uns von dem leiten, was wir zu 
erreichen hoffen. Die GroBe Z hangt wesentlich von der absoluten 
GréBe von A ab, d.h. multipliziert man A mit einem Faktor A, so 
multipliziert sich Z mit /?. Als verniinftiges MaB fiir die ,,Gr6Be“ von 
A wollen wir den Erwartungswert von A? fiir den statistischen Operator W 


wahlen: M (A) = Sp(A?W) = > |(elAle’)P (e|W| e). (6) 


Wir hoffen also, Z< 6M (A?) mit 6<1 zeigen zu kénnen. Da S#(W) =1 
vorausgesetzt war, kann W ein nur diskretes Spektrum haben, denn W 
ist dann vollstetig!. Wir kénnen also W = >) w, P,, schreiben. 


Die entscheidende Voraussetzung, die wir jetzt einfiihren missen, 
ist das Nichtvorhandensein von ,,Resonanzfrequenzen‘‘ w; das soll 
heiBen: Eine bestimmte Frequenz f w = ¢— &’=+ 0 ist gerade nur durch 
diese eine einzige ,, fermdifferenz‘‘ ¢«—e’ herstellbar, oder anders aus- 
gedriickt: es gibt keine gleichen Termdifferenzen ¢— e’. Es ist allerdings 
nicht notwendig, dies fiir alle Differenzen «—e’ zu verlangen. Erstens 
sind einige ,,wenige“’ Ausnahmen (d.h. die Zahl der Resonanzen ¢— e’ 


iit Bj oe 


; fs < E, soll klein sein gegeniiber der Zahl der Eigenwerte ¢ 


mit £,< e< E,) erlaubt, wie sich der Leser leicht an Hand der folgenden 


Ableitungen klar machen kann. Zweitens braucht fiir ,,groBe“ Diffe- 
h 


renzen ¢—e’, d.h. fiir solche, fiir die die Zeit , in jeder makrosko- 


é=€ 
pischen Messung unter der Beobachtungsgenauigkeit liegt, nichts vor- 
ausgesetzt zu werden: 
Jede makroskopische Observable ist ein zeitlicher Mittelwert iiber 


: . : + (e—e’)t : . 
eine kleine Zeit r. Statt e@ “°’ (e|A|e’) wird man daher makroskopisch 
etwa (z.B. mit einer GAussschen Verteilung der Breite 7) 


3 = (S78 teh nat 
An= TE | « gh" el Ale’) dt! 


TT i 


—— a s,: 2 
—_¢ 40 eh 


(e—e')t y 
(e| Ale’) 

1 Wir zeigen erst, daB W3 (das existiert, da W => 0!) vollstetig ist. Sind die 
Matrixelemente von W2 gleich vy,» So folgt fiir die Matrixelemente von W: 
Wye= Uy y%yze und damit >) |v,,|2= Dv, ,%,), = ®y,= Sp(W) =1 also kon- 

ve vb 
vergent, so da W2 vollstetig ist. Da aus /, ~ f also W3 fn > W2 f folgt, so daraus 


durch nochmaliges Anwenden von W# erst recht W fu Wf, so daB auch W 
vollstetig ist. 
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h 


zu setzen haben, so daB fiir |e—e’|> — A,, praktisch Null ist. Ist in 


(3) aber (e|A|e’) gleich Null, so brauchen wir keine Annahmen iiber 
€—e«’ zu machen}, 

Die Differenzen ¢—e’ seien nun also alle voneinander verschieden, 
sobald sie einen Wert i/t unterschreiten. Man kann dann statt (4) 
schreiben : 


Ga fur as 0 
SL ay Gr gy a ete ae 
(e|A| e’) (e’| W| e) fiir ein einziges e—e’= ho. 


Wir wollen zuerst fiir einen Zustand W =P, die GréBe Z abschatzen. Es 


ist dann (e’| W! s) =(e’|y) (y|e) und somit 
Z= > |g)? < > [el Ale’) (ly) (ple) ?. 


Das Ungleichheitszeichen steht, weil wir eigentlich das Glied mit ¢= ¢’ 
hatten fortlassen miissen, wenn wir axakt Z erhalten wollten. Indem 
wir m= Max |(e]AJe’) (e’]y)| herausziehen, wird 


Zsmy |(elAle M1 lw)| lle) ?- 


Mit Hilfe der ScHwARzschen Ungleichung folgt: 
Z < mi l(elAle)P Ieyl Pi) [2 Kelly v) Ply eos 


Da z.B. > |(yle)|?=||y||?=1 ist, ergibt sich mit W,= > P,P, P,: 
: Z < m[Sp(A2W,) iF. ; 
Wir schreiben m= 6[Sp(A? W,)]?. Dann ist 
Z < 6[Sp(A?W,)). 


Es kommt also darauf an, zu erkennen, unter welchen Bedingungen 
fiir A die GréBe 6 sehr klein gegen 1 ist: 


52 — Max\(el Ale) |(el wi? 
Zier wer 


Sind é) und ¢, die Werte, fiir die m= |(e9| A] eo) (| )| ist, so folgt 


< | (E91 A] €9)|* : 
2 (€|A| &)/? 


Ist N, z.B. die Zahl derjenigen |(e | A| aif y fiir die 
4 |(eqlAle4)| > |(elAy| €6)| 2 = leo Al eo). 


1 Observablen, fiir die (e|A| e’) fiir groBe | e—e’| ungleich Null ist, sind also 
sicher keine makroskopischen Observablen. 
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so folgt 


Damit 6 <4 ist, miissen also die Zahlen N, sehr groB sein. Anschaulich 
kann man kurz sagen: Unter den Matrixelementen (e |A |e’) miissen im- 
mer sehr viele etwa gleiche GréSenordnung haben. Dies ware also eine 
Forderung an die Observablen, die wir spéter makroskopische Obser- 
vablen nennen wollen. 

Bevor wir die gefundenen Bedingungen in ihrer physikalischen Be- 
deutung weiter diskutieren, wollen wir ku1z zeigen, daB dann auch der 
allgemeinere Fall W= >'w, P,, eine geringe zeitliche Schwankung zeigt. 


Es ist W=>w,W,,. Dann wird mit M,(A)=)\v,M,(A),,t unter 


Benutzung der ScHwarzschen Ungleichung 


ih 
; 4 ; = 
Z= tim ats f [De (Mila, — Spal] 
Ss v 
r 
c 1 
< lim gig { Di™ Wld,) — SP(AW,,)P ttt 
Ss v 


< Dw, d-M(4), = 6M (A). 


Damit ist der Ergodensatz bewiesen, falls die Observable A und das 
Spektrum von H den obigen Bedingungen geniigen. Sind diese Bedin- 
gungen physikalisch sinnvoll und notwendig ? 


Als Beispiel dafiir, wo die Bedingung, daB die «—e’ verschieden 
sind, verletzt ist, wollen wir annehmen, daB alle ¢,=yve, sind. Dann 
hat M,(A) nach (1) die Form einer FourrIER-Reihe 


+00 
M,(A) = >) e#ot 5" (e, |Al e,_,) (|W ¢,), 
u=—CO v 
deren Amplituden fiir ~=+-0 nur dann (bei beliebigem W) sehr klein 


werden, wenn A praktisch nur Diagonalelemente hat, d.h. eine Funk- 
tion der Energie H ist. 


Ist die Bedingung fiir die Frequenzen hw = «—e’ erfiillt, aber z.B. 
(¢,|A|€2|=(e2|4|e,) =4 und alle anderen Matrixelemente gleich Null, 
so ist 


M,(A) = Realteil von [2¢'**(e, |W| e)] 


+ M,(A)y, gleich M,(4) fir W=BP,,. 
Ht (Lm, Xy)? = [2 wy (3 X,)P < [Zw] - [Dy X5). 
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nit hw =e,—¢e,. M,(A) schwankt also fiir alle Zeiten periodisch hin 
ind her. Fiir Z erhalt man nach (5): 


ind 
M (A) = (e,|W| €,) + (eg |W| e). 
ts braucht also wan durchaus nicht klein gegen 1 zu sein. 

Die erste Bedingung an die Frequenzen besagt physikalisch, daB 
lie Bewegung nicht periodisch sein darf, M,(A) darf nicht die Form 
iner FourtER-Reihe annehmen. Das ist sehr verniinftig, denn alle Gegen- 
eispiele gegen den Ergodensatz, wie z.B. die Bewegung von Teilchen 
hne Wechselwirkung in einem rechteckigen Kasten, verletzen diese Be- 
lingung. Die zweite Bedingung an die Observablen A besagt, daB es 
war prinzipiell méglich ist, sich solche Observablen und entsprechende 
MeBvorschriften auszudenken, daB der Erwartungswert einer solchen 


)bservablen genau mit einer der ,, Ubergangsfrequenzen‘‘ “1 — — des Sy- 


tems hin und her pendelt, daB wir aber annehmen ate daB eine 
olche genaue Unterscheidung verschiedener Energiewerte ¢ und Fre- 


(e—€’) 


juenzen ~~ nur mit Hilfe mikroskopischer MeBmethoden méglich 


st. Wir werden daher mit Recht erwarten, daB diejenigen Observablen, 
lie einer makroskopischen Beobachtung zuganglich sind, alle die obige 
‘orderung an A erfiillen. 

Es bleiben dann noch die Fragen offen: Inwiefern kénnen wir die 
nakroskopischen Eigenschaften dem System selbst zuschreiben und 
velche physikalische Bedeutung hat der Operator W= pa PY Pair 
len stabilen Gleichgewichtszustand ? 

Die Beantwortung dieser beiden Fragen soll in Teil II erfolgen. 


II. Teal. 

Die Antwort auf die erste Frage lauft darauf hinaus, zu zeigen, daB 
las Verhalten makroskopischer Systeme nur von den makroskopischen 
Sigenschaften abhangt, d.h. daB diese Eigenschaften eine klassische 
-hysik mit determiniertem Zeitablauf ergeben. Wir miissen also einen 
eeigneten Grenziibergang von der mikroskopischen Physik zur klassi- 
chen Physik finden, der uns allerdings durch den Ergodensatz nahe- 
relegt wird. 

Alle beschrankten Operatoren A, fiir die Sp(A*A) < oo ist bilden 
inen H1tBeRT-Raum q. Das erkennt man sofort, da A durch eine Reihe 
on Matrixelementen «,, mit >)|4,,|?=Sp(A*A) < co gegeben ist 


vp 
ind der HitperT-Raum dieser A mit dem Raum der Zahlenfolgen 
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identisch ist, wenn man noch das innere Produkt durch: 
(A, B) = Sp(A*B) (1) 


definiert. Der Erwartungswert einer Observablen A im Falle eines sta- 
tistischen Operators W ist dann 


M(A) =(W, A). (2) 


Da fiir einen Projektionsoperator E: Sp(E* E) = Sp (E) = Dimension des 
zu E gehérigen Projektionsraumes 8 ist, gehoren nur diejenigen Eigen- 
schaften dem Operatorenraum q an, deren zugeordnete Teilrdume eine 
endliche Dimension haben. 

Die Zeitveranderlichkeit (im HEISENBERG-Bild) ist durch einen uni- 
taren Operator J; in q gegeben: 


TA AA (3) 


Den Ergodensatz kénnen wir dann so formulieren, daB (W, T, A) = 
(7;* W, A) fiir eine Reihe von Observablen A mit gréBter Wahrschein- 
lichkeit einem Grenzwert (W, A) zustrebt. Als unitarer Operator ]aBt 
sich J; schreiben: 
+00 

deere etd Fi (4) 
wo die Spektralschar /,,, als Operatoren fiir die Elemente von q, durch 
eat Hg) é F,) 
; Fe yp Alp, (5) 


gegeben ist. F,, macht an der Stelle #=0 den Sprung: 
(fy — Fo) A = DPA P.. (6) 


Fur andere w ist der Sprung, falls die Voraussetzungen des Ergoden- 
satzes erfiillt sind, daB ein i mw =e—e’ sich durch keine weiteren Term- 
differenzen darstellen laBt,; (F,— F,,) A=P.AP, mit e—e'=ho nur 
sehr ,,gering“ im Vergleich zu der Summe (6), die fiir (Fy —F,-) A aus 
,vielen“ Summanden P, AP, besteht. W ergibt sich aus W durch 
W =(Fy—Fy)W. 

Die Darstellung der Observablen als (die ,,reellen‘’ = HERMITEschen) 
Elemente des HILBeRt-Raumes q steht in unmittelbarer Korrespondenz 
zum Partikelbild, wo die Observablen als Funktionen f(,, g;) im Phasen- 
raum Elemente eines HILBERT-Raumes 9% sind. Auch die Zeitverdnder- 
lichkeit ist durch eine unitére-Transformation V, gegeben!. Das Korre- 


1 Zum Beispiel Neumann, J.v.: Proc. Nat. Acad. U.S.A. 18, 70 (1932). 
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spondenzprinzip ist nichts anderes, als ein Strukturvergleich von 3t mit 
q. Der Ergodensatz im Partikelbild 1aBt sich jetzt sehr leicht formulieren : 


Wir vermuten, daB T 


: 1 | , lo 
tim ats [it %e)— U8) Pat =o 7) 


ist, wenn die Spektraloperatoren E,, von V,= f e'®'dE,, bis auf die Stelle 
@® = Ostetig sind und g* = (E, — E,_) g gesetzt wird. Wir kénnen i (d;, 9;) 
als Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum und g(,;,¢,) als Obser- 
vable ansehen; dann ist (/, V, g) der Erwartungswert von g,=V,g. Zum 
Beweis des Ergodensatzes betrachten wir den Operator UU, = V,— 
(E,— E,-), der eine iiberall stetige Spektraldarstellung E’, hat. Es ist 
(7,V.g)—(/,¢*) =(f, U,g). Dann ist mit (f, E’,g) =F(w) 
Tr +00 |2 


aos [| [ eetaFo)| dt=o (3) 


S  |—oo | 


lim 
T—S—-oco 


zu beweisen, wobei F(w) stetig ist. 
Mit w@—o’ = x ist 


Ve cae \2 +00 | +00 ee oe 
| i eotdF(w)| = ff e** f dF(w)dF(o— 2). 
i | 


Setzen wir G(x a8 F(w— x) dF (a), so ist G(x) stetig und 
| gaa Sod git Dusbgneow 
Easy oath yar f eas | 716) 
= aie - f alex 
2 ' 


Man wihle erst ¢ so klein, daB das erste Glied kleiner als 6, dann T—S 
so groB, daB auch das zweite Glied kleiner als 6 wird, womit (8) be- 
wiesen ist. 

Die Gegeniiberstellung von q und %t macht uns deutlich, wie sich die 
klassische Physik (wie Mechanik und Thermodynamik) aus der Quanten- 
theorie ergibt. Wir erkennen auch, worauf der Ergodensatz in der 
Quantentheorie beruht: Fiir gewisse Operatoren A als Elemente von 
g ist F,, bis auf den wesentlichen Sprung bei w =O so gut wie stetig: 
F,A 4ndert sich auBerhalb »=0 nur um viele sehr kleine Spriinge 
PAP,, die einen praktisch stetigen Verlauf von F,,A ergeben, wenn es 
viele Matrixelemente (¢|A|e’) gleicher GroBenordnung gibt. 
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Bevor wir nun versuchen, durch Mittelwertbildung von der Quanten- 
theorie zur klassischen Physik zu gelangen, miissen wir das Problem der 
unabhingigen Integrale oder unabhangigen Teilbewegungen eines physi- 
kalischen Systems klaren. Auch wenn in der klassischen Partikel- 
mechanik £,, nur fiir m = 0 unstetig ist, so ist der erreichte ,,Endzustand“, 
d.h. die Wahrscheinlichkeitsverteilung (Ej —E,-)f=/*, fir die (f, V; g) 
~= (f, g*) = (f*, g) t ist, nicht notwendig nur eine Funktion der Energie 
‘E=H(p;,9,). In dem zu E,—E,- gehérigen Projektionsraum liegen 
alle Funktionen F(E) =F (H(p;,q;)); er braucht aber nicht allein durch 
diese Funktionen aufgespannt zu werden. Dann muB es noch ein wei- 
teres ,,Integral‘‘ G(p;,q;) geben, das in diesem Projektionsraum liegt 
und keine Funktion von H (f,,q;) ist. Fiir alle Elemente f des Projek- 
tionsraumes ist V,/—=/, d. h. f zeitlich konstant. Wir wollen ein System 
im engeren Sinne ergodisch nennen, wenn es keine anderen ,,Integrale“‘ 
als die Funktionen der Energie besitzt. Der Endzustand, dem ein solches 
System zustrebt, ist dann also allein durch die Energie bestimmt. Exi- 
stiert noch ein weiteres Integral (d.h. ist das System nur im weiteren 
Sinne ergodisch), so zerfallt die Bewegung in unabhangige Teilbewegungen, 
je nach dem Wert des Integrals G. Was entspricht in der Quantentheorie 
diesen Begriffsbildungen? Sicherlich nicht nur die Entartung der mikro- 
skopischen Energiewerte: Denken wir uns z.B. zwei makroskopische 
Teilsysteme I und II, die ohne Wechselwirkung miteinander sind. Die 
Energieeigenwerte von I seien 7;, die von II 7;;, dann sind die von 
I+II gleich e=y;+y, d.h. alle méglichen Summen der 7; und 7. 
Es kann aber sein, daB alle diese ¢ verschieden sind. Trotzdem ist z.B. 
die Energie des Systems I (nicht nur die von I+ II) ein makroskopisch 
beobachtbares Integral der Bewegung. Auch wenn I+ II im weiteren 
Sinne ergodisch ist, d.h. einem Gleichgewichtszustand zustrebt, so ist 
dieser doch nicht allein durch die Energie von I + II, sondern auch noch 
durch die Einzelenergien von I und II zu charakterisieren. 


Hier hilft uns die Tatsache weiter, daB die Integrale AnlaB zu un- 
abhangigen Teilbewegungen sind. Wir glauben, die richtige Formulierung 
in folgendem zu sehen: 

Man betrachte alle Eigenfunktionen m, des Energieoperators, fiir die 
die Eigenwerte ¢, in ein Intervall F, bis E, fallen. Die Zahl dieser Eigen- 
funktionen sei sehr groB, was fiir jedes makroskopische System der 
Fall ist, wenn man £, —E, von makroskopischer Gré8enordnung wahlt. 
Kann man die ¢, dieses Intervalls so mit zwei Indizes umnumerieren: 
E9, So daB alle Differenzen ¢,,—¢,,, bei festemo,o’ fiir alle 0 gleich sind, 


t Das Zeichen ~— soll dabei andeuten, daB diese Konvergenz nicht als 
Operatorkonvergenz im H11BEeRrtT-Raum gilt, sondern als eine Konvergenz, die fiir 
alle makroskopischen Figenschaften erfiillt ist und den Ergodensatz (7) bzw. 
I (5) (Z+ 0) beschreibt. 
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so wollen wir sagen, daB die Energie nicht das ie unabhiangige 
Integral der Bewegung ist. Aus E90 — Ena’ = Ep'a — Ey folgt aber auch 


bg — Eg = &o0' — Ey’, Ah. daB die Differenzen Ry bei festem 


ao" Eq oO 


9,0’ unabhangig von o sind. Observablen A mit Matrizen (0 o|A| ‘et oo a= 


6,.(¢|A|o’) sind dann in ihrer zeitlichen Veranderlichkeit ¢ pn (Foo-*ee") 
anabhangiz von g. Wir kénnen daher folgende Konstruktion durch- 
fiihren: Den von deny, = =o (mit E, <e,<£,) aufgespannten Teilraum r 
kénnen wir formal als 8 x t Sao wenn wir in § eine Basis y,, in t 
eine y, wahlen und p,, = 7, y, setzen. Die Observablen, deren Operatoren 
allein in 8 oder allein in t wirken wie die oben angefiihrte Observable A 
sind dann in ihrem zeitlichen Ablauf unabhangig voneinander. Wir 
wollen weiter verlangen, wenn wir von makroskopisch unabhangiger Be- 
wegung sprechen, daB t und $ groéBenordnungsmaBig dieselbe Dimension 
haben (also z.B. r oder 3 nicht etwa von der Dimension 1 oder 2 sind). 

Man kénnte einwenden, daB unter den gemachten Voraussetzungen 
uber ¢,,, — €,,, das System nicht (im weiteren Sinne) ergodisch sein kénnte. 
Das ist nicht der Fall, denn ist z.B. die Dimension von 3 = Dimen- 
sion von t=N, so ist die Dimension von r gleich N? und die Zahl N der 
,,Resonanzfrequenzen“ e€,, — é, , klein gegen die Zahl N? der Eigenwerte e,, 
zwischen £, und £,. Das ergodische Verhalten des Systems wird aus 
dem folgenden noch deutlicher hervortreten. 

Obwohl wir nur voraussetzen, daB die Energieeigenwerte e,, aus 
einem makroskopischen Energieintervall die geforderte Eigenschaft ha- 
ben, wollen wir, um die Rechnungen nicht zu komplizieren, annehmen, 
daB der ganze HILBERT-Raum des Systems )=t x8 ist, so daB die 
Operatoren aus t und $ in ihrer zeitlichen Entwicklung unabhangig 
voneinander sind. Wir wahlen ein g, aus und setzen ¢,,—f, und 
Ena — 0 No» Genn dieser Wert 7, ist ja nach den Voraussetzungen 
liber die ¢,, unabhangig von o. Dann ist ¢,, = No Bo: Wenn wir in t 
einen HamiLton-Operator Ay= Dine? be madainy 3.8 = 2 BoPy ; de- 


finieren, so ist H=H,x1+1 x H, und die ESRD ELC der <eel 
ratoren aus t durch H;, aus $ durch H, gegeben. Die so durchgefiihrte 
Aufspaltung der Form §=t x und damit der Bewegung in die zwei 
Teilbewegungen in t und 8 besagt im allgemeinen nicht etwa, da® t (und 
damit auch 8) der HirBeRt-Raum fiir einen Teil der Korpuskeln ist, 
‘die das System zusammensetzen. Wir werden weiter unten sehen, daB 
die Anwendbarkeit der klassischen, makroskopischen Mechanik gerade 
darauf beruht, daB man gewisse ,,Koordinaten‘ (wenigstens annahernd) 
durch einen Raum t in der Form ) =t X 8 ,,abseparieren“ kann. 

Wir wollen nun annehmen, da8 § so weit als méglich in unabhangige 
Teilbewegungen §=tx3xXuX--- ities ist. Als ersten Schritt ver- 
suchen wir, in einem dieser Raume t,3,... durch eine Mittelung zu 
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einer klassischen Beschreibung zu gelangen, um dann nachtraglich die 
Zusammensetzung t X§ X U...... zu voliziehen. Betrachten wir deshalb 
den Raum t. Die Energieeigenwerte seien 7,. Mit E,,= $(%+ y,) und 
Rh Wy¢=N —No setzen wir 9(E,w)AEAw= Zahl der Punkte, d.h. der 
Paare (E39, ®,)q), mit BE <#,,<£ + + AE, o<o,,<w+Ao. e(E,q) ist 
also die mittlere Dichte der Wertepaare (E,,, @,,)- 

-Ist das System im engeren Sinne ergodisch, so ist @(£, w) = 
o(E)6()+t(E,w), wobei o(Z) und t(E,) stetig sind und 6(q@) die 
6-Funktion ist, entsprechend der Tatsache, daB es fiir den exakten Wert 
w@ = 0 eine gegeniiber 1 groBe Zahl o (E) AE von Paaren (E,, = ,, ®)» = 0) 
Mt i << Boa Abe tve. 

Es ist 0(E, —w) =0(E,@). o(E,«@) ist entscheidend fir das makro- 
skopische Verhalten des Systems. o(£,q) ist dabei nur fiir kleine || 
von Bedeutung, wie sich aus den Uberlegungen zur zeitlichen Mitteilung 
von I, S. 492 ergibt. 

Die Funktion 


P(E ait f o(E',0') dE’ do’ 


ist die Zahl der ,,Punkte“ (E,,,@,,) mit E,,S E,@,,<@. Im ergodi- 
schen Falle wachst P(E, @) stetig mit E und @ bis aut die Sprungstelle 


E 
w=0, wo P(E,0)—P(E,0-)= J o(E')dE’ ist. Im nicht ergodischen 


Falle kénnen noch weitere Sprungstellen w,(v=1,2,...) von P(E, @) 
vorhanden sein, d.h. weitere Singularitaten o, (E) 6(@ —,) von o(E, aw). 
Wir setzen im folgenden w)=0, dann durchlauft w, alle Sprungstellen 
von P(E,@). 

Als makroskopische Observalbe wollen wir eine solche bezeichnen, 
deren Matrix (7 |A| 7’) als Funktion von E = $(y +7’) und w = $(7 —7’) 
auBerhalb der Sprungstellen @, relativ ,,glatt“’ ist und fiir =a, als 
Funktion von E ebenfalls relativ glatt ist. An den Stellen w, darf also 
(y|A| ’) ganz andere Werte annehmen als fiir w-Werte in der Nahe von 
w,. Dieses ,,Glattsein ist dadurch definiert, daB man im folgenden 
Summen durch Integrale ersetzen darf. Einer makroskopischen Obser- 
vablen kénnen wir dann eine Funktion 


| FE, @) = (n|A|7’) (9) 
zuordnen. Es folgt F(E, —w) = F(E,@). Der Erwartungswert wird dann: 
(WA) = Sp(WA) = 21 (ny) 14) (re || my) 


ey EE, a 2 (ay |W] ny) s 


re 
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wobei sich >)’ tiber alle 7,,, mit 2E <7,+ Ny. <2(E+ AE) und 
ho <yn,— 7, <h(w+ Ao) erstreckt. Wir setzen 


>” (n.|W|n,) = w(E, ow) 0(E,w) AE Aw, 


vu 


so daB w(E,) ein Mittelwert von (7,|W|,,) im Intervall AE, Aq ist. 
Es ist wie oben fiir F(E,@) auch w(E,—@)=w(E,o). Dann wird: 


(W, A) = f w(E, ow) F(E,w) d P(E, a). (10) 


Hat (4 Aj’) nicht von vornherein die gewiinschte ,,glatte‘ Form, so 
k6nnen wir zu der Observablen A die Observable A,, definieren durch 


Y' (|Alny) = ff F(E,0) 4P E, 0) (114) 
vie > Aw 
und 
(7 |A,,! 7’) = F(E, @). (11b) 


Da Aw als Intervall um eine Sprungstelle w, beliebig klein gewahlt werden 
darf, ohne da nur noch sehr wenige E,,,,@,,, in dem Intervall AE Aw 
liegen, folgt, daB F(E,@,) ganz andere Werte haben kann als F(E, w) 
fiir w nahe bei w,. 

Den nach (11). gebildeten ,,Mittelwert“ A,, von A wollen wir den 
makroskopischen Mittelwert von A nennen. Falls F (E, ) fiir groBe || 
nicht verschwindet, so kann man dies durch zeitliche Mittelung (I, S. 492) 
erreichen. 

Alle so definierten makroskopischen Observablen kénnen wir also 
durch eine Funktion F(£,q@) charakterisieren, die fiir groBe Werte von 
|@| Null wird. Der Erwartungswert mit einer statistischen Dichtefunk- 
tion w(E,@) ist dann durch (10) gegeben: 


(w, F) = f w(E, ®) F(E,) dP(E,a). (11) 


Damit sind wir vom HiLrBERT-Raum q zu einem HILBERT-Raum 9 
iibergegangen, dessen Elemente Funktionen von E und sind, wobei 
das innere Produkt durch (11) definiert ist und die Erwartungswerte der 
,makroskopischen Observablen‘‘ in beiden Raumen q und q praktisch 
dieselben Werte liefern. Es bleibt noch die Zeitabhangigkeit der Ob- 
servablen von q nach 9 zu tibersetzen. Fiir die Spektralschar [7 der 
unitaren Zeittransformationen 7,= f ¢e'®'dF, ist in q nach (5): . 


(n,\E,A | Mu) 
Somit wird in @: 
F(E,o) fir oxo 
Ker Ee) sonst 


_f(midin) fr oso! 
sal sonst. 
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und damit die A,= f e'®'dF,, Ay zugeordnete Funktion 
-+oo 
Fie, Oe | Coal, tells) - 


F. ist in G ein Projektionsoperator mit den Sprungstellen w,, denn 


|, F\? =(F, FE, F) = f |F(E,o')2dP(E, 0’) 
und m 
(Fiz, wa Fy) F(E, «) rae F(E, Wy) 
mit , 
(Foy — Foy.) Fl? = f |F(E, o,)|?0,(E) dE. 


| 


Damit ist der Ergodensatz der Quantenmechanik in 9 formal mit dem 
der Partikelmechanik nach S.497 identisch. Er gilt, sobald /, nur die 
eine Sprungstelle m=O hat. Allgemeiner kann man sofort zeigen: 


i 


a & 
siege 5 { |@ 7) — (w, D) ef! (Fo, — FoF)" dt = 0. 
s 

Mit dem Ubergang von q zu q haben wir aber eine der klassischen 
ahnliche Beschreibungsweise gefunden. 

Die F(E, w) benehmen sich tatsachlich wie klassische GréBen: Es 
gibt solche statistischen Operatoren und zugehorige w(E, w), so daB die 
F(E,q@) zu allen Zeiten praktisch, d.h. makroskopisch, bekannt sind. 
Zum Beweis brauchen wir nur zu zeigen, daB die makroskopischen 
Observablen A alle vertauschbar sind. Dazu zeigen wir, daB alle makro- 
skopischen Observablen A praktisch Funktionen einer einzigen von ihnen 
sind. Wir greifen ein makroskopisches Energieintervall AE heraus, so 
daB fiir alle vorkommenden Frequenzen w (fiir die den A zugeordneten 
Funktionen F(E,@) +-0 sind) ha<AE ist. Alle Funktionen F(E, w) 
hangen innerhalb AE praktisch-nicht von E sondern nur von w ab. Somit 
sind innerhalb AE alle F(E,w) Funktionen einer von ihnen, q. e. d. 

Wir kénnen also sagen, daB in jedem Falle die makroskopischen 
Observablen bestimmte Werte haben, daB dem physikalischen System 
bestimmte Eigenschaften zukommen. Wenn w(E,«) nicht von der Form 
ist, da§ man fiir die makroskopischen Observablem. genaue Werte an- 
geben kann, d.h. da8 die Streuungen mit makroskopischer Genauigkeit 
verschwinden, so driickt dies nur aus, daB die an sich vorhandenen 
Eigenschaften nicht bekannt sind. Eine Messung der makroskopischen 
Observablen im Sinne einer mikroskopischen Messung nach I, S. 488, 
wo ein unitaérer Operator U(t,, ¢,) die notwendige Drehung der Zustande 
hervorruft, ist nicht notwendig, daw (E, w) schon ein Gemisch von solchen 
w(E,q@) ist, wo die makroskopischen Observablen nicht streuen, und 
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nicht erst durch Kopplung mit einem zweiten System in ein solches 
Gemisch gebracht zu werden braucht. 

Ist das System im engeren Sinne ergodisch, so strebt das System 
einem Gleichgewicht zu, daB durch ein allein von E abhangiges 
w(E, w) (w(E, w) = 0 fiir m + 0) zu beschreiben ist. Der makroskopischen 
Observablen Energie ist die Funktion F(E, 0) =E (F(E, w) =0 fiir w+ 0) 
zugeordnet. Der Endzustand ist also allein durch die Energie bestimmt. 
Dem System kommt dann eine bestimmte Energie E zu, durch die im 
Gleichgewicht alle anderen makroskopischen Eigenschaften bestimmt 
sind, indem man w (EF, 0) =gz(E) setzt, wo gz(F) nur fiir E nahe bei E 
ungleich Null ist. 

LaBt sich die Bewegung des Systems in unabhingige Teilbewegungen 
zerlegen, d.h. ist z.B. nach S. 499 6=tx8 mit H=H,x1+1~x4H,, 
so sind die Observablen in § durch Matrizen (7;,7;|A| 7,3) gegeben 
und damit makroskopisch durch Funktionen F(E;,,E,,@,,@,;). Der 
Gleichgewichtszustand, dem das System, wenn es im weiteren Sinne 
ergodisch ist, zustrebt, ist dann durch eine statistische Dichte 
w(E,,E,,0,0) (w(E;, E,,@4,@,)=0, wenn eines der w;,@,=-0 ist) 
bestimmt, die also nicht nur durch die Gesamtenergie FE = E,+ E, fest- 
gelegt ist. 

Die Anwendbarkeit der klassischen Mechanik beruht auf der Még- 
lichkeit, die Bewegung der Schwerpunktskoordinaten (oder noch wei- 
terer, wie z.B. der Winkelkoordinaten, die die Lage eines starren K6r- 
pers festlegen) abzuspalten als HILBERT-Raum t, wahrend § die inneren 
thermodynamischen Veranderungen der bewegten Kérper umfaBt. Die 
obige Mittelung beim Ubergang zur makroskopischen Beschreibung 
innerhalb ¢ muB dann zur Punktmechanik fiihren, wie aus der Tatsache 
folgt, daB die Erwartungswerte (10) den klassischen Gleichungen ge- 
nugen. 

Die in I aufgeworfene Frage, wie ein Zustand bei einer Messung in 
ein statistisches Gemisch iibergehen kann, obwohl sich die Bewegungs- 
gleichungen zeitlich umkehren lassen, konnte allein durch die Kopplung 
des MeBprozesses nicht befriedigend erklart werden: Wird das System I 
mit II gekoppelt, so kann man zwar verstehen, da die Verkiirzungt 
des statistischen Operators fiir I+ II auf I ein Gemisch ergibt, obwohl 
I-+II in einem Zustand ist. Um aber I+II selbst wieder in ein Ge- 
misch zu verwandeln, miiBte man erst wieder eine Messung an II (und 
damit an I+II) nach der Art vornehmen, wie sie axiomatisch im 

1 Neumann, J. v.: MGQ. Ist I bzw. II der Hirpert-Raum ); bzw. ;, mit 
dem vollstandigen normierten Orthogonalsystem y, bzw. y, zugeordnet und sei 


W der statistische Operator in $=, H;;, dann ist die Verkiirzung von W 
auf I definiert durch Wy 9,= LG, Xi Wpy, yn» also ein hermitescher Operator 
; @ be 


in §;. Wp ist der in I, S. 488 vorkommende Operator. 
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Axiom III postuliert wurde. Die Reihe der Messungen eines Systems I 
durch ein System II, von II durch ein System III, von III durch IV, 
usw. miiBte man zum Schlu8 doch durch die Axiome I bis ITI aus Teil I 
zum Abbrechen bringen, indem man die lakonische Feststellung trifft: 
am System Y wurde die Eigenschaft E gemessen, so daB der Zustand Ps 
vonI+II+----+Y durch E P, E zu ersetzen ist. Man kénnte so zu der 
Vermutung kommen, daB Axiom I bis III den physikalisch nicht zu redu- 
zierenden Schritt der Aufnahme einer Beobachtung in das BewuBtsein 
des Beobachters bedeutet. Tatsachlich aber ist dieser letzte Schritt fir 
den Ausgang aller physikalischen Experimente belanglos. Das Meb- 
ergebnis friiherer Experimente, aus denen auf nachfolgende geschlossen 
wird, ist langst im Makroskopischen fixiert. Jetzt haben wir die 
Méglichkeit, diese Tatsache zu verstehen: Den Ergodensatz kénnen wir 


formal so schreiben: Ut WU, ~> VY P.WP, (12) 
speziell fiir einen Zustand @: 


Po, ~> D) | (e|®y) |? P- (12b) 


(142b) stellt aber einen Ubergang eines Zustandes @, in ein statistisches 
Gemisch >? |(¢]@,)|?P. dar. Was bei mikroskopischen Systemen (auch 


praktisch) modglich ist, naémlich ihre Bewegung umzukehren, das laBt 
sich fiir ein makroskopisches System praktisch nicht mehr realisieren. 
Der Vorgang Pp,~> >) |(€|Dpo)|?P, ist ivreversibel. Prinzipiell ware es 


€ 


zwar denkbar, da8 man den Zustand @,, der fiir sehr groBe Zeiten ¢ 
makroskopisch mit }) |(¢|@®p)|?P. identifiziert werden darf, wieder in 


den Ausgangszustand @, zuriickbringt, aber nur mit einer Hyperappara- 
tur, die gestattet, das makroskopische System wie ein mikroskopisches 
zu untersuchen: Hat man etwa einen Kasten, der durch eine Scheide- 
wand mit einem Ventil in zwei Halften geteilt ist, und ist ® ein Zustand, 
wo sich nur in der einen Halfte ein Gas befindet, so-andert sich M bei 
Offnung des Ventils zur Zeit Null so, daB sich nachher ein Gleichgewicht 
einstellt, das absolut genau durch einen Zustand ®, gegeben ist, aber 
nach dem Ergodensatz praktisch durch das Gemisch >’ |(e|®,)|? P. dar- 


gestellt werden kann. Makroskopische Beobachtungen gestatten es 
nicht, diesen ProzeB riickwarts ablaufen zu lassen, wohl aber ist es prin- 
zipiell méglich, durch genaue mikroskopische Manipulationen an allen 
Molekiilen, einen Zustand T@, herzustellen, fiir den die Bewegung 
wieder riickwarts lauft. 

Die Gleichgewichtszustande eines nur im weiteren Sinne ergodischen 
Systems sind nicht allein durch die Energie bestimmt. Es gibt noch 
andere ,,Integrale“ der Bewegung (wie oben E, und E,) auBer der 
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Energie E. Gerade solche Systeme sind fiir die Durchfiithrung einer 
mikroskopischen Messung wesentlich: Jede MeSapparatur ist ein meta- 
stabiles System, d.h. ein solches, das sich in groBer Naherung in unab- 
hangige Teilbewegungen zerlegen laBt. Zum Beispiel: Ubersittigter 
Dampf in der Witson-Kammer, eine hohe Spannung im Zahlrohr, die 
thermodynamisch auch ohne Durchgang eines Teilchens immer wieder 
zu einem Ansprechen des Zahlrohres fiihren muB, da auch durch Warme- 
schwankungen Ionen entstehen kénnen. Jede MeBapparatur fiir mikro- 
skopische Messungen ist eigentlich instabil, d.h. in irgendeiner Zeit 
fiihrt der ProzeB (12a) sie in einen Gleichgewichtszustand. Diese Zeit 
ist aber unter den hergestellten Bedingungen so groB, daB sie gegeniiber 
der Zeit der Messung keine Rolle spielt: Es ist AuBerst unwahrscheinlich, 
da8 das Zahlrohr in der Zeit der Messung von allein anspricht. Die MeB- 
apparatur ist also ein System II, fiir das es zwei (manchmal auch mehr) 
makroskopisch zeitlich konstante Zustande gibt: den eigentlichen Gleich- 
gewichtszustand und einen metastabilen Gleichgewichtszustand. Zwi- 
schen dem Objekt I und der Apparatur II wird nun eine solche Wechsel- 
wirkung eingeschaltet, daB I+JII entweder sehr schnell nach (12a) 
dem Gleichgewichtszustand zustrebt oder weiter im metastabilen Gleich- 
gewicht bleibt, je nachdem ob I in einem bestimmten Zustand ¢ ist, 
(falls man z.B. P, messen will) oder nicht. So gelangt I+ II in einen 
makroskopischen Endzustand, in ein statistisches Gemisch. 

Die Kopplung von I+ II fiihrt dazu, da8 bestimmte mikroskopische 
Eigenschaften, mit bestimmten und zwar (das ist jetzt entscheidend) 
makroskopischen Eigenschaften des Endzustandes von I + II verkniipft 
sind. Wir diirfen jetzt auf Grund des Ergodensatzes die Uberlegungen 


in I, S. 488 fortsetzen: Der statistische Operator W von I+ II vor der 
Messung geht durch die Kopplung iiber in W (wenn wir die dortigen 
Uberlegungen auf den Fall verallgemeinern, daB II vor der Messung 
nicht in einem Zustand war; s. Anm. 2, S. 484) und auf Grund des Ergoden- 
satzes weiter in bezug auf die makroskopischen Observablen mit 
W~> > P.WP.=W in ein W, das einer statistischen Dichtefunktion 


der obigen Form w (E;,E,,0,0) (mit w(E;,E,,@,,@,) =0 fiir w, = 0 oder 
@,==0) aquivalent ist. Die mit den 9, gekoppelten Eigenschaften ae 
(bzw. P,,,in dem erwahnten allgemeinen Fall) sind jetzt makroskopische 
Eigenschaften, fiir die w(E;,,E;,0,0) die Wahrscheinlichkeit ihres Vor- 
handenseins angibt: w(E;,£;,0,0) kann nur ein Gemisch solcher 
@(E;,E;,0,0) sein, die eine eindeutige Antwort auf das Vorhandensein 
jedes der P,,, baw. P,, geben. I + II hat makroskopisch mit der Wahrschein- 
lichkeit (v,, Wo) eine der Eigenschaften P,, bzw. P,, angenommen, 
und damit jetzt auch I eine der Eigenschaften P,,, da die P,, mit den 
P,, bzw. P,, eindeutig gekoppelt sind. — 
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Die Axiome I bis III kénnen wir riickwarts also als eine abgekiirzte 
Formulierung eines makroskopischen, irreversiblen Prozesses auffassen, 
dessen Ergebnis die Axiome I bis III fixieren. Die Irreversibilitat des 
MeBprozessesist damit als eine thermodynamische Irreversibilitat erkannt. 

Zum Schlu8 modge kurz die bekannte Tatsache skizziert werden, daB 
der Operator W= >) P.WP, fiir den Gleichgewichtszustand im Falle 


eines im engeren Sinne ergodischen Systems die Thermodynamik der 
Gleichgewichtszustande liefert. W kann fiir makroskopische Zwecke 
durch eine mittlere Funktion 


w(E,w) = eC AE (13) 
0) UIE » Ci. S=lG) 


ersetzt werden, d.h. durch einen statistischen Operator >) w(e,0) P., 


wo w(e,0) die nach (13) gemittelten Werte von w, sind. Ist nun w(E,0) 
nicht nur fiir praktisch eine Energie E von Null verschieden, so haben 
wir ein makroskopisches Gemisch vor uns, herriihrend von dem anfangs 
vorhandenen statistischen Operator W. Die Breite von w(E,0) beruht 
auf einer makroskopischen Unkenntnis. Tatsachlich kommt dem Sy- 
stem irgendeine makroskopische Energie E zu, so daB wir weiterhin 
w(E,0) als eine Funktion ansehen wollen, die bei E —E ein scharfes 
Maximum hat, d.h. die Breite A E des Maximums ist sehr klein gegen E, 
was nicht besagt, da nicht doch sehr viele mikroskopische Eigenwerte « 
in das Intervall A E fallen; dies mu8 sogar der Fall sein, damit die Mittel- 
wertbildung (13) sinnvoll ist. 


Der entscheidende Punkt der ganzen Thermodynamik ist nun, daB 
E 


man w(E,0)=Ae © setzen darf!, wobei der Parameter @ die Stelle des 
us oP 
Maximums FE bestimmt; aber welches Maximum? denn Ae ® hat 


selber kein Maximum. Es kommt aber gar nicht so sehr auf w(E,0) 
selber an, sondern auf die Erwartungswerte 


(w, F) = f w(E, 0) F(E, 0) o(E) dE. (14) 


w (E,0)o(E) aber hat fiir alle praktisch vorkommenden Faille ein scharfes 
Maximum an einer durch @ bestimmten Stelle E. Dies beruht darauf, 
da8 o(E) eine sehr schnell mit E ansteigende Funktion ist, wie z.B. 


E 
aE™ fiir einen groBen Wert von N, wobei w(E,0)o(E)=Aae © EN 
ware mit dem Maximum EF = N @ von der Breite N! O, die fiir groBes N 


1 Neben vielen anderen Méglichkeiten, wie z.B. w(E, 0) =1 fir E< Fund =o 
fir E>E. 
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klein gegen EF ist. DaB o(E) so beschaffen ist, daBe © o(E) ein relativ 
scharfes Maximum hat, miiBte natiirlich im Einzelfall bewiesen werden. 
Ist dies aber erfiillt, so kénnen wir als statistischen Operator 


W 


| 


Seis ele a5 


ansetzen. Das Maximum FE muB wegen der Existenz des relativ scharfen 
Maximums praktisch gleich dem Erwartungswert U von H sein: 


se (16) 
Sp = 3] 


Dem System kommt makroskopisch also die Energie U, die sog. innere 
Energie, zu. @ ist der Parameter, der U bestimmt. Man definiert durch 


ee poet! nes 
” = sple e); Pear Gow So's | (17) 
die frere Energie F. Es ist dann also 
pagmre sl 
it é (1/0) (o)- uo 


Der Parameter 0, der den Gleichgewichtszustand festlegt, hat eine 
sehr anschauliche Bedeutung: Wir betrachten zwei Systeme S, und 
S,, die vorerst nicht in Wechselwirkung stehen, d.h. H =H, x 1+1 x H, 
im HILBerRT-Raum §=, x H,. Das Gesamtsystem S,+ S, ist dann 
nur im weiteren Sinne ergodisch, wie es unmittelbar auf Grund der Uber- 
legungen von S. 499 folgt. Der statistische Operator fiir S,+ S, sei 
Ay, Hy, H,x1 1x, 
W=Ae %& xe %& =A ia e, @; ) . Bringt man beide Systeme 
zur Beriihrung, d.h. schaltet man eine kleine Wechselwirkung V ein, so 
daB H=H,x1+1xH,+V wird, so mége das ganze System S,+ S, 
im engeren Sinne ergodisch werden. Dann geht W in ein W nach S. 493 
iiber, das allein von der Energie von S, + S, abhangt, die ziemlich genau 
die Summe U,+ U, ist; so ist auch fiir den Gleichgewichtszustand (W) 
bei kleiner Wechselwirkung V die Energie praktisch bekannt und damit 
fiir ein geeignetes O: Hx eaKn, 
W=B rae Cm 


Ist V klein, so kann man also 


_ H,xX1+1xHe 
ERTS a Hs 


eS 2 he ee ) ie) 
We a ee =i lve xe 


spit m2t00 
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schreiben. Der Ubergang WW bedeutet also fiir S, + S, eine Ande- 
rung, wenn nicht 0,=@,=0 ist. Das ist aber gerade das, was man be- 
obachtet: Im allgemeinen andern sich zwei Systeme, die man zur 
thermischen Beriihrung bringt: sie streben einem neuen Gleichgewichts- 
zustand zu. Wenn sie sich bei Beriihrung nicht andern, so defimiert man 
sie als gleich temperiert. Dann ist aber @,=@,. Wir kénnen also eine 
Temperatur durch @ einfiihren. 9 ist dann die absolute Temperatur. 
(@ ist hier im EnergiemaB gemessen mit der MaBeinheit von z. B. 1 erg; 
der Umrechnungsfaktor zwischen dieser und der tiblichen MaBeinheit 
von 1° ist die BottzMANNsche Konstante k. Fir die Temperatur T 
in Grad ist dann 0 =kT.) 

LaBt sich umgekehrt ein System S in S,+S, aufspalten, so daB 
wenigstens sehr angendhert H=H,x1+1%XH, ist, so folgt aus 

H 


W=Ae ® als Verjiingung z.B. fiir S,: 


Wan seer | (19) 
Hier aber brauchen wir nicht vorauszusetzen, daB S, ein makroskopisches 
System ist! Loést man also z.B. ein Molekiil (S,) aus einem Gas, so ist 
fiir dieses Molekiil der statistische Operator durch (19) gegeben, falls 
man nicht auf Grund anderer Messungen genauere Aussagen machen 
kann. Hieraus folgt z.B. das MAxweELtsche Geschwindigkeitsvertei- 


3 
lungsgesetz, wenn man mit H, = 3 », 8% nach der Wahrscheinlichkeit 


k=1 
fiir Impulswerte aus dem Intervall dp, dp, dp, fragt. 

Wichtig fiir die Thermodynamik sind die sog. quasistatischen Ver- 
anderungen eines Systems S,. Diese kénnen hervorgerufen werden 
erstens durch die thermische Beriithrung mit einem System S, oder 
aber zweitens durch Verdnderung auBerer Parameter, wie AuBerer 
Felder (Magnetfelder, elektrischer Felder) oder der au8eren Gestalt 
(Volumen) usw. 

Betrachten wir erst die zweite Art. Dann hangt der HAmILTon- 
Operator von diesen 4uBeren Parametern «, a), ...ab: H=H (a, aw, ...). 
Diese Parameter mégen sich nun zeitlich andern. Wir teilen die Zeit 
in Intervalle ...t,, t,44, t,49,.-., so daB sich die «;in einem Intervall, 
z. B. von t, bis t,,, nur um sehr kleine Stiicke da; geandert haben. Zur 
Zeit t,,, entspricht der statistische Operator W, = > w, P. dem Gleich- 


gewicht (e") sind die Eigenwerte von H zur Zeit i): Zur Zeit t.44 
entspricht er nicht mehr dem Gleichgewicht, da sich die Eigenwerte 
von H auf Grund der Anderung der «; ebenfalls gedindert haben. Ist 
das System ergodisch, so wird er dem neuen Gleichgewicht Wag = 
2 Figen W,, Paws zustreben. Dieses ist aber kein Gleichgewicht mehr 
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zur Zeit t,42- Wir sehen, wie sich der statistische Operator andert, wenn 
die Anderung der «; so langsam erfolgt, daB sich jeweils das Gleich- 
ei praktisch einstellen kann: Mit Hilfe der Stérungsrechnung 


{ 4a ti als Strung) kann man leicht sehen, daB W,,,= 
7 


> wv, oe + Glieder, die in den da; iatiadiatisclt sind. 
: Das bedeutet aber, daB bei Veranderung der «; 


- Wea") @ Paty...) 
‘ist, wobei die P.,,,.) die Projektionsoperatoren der Eigenraume von 
H (a, %,.-.) sind. Der poe ae I (ohne aren 


A (%, Ga,+++) an mais 
We, Shaper Peiay,...) 
andert sich also bei Anderung der «; um da, in: 


8 (ety; a5 .0%) wits 
W= a é ig Pelee dey, .s.)* » 


Dar mit Andert sich die innere Energie 17 um 


” Ut sateen ee ote 
ial! fesse 3 Bbdabiie 2. Zee on ddee 9 
ec SRG A ig elle oe a 


Rhine eingt herders Bees de Ticencme lia 


ee Storangstechmang aug 
Baines: “ or he gat bf 


re ist, ole 


pai 2 ey 
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Betrachten wir nun bei konstanten «; eine thermische Bertthrung 
des Systems S, mit einem zweiten S,, wobei die Anderungen an S, so 
langsam erfolgen mégen, daB S, praktisch immer im Gleichgewicht ist, 
so kann sich an dem Zustand von S, nichts andern als die GréBe des 
Parameters@, d.h. die Temperatur. Die Anderung dU von U bezeichnet 
man in diesem Falle als Warmezufuhr 6Q. Treten beide Anderungen 
zusammen auf, so ist mit (20), (24): 


dU =80 + DKidaj= 80 +94. (22) 


6A ist die von auBen geleistete Arbeit. (22) stellt den ersten Hauptsatz 
der Warmelehre dar. 


Definieren wir durch 
OF 


oe ta. 


die Entropie, so ist mit (18) 
U=— 6 =~ aa he OS+F, 
d.h. HH 


Daraus folgt mit (22): 


(pee rn ry opie erin Psy Hisih KC 
zs.) we aot 


ter den obigen fuer 
bid hat, ka man . 
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Also auch der zweite Hauptsatz ist eine Folge fiir ergodische Sy- 
steme. Damit ist die Thermodynamik der quasistationadren Vorgiange 
aus der Quantenmechanik begriindet. 

Wesentlich vielgestaltiger und damit nur fiir die Einzelfille durch- 
fiihrbar ist die Beschreibung des Ablaufs irreversibler Vorgange. Wir 
mussen deshalb hier darauf verzichten, diese genauer zu untersuchen. 
Sie sind zwar gerade fiir die Ausfiihrung einer mikroskopischen Messung 
wesentlich. Daf es metastabile makroskopische Zustainde geben kann, 
haben wir auf S. 499 und 505 gesehen. Als Beispiel wollen wir auf den 
ubersattigten Dampf in einer Witson-Kammer zuriickkommen. 

Eine gute Einsicht in die hier herrschenden Verhiltnisse verdanken 
wir der Keimbildungstheorie von VoLMER und R. BecKER!. Damit 
sich im iibersattigten Dampf die fliissige Phase ausbilden kann, miissen 
sich kleine Trépfchen bilden, die aber die Tendenz haben, schneller zu 
verdampfen als die fliissige Phase mit einer grofen Oberflache. Die 
Wahrscheinlichkeit, daB sich gréB8ere Tropfen bilden, an denen sich die 
Kondensation weiter fortsetzen kann, ist sehr gering, so daB es innerhalb 
der MeBzeit mit der W1tson-Kammer nicht geschieht. Wenn wir aber 
dieses System II in einen MeBprozeB mit einem mikroskopischen Sy- 
stem I koppeln, so ist fiir [+ II die Wahrscheinlichkeit fiir Trépfchen- 
bildung wesentlich gedndert, da bei Durchgang des Teilchen I durch die 
Witson-Kammer II sich Ionen bilden, die praktisch sofort zu Trépfchen 
fiihren. Jede Messung vollzieht sich prinzipiell genau so durch Aus- 
nutzung metastabiler Zustande. 

Eine eingehendere Diskussion tiber die an die Problematik des MeB- 
prozesses anschlieBenden philosophischen Fragen findet man in zwel 
Biichern des Verfassers?, die demnachst erscheinen werden. 


Anmerkung bei der Korrektur: Abhnliche Gedanken schon bei 
P. JorDAN, [Phil. of Sci. 16, 269 (1949)], was mir AOTC a vom 
Verfasser iiberreicht wurde. 


: Berlin-Dahlem, Institut fiir Theoretische Physik der Freien Uni- 
_ -versitat. 
1 VormER, M.: Kinetik der Phasenbildung. Dresden u. Leipzig 1939. — 


: BeEcKER, R., u. W. D6rine: Ann. Phys. (5) 24, 719 (1935). 
2 Zum Beispiel Lupwic, G.: Grundlagen der Quantentheorie. Berlin (im Er- 


_ scheinen). 
: 
: 
; 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 135, S. 512—515 (1953). 


Die Schwingungsfrequenzen im 
Grundzustand befindlicher Molekiile vom Typ XX. 


Von 
YATENDRA PAL VARSHNI. 


Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 22. Mai 1953.) 


Es wird eine Verbesserung der MatuyamMA-CLarK-Beziehung tiber den Zu- 
sammenhang der Schwingungsfrequenzen zweiatomiger Molekile vom Typ XX im 
Grundzustand mitgeteilt. Diese Beziehung lautet fiir die Zahlenwerte: log w,= 
g—hlogn?V. n ist dabei die Hauptquantenzahl der Valenzelektronen, V das Ioni- 
sierungspotential und g und # sind Konstante. Die lIonisierungspotentiale von 
Polonium (9,44 eV), Astatin (10,4 eV) und Francium (3,83 eV) werden berechnet. 


MatuyAma! wies auf einen linearen Zusammenhang zwischen dem 
Logarithmus der Schwingungsfrequenz zweiatomiger im Grundzustand 
befindlicher Molekiile vom Typ XX und dem Logarithmus des Atom- 
gewichts innerhalb einer Gruppe des periodischen Systems hin. In 
Gleichungsform: 

logw, + klog A = const. (4) 


k ist dabei eine Konstante ftir eine gegebene Gruppe. Es zeigte sich 
jedoch, daB in der dritten Periode — also bei Na,, Pz, S,, Cl, — starke 
Abweichungen auftraten. AuBerdem kann diese Gleichung fiir verschie- 
dene Isotope nicht gelten; denn fiir diese gilt wegen der konstanten 
Bindungskraft log w,-+ $log A=const, wahrend in (1). gewohnlich 
~1 ist. 

Die von CLARK? angegebene Verbesserung der obigen Gleichung 
lautet 


log w, = p — n log 2Z. (2) 


n und # sind Konstante und 2Z ist die gesamte Zahl der Hiillenelektronen 
beider Atome. Er zeigte, daB (2) besser als (1) den experimentellen 
Werten gerecht wurde. Die Abweichungen in der dritten Periode blieben 
jedoch bestehen. 

Eine ahnliche Beziehung gilt nun, wenn man an Stelle von 2Z das 
Quadrat der effektiven Ladung Z,, wie folgt einfiihrt: 


R-2? 


n2V 
n® : 


R 


V= 


Patt ae 


1 Matuyama, E.: Nature, Lond. 133, 567 (1934). 
* Doucras Crark, C. H.: Trans. Faraday Soc. 33, 1398 (1937). 
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V ist das Ionisierungspotential des Atoms, n die Hauptquantenzahl der 


: ‘ : 
Valenzelektronen und R die RYDBERG-Konstante. Die Beziehung lautet 
dann | 


log w, = g —hlog n?V. (3) 


g und / sind Konstante. In Fig.1 ist diese Abhangigkeit graphisch dar- 
gestellt. Zur Vermeidung von Uberschneidungen sind die Ordinaten 


44 16 18 20 22 24 
log n? V 


Fig. 1. Der Zusammenhang der numerischen Werte des Logarithmus der Schwingungsfrequenz we [cm-}] 

mit log »?V fiir im Grundzustand befindliche Molektile vom Typ XX (m = Hauptquantenzahl der Valenz- 

elektronen, V = Ionisierungsspannung des Atoms). Zur Vermeidung von Uberschneidungen sind fiir die 
Molekiile der IV. und V. Gruppe die log we-Werte um den Faktor 0,6 verkleineit worden. 


der vierten und fiinften Gruppe mit dem Faktor 0,6 multipliziert worden. 
Fiir die einzelnen Gruppen gelten die folgenden numerischen Beziehungen : 


I. Gruppe log w, = 4,0594 — 1,1265 log n? V 
IV. Gruppe log w, = 4,9401 — 1,0431 log n? V 
V. Gruppe log w, = 6,4827 — 1,7338 log n? V 


VI. und VII. Gruppe log w, = 5,2353 — 1,2015 log m2 V 


Die Ergebnisse sind in Tabelle 1 zusammengestellt. w, (3) wurde 
nach Gl. (3), @, (2) nach der Gleichung von MATUYAMA-CLARK (2) be- 
rechnet. Eingeklammerte Werte sind unsicher. Die Daten sind folgenden 
Werken entnommen: 1. HERZBERG, Molecular Spectra and Molecular 
Structure, Vol. 1, 2. HERZBERG, Atomic Spectra and Atomic Structure, 
3. RICHTMYER and KENNERD, Introduction to Modern Physics. 


Man entnimmt den Ergebnissen, daB die Abweichungen in der 
dritten Periode sehr vermindert wurden. Die berechneten Werte fiir 
Na,, S, und Cl, sind zufriedenstellend, die Fehler fiir Si, und P, jedoch 
noch groB. Dabei ist allerdings der beobachtete Wert fiir Si, unsicher. 
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Tabelle 1. 


n Haupt- Vv we (2) Beobachtet 
Gruppe Molekiil en [Volt] form] [em=*] fe ee 5 
I Ly BD 5,390 351,4 351,4 351,4 
Na, 3 5,138 147,9 136 159,2 
Ke 4 4,34 93,1 91,2 92,6 
Rb, 5 4,176 58,6 56,1 57:3 
Ca 6 3,893 42 42 42 
Fr, vf 30,1 
IV Cy 2 11,265 1641,3 — 1641,3 
Sh, 3 8,149 987 (750) 
Ge, 4 8,126 543 = 
Sn, 5 Fgoe 380 —— 
Pb, 6 7,415, 256:5taz 1, 256,5 
Vv N, 2) 15,545 2359,6. 2359,6 2359,6 
P, 3 10,977 |. 1057 1026 780,4 
As» 4 10,5 > |>«" 420.9 431,5 429,4 } 
Sb, 5 8,64 272,38 269,8 269,8 , 
Bi, 6 8,0 165,3 157,4 172,7 ‘ 
VI O, 2 13,615 1412 1580,4 1580,4 
Sy 33 10,357 739,3 — 799,8 725,7 
Sey 4 9,75 398,3 380,2 391,8 
Te, 5 9,007 "FY 256,3 251 251 . 
, Pog 6 156,3 ia 
VELy ihe neta Deg wah S59  -963,8 1080:c2c.af'-— (8G2)roria 
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_ bestimmen. Experimentelle Bestimmungen dieser Werte liegen eben- 
falls nicht vor. Sie sind jedoch von CLARK mittels einer anderen Methode 
berechnet worden. Die erhaltenen Werte stimmen fast mit den nach (2) 

_ fiir wm, berechneten tiberein. Setzen wir voraus, daB diese Werte den 

; richtigen sehr nahe kommen, kénnen wir damit die Ionisierungsspan- 
nungen dieser Elemente bestimmen. Die so berechneten Werte sind in 
Tabelle 2 aufgefiihrt. 


Herrn Dr. K. Mayumpar danke ich fiir sein Interesse an dieser Arbeit 
Herrn Dr. C. H. DouGras CLARK, University of Leeds, fiir mehrere Ab- 
drucke seiner ausgedehnten Arbeiten tiber die Konstanten von Banden- 
spektren. 
 Ubersetzt von Dipl.-Phys. Haws Scuurze, Gdttingen, I. Physikali- 
sches Institut der Universitat. 


Allahabad (India), University, Department of Physics. 
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Ein optisches Kalkspatinterferometer mit 
wellenlingenunabhangigem Intensitatsausgleich *. 
Von 
H. SCHOPPER. 

Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 23. Mai 1953.) 


Es wird eine Weiterbildung eines von R. FLEISCHMANN angegebenen Kalkspat- 
interferometers beschrieben, bei der die Anderungen des Polarisationszustandes des 
Lichtes im Gegensatz zu friiheren Anordnungen ohne Wellenlangenabhangigkeit 
ausgefiihrt werden kénnen (keine Verwendung von 4/2-Blattchen). Der fiir genaue 
Messungen unerlaBliche Intensitatsausgleich kann daher ohne weiteres fiir alle 
Wellenlangen durchgefiihrt werden. Um die Brauchbarkeit dieser Methode zu 
zeigen, wurde der Phasensprung bei Reflexion des Lichtes an einer Silber-Quarz- 
Flache in Abhangigkeit von der Wellenlange im sichtbaren Spektralbereich 
gemessen. 


1. Das Prinzip der Anordnung. 


Von R. FLEISCHMANN! wurde erstmalig darauf hingewiesen, daB es 
bei der Messung absoluter Lichtphasen an stark absorbierenden Stoffen 
notwendig ist, die zur Interferenz gelangenden Lichtbiindel auf gleiche 
Intensitat zu bringen ohne dabei ihre Phasen zu verandern (,,Inten- 
sitatsausgleich“’), wenn eine einigermaBen gute MeBgenauigkeit erreicht 
werden soll. Es wurden mehrere Apparaturen mit Intensitatsausgleich! 2 
beschrieben und angewendet. Allen diesen Verfahren ist der Nachteil 
gemeinsam, daB sie A/2-Blattchen oder ahnliche den Polarisationszustand 
des Lichtes andernde Bausteine enthalten, die nur fiir eine Wellenlange 
passen. Die dabei erzeugte relative Phasenverschiebung ist proportional 
zur Wellenlange*. Durch diese starke Wellenlangenabhangigkeit wird 
es erforderlich, fiir jede Wellenliange einen genau passenden Satz von 
4/2-Blattchen zu verwenden. Paris‘ konnte dies vermeiden und zeigte, 
daB die Dreifachspaltmethode auch mit einem einzigen Satz von Glim- 
merblattchen fiir verschiedene Wellenlangen verwendbar ist, doch muB 
zur Elimination des dabei auftretenden Korrekturgliedes eine zusitz- 
liche Messung ausgefiihrt werden. Es erschien daher wiinschenswert, ein 


* Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. R. FLEISCHMANN, zum 50. Geburtstag. 

? FLEISCHMANN, R.: Z, Physik 129, 275 (1951). 

2 FLEISCHMANN, R., u. H. ScHOPPER: Z. Physik 130, 304 (1951). — FLEiscu- 
MANN, R., u. H. ScHoppER: Z. Physik 131, 225 (1952). : 

* Die durch die Dispersion erzeugte Wellenlangenabhangigkeit ist dagegen im 
allgemeinen sehr klein und kann unberiicksichtigt bleiben. 

4 Paris, D.: Diplomarbeit Hamburg 1953. 
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MeBverfahren zu besitzen, das ohne weiteres fiir verschiedene Wellenlingen 
verwendet werden kann. 


Das Prinzip einer PhasenmeBapparatur, die nur aus wellenlangen- 
unabhdngigen optischen Tetlen (d.h. ihre Wirkungsweise ist nicht pro- 
portional zur Wellenlange) besteht, ist in Fig. 1 schematisch dargestellt. 
Sie ist eine Weiterbildung des von FLEISCHMANN! angegebenen Kalk- 
spatinterferometers und enthalt als wesentliche Bestandteile zwei (bzw. 
zwei Paare) interferometrisch gleich dicke, planparallele Kalkspatplatten. 
Die Wirkungsweise ist folgende: Von links fallt ein linear polarisiertes? 
Lichtbiindel auf die erste Kalkspat- Aufri8 
platte und wird in zwei Teilbiindel Ke ie Ky 
aufgespalten, die senkrecht zuein- he | K; 
ander linear polarisiert sind. Diese 
beiden Biindel treffen auf eine zweite, 
gleich dicke Kalkspatplatte, die 
gegentiber der ersten um 90° verdreht 2 K 
ist®. Biindel 1, das durch die erste ieee vee aegis fees 
Platte als ordentliches Biindel lief, ~ et =| 
wird nun zum auBerordentlichen und 
erfahrt eine seitliche Ablenkung. Biin- ae tal Rear ests Y Q Pa Bs 
del 2 verhdlt sich umgekehrt. Es untersuchende Schicht; E Symmetrieebene. Die 

: : : Striche und Punkte deuten die Polarisations- 
erleidet im ersten Kalkspat eine Ab- rithtiingea! der biden "Biadal Sx 
lenkung, im zweiten dagegen nicht. 
Die Ablenkung erfolgt in zwei aufeinander senkrechten Ebenen, wie aus 
dem Grund- und AufriB der Fig.1 zu ersehen ist. Nach threm Austritt 
aus dem zweiten Kalkspat haben die beiden Biindel gleiche optische Wege 
durchlaufen, besitzen also gleiche Phase. Dies gilt fiir alle Wellenlangen, 
womit die bei friiheren Anordnungen stdérende Wellenlangenabhangig- 
keit beseitigt ist*. La8t man nun die Biindel zwei weitere Kalkspat- 
platten durchlaufen, die spiegelbildlich zu den ersten angeordnet sind, 
dann werden sie wieder vereinigt und setzen sich zu linear polarisiertem 
Licht zusammen (Phasendifferenz null). Wird in den Weg des einen 
Biindels eine nichtabsorbierende Schicht gebracht (S in Fig. 1), dann 
erfahrt dieses Biindel eine Phasenverzégerung und man erhalt nicht 


GrundriB Ky 6 _K, 


1 FLEISCHMANN, R.: Z. Physik 129, 275 (1951). s 

2 Das einfallende Lichtbiindel mu8 linear polarisiert sein. Lat man natiir- 
liches Licht auf eine Kalkspatplatte fallen, dann sind die beiden austretenden Teil- 
biindel nicht interferenzfahig (vgl. G. SZIVEsSyY, Handbuch der Physik, Bd. 20, 
S.106. 1928). ‘ A 

8 Die Anregung zu dieser Anordnung verdanke ich einem Gesprach mit Herrn 
Dr..D. .KOssEL. nhs 

4 Hierdurch wird aber nicht nur die zur Wellenlange proportionale Abhangig- 
keit vermieden, sondern auch die geringen Einfliisse der Dispersion heben sich in 
den Kalkspatplatten heraus, wie leicht einzusehen ist. 
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mehr linear, sondern elliptisch polarisiertes Licht. Dieses kann nach 
bekannten Methoden analysiert werden. Die Messung einer absoluten 
Phase ist damit auf die Bestimmung einer relativen Phase zuriickgefiuhrt, 
und die Verwendung von Kompensatoren, Halbschattenvorrichtungen 
und dhnliches ist ohne weiteres moglich. Absorbiert die zu untersuchende 
Schicht, dann wird das durch sie hindurchtretende Biindel geschwacht. 
Durch eine geeignete Verdrehung des Eingangspolarisators oder des 
Analysators kénnen die Intensitdts- 


| Bela ei anteile der beiden Biindel stets wieder 

x i} wa } A =e! gleich gemacht werden. 
a KF B ! VI \ hk Diese Anordnung lapt sich noch 
Schicht he KY wesentlich vereinfachen. Beachtet 


man, daB sie zur Ebene E spiegel- 
symmetrisch ist, so ]aBt sie sich mit 


= Ly SSMS 
: 1/2 Boh 


Fig. 2. Li Lichtquelle; K Kondensor; F Filter; 
P, Eintrittspolarisator; B, seitlich verschiebbare 
Eintrittsblende (1x1mm); L,Linse ({=12cm, 
sie bildet B, auf QP ab); B, quadratische Blende 
(3X3 mm, zur Aussonderung eines annahernd par- 
allelen Biindels); HSp halbdurchlissiger Spiegel; 
K,, K, interferometrisch plane Kalkspatplatten 
gleicher Dicke; QP Tragerglasplatte mit Metall- 


nur zwei Kalkspatplatten A, und K, 
realisieren, wenn man an die Stelle 
der Ebene FE einen Spiegel stellt, so 
daB die Biindel in sich selbst zuriick- 
laufen (Einzelheiten der Anordnung 


schicht Sch; L, Linse ({=15cm, sie bildet Sch 
in O ab); BSK Bastnet-SoLem-Kompensator; 
B, Blende (zur Beseitigung stérender Reflexe); 
HS Halbschattenplatte; O Okular; P, Analysator. 
Im linken unteren Teil der Figur ist die Lage der 
beiden Biindel relativ zur Schichtkante angedeu- 
tet. @ ist die durch eine Kalkspatplatte verur- 
sachte seitliche Versetzung (4 ~4mm_ bei 37mm 
Plattendicke), 


werden in Abschnitt 2 besprochen). 
Die durch die Schicht erzeugte 
Phasenverzogerung wird dabei sogar 
verdoppelt. Nur diese Form der 
Anordnung wurde in dieser Arbeit 
untersucht, da sie wegen ihrer Ein- 
fachheit am meisten interessiert. 

Die hier angestellten Uberlegungen gelten nur fiir streng paralleles 
Licht und ideale Kalkspatplatten. Sind diese Voraussetzungen nicht 
erfiillt, dann wird die theoretische Behandlung der Anordnung sehr ver- 
wickelt. Das Haupiziel dieser Arbeit bestand daher darin, experimentell 
nachzuweisen, daB sich die ideale Anordnung fiir MeBzwecke hinreichend 
gut anndhern Lapt. 


2. Aufbau und Justierung. 


Die Einzelheiten der Apparatur kénnen der Fig. 2 entnommen werden. 
Die Eintrittsblende B, wird durch die Linse L, auf-die als Spiegel die- 
nende Platte QP aus amorphem Quarz abgebildet. Diese ist schwach 
keilformig, um die Reflexionen an der Vorder- und Riickseite trennen 
zu kénnen. Blende B, sondert aus dem die Linse L, verlassenden Licht 
ein schmales annahernd paralleles Biindel aus. Nachdem das Licht die 
Kalkspatplatten zum zweiten Male durchlaufen hat, wird es durch einen 
halbdurchlassigen Spiegel seitlich herausgelenkt. Die Linse L, bildet 
die Quarzplatte QP in das Okular O ab. Die Kalkspatplatten sind ein- 


Oe a 
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zeln kardanisch aufgehingt, so daB sie durch Justierschrauben um zwei 
zueinander senkrechte Achsen gekippt werden kénnen. AuBerdem sind 
sie um das einfallende Lichtbiindel als Achse drehbar, Die Quarz- 
platte QP konnte in einer Halterung, wie sie im Jamrn-Interferometer 
ublich ist um eine vertikale und horizontale Achse gekippt werden. 
Die Kalkspatplatten wurden aus einem Kristall hergestellt, der erst 
nach dem Feinschleifen geteilt wurde, so daB die Dicke der beiden Platten 
auf Bruchteile von Wellenlingen iibereinstimmt!. Die Dicke betrug 
etwa 37mm. Damit erhalt man eine Parallelversetzung von etwa a = 4mm 
bei Durchgang durch eine Platte (vgl. Fig. 2), so daB die beiden Biindel 
leicht getrennt werden kénnen?. 

Die Justierung wurde in folgender Weise ausgefiihrt: Der Eingangs- 
polarisator P, wird so gestellt, daB die beiden aus dem ersten Kalkspat 
austretenden Biindel etwa gleiche Intensitaét besitzen. Dann wird der 
zweite Kalkspat um 90° gegen den ersten verdreht. Ist dies der Fall, 
dann treten auch aus ihm nur zwei Biindel aus, wahrend bei geringer 
Abweichung von der richtigen Stellung zwei weitere schwache Biindel 
erscheinen. 

Als nachstes werden die beiden Kalkspatplatten und die Quarzplatte 
mit Hilfe der an ihren Oberflachen entstehenden Reflexe annahernd 
parallel gestellt. Im Gesichtsfeld erscheint dann im allgemeinen ein 
Interferenzstreifensystem. Die nahere Untersuchung zeigt, da8 diese 
Streifen die asymptotischen Auslaufer von vier Kurvenscharen sind, die 
etwa Hyperbelform haben und mit ihren Scheiteln einander zugekehrt 
sind. Die Ursache fiir die Entstehung dieser Kurvensysteme ist die 
schwache Konvergenz des Lichtes. Im Gesichtsfeld ist jeweils nur ein 
Ausschnitt aus der ganzen Interferenzfigur zu sehen, der nur durch die 
Stellung der Quarzplatte QP bestimmt wird. Durch geeignetes Kippen 
und Verdrehen dieser Quarzplatte ist es méglich, das Gebiet zwischen 
den vier Hyperbelscheiteln in das Gesichtsfeld zu bringen. Dieses ist 
dann praktisch einheitlich (phasengleiches Gesichtsfeld). 

Als nachstes soll die Anderung der im Gesichtsfeld sichtbaren Inter- 
ferenzfigur bei Verkippen einer Kalkspatplatte untersucht werden. Ist 
das Gesichtsfeld einheitlich, so wird es hell und dunkel, ohne daB Streifen 
erscheinen. Ist dagegen die Quarzplatte QP so eingestellt, daB im Ge- 
sichtsfeld Streifen sichtbar sind, dann wandern diese beim Bewegen der 
Kalkspatplatte durch das Gesichtsfeld, ohne jedoch ihre Richtung und 

1 Prinzipiell ist eine Messung auch mit ungleich dicken Kalkspatplatten még- 
lich. Die beiden Biindel besitzen dann aber bei ihrer Wiedervereinigung eine 


Phasendifferenz, die dem Dickenunterschied proportional ist. Es soll hier nicht 
untersucht werden, ob sich auch in diesem Fall ein fiir MeBzwecke geeignetes phasen- 


gleiches Gesichtsfeld erzielen 1aBt. } 
2 Die Bearbeitung des Kalkspatkristalls wurde von der Firma Dr. Steeg und 


Reuter in vorziiglicher Weise ausgefihrt. _ 
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Breite zu indern. Beim Verkippen einer Kalkspatplatte bleibt also der 
im Gesichtsfeld sichtbare, nur durch die Stellung der Quarzplatte be- 
stimmte Ausschnitt aus der Hyperbelschar unverandert. Es lassen sich 
aber verschiedene Interferenzordnungen einstellen. Fiir die Messung mit 
phasengleichem Gesichtsfeld ist es am zweckmaBigsten, die nullte (bei 
unzerlegtem Licht farblose) Ordnung in das Gesichtsfeld zu bringen. 
Dabei ist es nicht erforderlich, daB die beiden Kalkspatplatten genau 
parallel zueinander und senkrecht zum einfallenden Licht stehen. Fir 
kleine Abweichungen aus dieser idealen Lage gibt es zu jeder Stellung 
der einen Kalkspatplatte eine dazu passende der zweiten Kalkspatplatte, 
bei der im Gesichtsfeld die nullte Ordnung erscheint. Durch diesen Um- 
stand ist es méglich, die an den Oberflachen der Kalkspatplatten ent- 
stehenden Storreflexe so zu legen, daB sie gerade nicht mehr durch die 
Blende B, gehen. 

Die zwischen den beiden. Biindeln bestehende Phasendifferenz wird 
nach der Wiedervereinigung am einfachsten mit einem BABINET-SOLEIL- 
Kompensator bestimmt. Es wird entweder auf gréBte Dunkelheit des 
Gesichtsfeldes oder bei Verwendung von Halbschattenvorrichtungen aut 
gleiche Helligkeit zweier Gesichtsfeldteile eingestellt. Beidenimnachsten 
Abschnitt beschriebenen Messungen wurde eine selbsthergestellte Halb- 
schattenplatte aus Glimmer benutzt. Wie bei den meisten Interfero- 
metern ist auch hier zur Erzielung einer hohen MeBgenauigkeit eine 
erschiitterungsfreie Aufstellung und die Vermeidung von Temperatur- 
schwankungen unerlaBlich. 

Soll der Phasensprung bei Reflexion gemessen werden, so ist es am 
einfachsten, die zu untersuchende Schicht direkt auf die als Spiegel 
dienende Quarzplatte aufzubringen. Die Schicht wird so in den Strahlen- 
gang gebracht, daB das eine Biindel etwa zur Halfte an der Schicht, 
der tibrige Teil am Quarz reflektiert wird. Das andere Biindel wird ganz 
am Quarz reflektiert (vgl. Fig. 2). Die richtige Lage der Schichtkante 
zum auffallenden Bindel wird am einfachsten durch geeignetes Ver- 
schieben der Eintrittsblende B, erreicht, die durch die Linse L, auf die 
Schicht abgebildet wird. Das Gesichtsfeld im Okular wird dann durch 
das Bild der Schichtkante geteilt. Der eine Teil dient zur Nullpunkt- 
bestimmung (beide Biindel am Quarz reflektiert), der andere zur Messung 
(ein Biindel am Metall, das andere am Quarz reflektiert). Dieses Vor- 
gehen hat den Vorteil, da8 wahrend einer Messung die Tragerplatte 
nicht bewegt zu werden braucht. AuBerdem kénnen zwei unmittelbar 
aneinander grenzende Stellen der Trigerplatte verglichen werden, so daB 
Unebenheiten threr Oberfliche praktisch keine Rolle spielen’. 


1 Unebene Unterlagen bilden bei den meisten Interferometeranordnungen eine 
erhebliche Schwierigkeit, Vgl. IsHicuro, K., u. G. KUWABARA: Jt OpttSoc: 
Amer. 43, 363 (1953). 
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Zusammenfassend ]aBt sich sagen, daB die hier beschriebene Appa- 
ratur eine gentigend gute Annaherung an die im Abschnitt 1 angegebene 
ideale Anordnung darstellt, um als MeBvorrichtung fiir absolute Phasen 
mit wellenlangenunabhingigem Intensitiitsausgleich dienen zu kénnen. 
Dies soll durch Messungen fiir einen Spezialfall im nachsten Abschnitt 
bestatigt werden. 


3. Messung des Phasensprungs bei Reflexion des Lichtes 
an der Grenzflache Quarz-Silber in Abhdngigkeit von der Wellenldnge. 


Die Wellenlangenabhangigkeit des Phasensprungs bei Lichtreflexion 
an Metallen ist nicht nur fiir die Metalloptik von Interesse, sondern ihre 
Kenntnis ist auch fiir die Verwendung des PERot-FABRY-Interferometers 
und der Vielfachinterferenzen nach ToransKy von Bedeutung. Von 
mehreren Autoren wurden daher Messungen ausgefiihrt. BAUER! konnte 
eine Dispersion des Phasensprungs an verschiedenen Metallen durch 
Messungen an einem ,,versilberten Luftkeil‘’ nachweisen. Dieser Ver- 
fasser konnte jedoch nur relative Werte angeben, da die Phasenspriinge 
nur bis auf eine unbekannte Konstante bestimmt werden konnten. 
RouARD? und neuerdings Faust? konnten den wahren Wert des Phasen- 
sprungs bestimmen, indem sie die den Luftkeil bildenden Glasplatten 
nur teilweise verspiegelten. An der Metallkante zeigen die Interferenz- 
streifen eine gegenseitige Versetzung, aus der der Phasensprung am 
Metall gewonnen werden kann. Da die am Glas erzeugten Interferenz- 
streifen jedoch sehr diffus sind, sind die Resultate, wie schon EISNER* 
bemerkte, sehr ungenau. EISNER konnte einen Fortschritt erzielen, 
indem er die groBe Genauigkeit der Vielfachinterferenzen fiir die Phasen- 
messung ausnutzte: Ein Glimmerblattchen wurde auf beiden Seiten ver- 
silbert und seine ,,optische Schichtdicke‘‘ nach einem Verfahren von 
ToLANsky® bestimmt. Dann wird der Glimmer gespalten, die neu ge- 
bildeten Flachen versilbert und die ,,Dicken“ der beiden Teile gemessen. 
Die Summe dieser beiden optischen Schichtdicken stimmt nicht mit der 
urspriinglichen iiberein. Die Differenz riihrt vom Phasensprung am 
Silber her, der daraus abgeleitet werden kann. Da dieses Verfahren nur 
fiir Glimmerunterlagen brauchbar ist und die Phasen nur auf indirektem 
Wege® liefert, schien es von Interesse zu sein, die Messungen mit der 
in dieser Arbeit beschriebenen Methode zu wiederholen. Die in der 


1 Bauer, J.: Ann. Physik (5) 20, 481 (1934). 
2 Rovarp, P.: Ann. Phys., Paris 7, 290 (1937). 
3 Faust, R.C.: Phil. Mag. 41, 1238 (1950). 

4 EIsner, E.: Research 4, 183 (1951). 

5 Toransky, S.: Multiple Beam Interferometry. Oxford 1948. _ 

6 Es muB z.B. vorausgesetzt werden, daB die Phasenspriinge an allen 4 Silber- 
flachen iibereinstimmen. 
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Einleitung erwahnten fritheren Verfahren sind dazu schlecht geeignet, 
da sie einen wellenlangenabhangigen Intensitatsausgleich besitzen. 

Auf eine Unterlage aus amorphem Quarz (m = 1,46) wurde im Hoch- 
vakuum bei Zimmertemperatur eine undurchsichtige Silberschicht auf- 
gedampft, von der ein Streifen wieder abgekratzt wurde, um fiir die 
Nullpunktbestimmung eine Kante zu erhalten (vgl. Abschnitt 2). Das 
Licht fiel von der Seite der Unterlage her auf das Silber (Fig. 2). Die 
Unterlage war schwach keilférmig, so daB die Reflexion an der Vorder- 
seite leicht ausgeblendet werden konnte. Als Lichtquelle diente eine 
Hg-Héchstdrucklampe (A=492, 546, 
578myu) und eine Punktlichtlampe 
(A= 640, 460 my) mit entsprechenden 
Filtern. 

Die MeBergebnisse zeigt Fig. 3 (fiir 
groBe A strebt ¢, gegen 180°). Die MeB- 
ungenauigkeit betragt etwa +3°. Sie 
wird im wesentlichen durch Tempe- 
raturschwankungen und kleinere Er- 


770° 


yor 500 600 Ty schiitterungen der Apparatur verur- 
— sacht. In Fig.3 wurden auch die Werte 
Fig. 3. Phasensprung ¢, bei der Reflexion 


des Lichtes an der Grenzflache Quarz-Silber 
in Abhaingigkeit von der Wellenlainge. 

Gemessene Werte; 

——-— berechnete Werte. 


eingezeichnet, die man mit Hilfe der 
optischen Konstanten des Silbers? be- 
rechnen kann. Das hier gefundene Er- 


gebnis stimmt im wesentlichen mit 
dem von EISNER tiberein: Der Phasensprung zeigt einen starken Gang 
mit der Wellenlange, und die gemessenen Werte liegen etwa 10% iiber 
den berechneten. Auf eine weitere Diskussion der gemessenen Kurve 
soll verzichtet werden, da es seit langem bekannt ist, daB Oberflachen- 
schichten und andere Stéreinfliisse die MeBergebnisse stark beeinflussen ?. 
Es kam hier nur darauf an, die Anwendbarkeit der neuen MeBmethode 
an einem Beispiel zu zeigen. 


Dem Direktor des Instituts, Herrn Professor R. FLEISCHMANN bin 
ich fiir viele wertvolle Hinweise und fiir die Zurverfiigungstellung der 
Apparatur zu groBem Dank verpflichtet. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


* Hass, G.: Optik I, 1 (1946). Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker von 
D’Ans und Lax. 1949. 

* Vgl. DRupg, P.: Ann. Phys. 36, 532, 880 (1889). — EIsNEr, E.: Research 
4, 183 (1950). — ScHopper, H.: Z. Physik 130, 427 (1951). 
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Die Lumineszenz der Erdalkalipolysulfide. 


Von 
H. GoBRECHT und DIetricH HAHN. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 9. Juni 1953.) 


Es wird die Praparation von Strontium- und Bariumpolysulfid-Leuchtstoffen 
beschrieben, die bei Anregung mit der Hg-Linie A= 366 mu gelb- bis rotorange 
lumineszieren. Die Spektren der Leuchtstoffe werden bei verschiedenen Tempera- 
turen aufgenommen, und die Lumineszenzintensitat (Quantenausbeute) in Ab- 
hangigkeit von der Temperatur gemessen. Die Abklingung erfolgt exponentiell; 
bei Bestrahlung mit der Hg-Linie 4= 366 my tritt ein sehr kleiner Photostrom 
von einigen 107A auf. Analogien mit den bereits bekannten Alkalipolysulfid- 
Leuchtstoffen werden aufgezeigt; wie bei diesen ist der monomolekulare Leucht- 
vorgang dem Polysulfidmolekiil zuzuschreiben, speziell dem Di- und Trisulfid. 


Einfiihrung. 

In einer friiheren Arbeit! wurde eine rote Lumineszenz der redu- 
zierten Alkalisulfate, anregbar durch die Hg-Linie A = 366 my, beschrie- 
ben. Es wurde nachgewiesen, daB fiir diese Lumineszenz die Bildung 
von Alkalipolysulfiden, die bei der Reduktion entstehen, verantwortlich 
ist. In der vorliegenden Arbeit sollen die Erdalkalipolysulfide, auf die 
damals nur andeutungsweise eingegangen werden konnte, einer naheren 
Untersuchung unterzogen werden. Vorweg ist zu bemerken, daB die 
Préparation und Untersuchung der Erdalkalipolysulfide dadurch er- 
schwert wird, daB die sich fast immer bildenden Erdalkalimonosulfide 
stabil und gute Luminophore sind (LENARD-Phosphore) und daher manch- 
mal Stdreffekte hervorrufen. Andererseits sind die gefundenen Tat- 
sachen ein erneuter Beweis fiir die Lumineszenzfahigkeit der, Polysulfide 
und eine Erganzung der friiheren Arbeit. Die Lumineszenz der Erd- 
alkalipolysulfide wird tibrigens nirgends erwahnt, nur an einer Stelle? 
wird die Bildung von Bariumpolysulfid bei der Sulfidpraparation be- 
schrieben und bemerkt, daB hierdurch die Phosphoreszenz des Sulfids 
stark beeintrachtigt wird. 


Préparation der Erdalkalipolysulfidleuchtstoffe. 


Uber die Eigenschaften der Erdalkalipolysulfide ist weniger bekannt ~ 


als tiber die der Alkalipolysulfide. So sind Polysulfide des Berylliums 
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zweifelhaft, und Magnesiumpolysulfide scheinen ebenso wie Calcium: 
polysulfide auf trockenem Wege nicht herstellbar, sondern nur in waB- 
riger Losung existent zu sein. Dagegen existieren Polysulfide vom Stron- 
tium und Barium, die untereinander sehr ahnliche Eigenschaften be- 
sitzen. Man erhalt sie z.B. durch Kochen der Sulfid- oder Hydroxyd- 
losungen mit Schwefel, wobei bis zu 5 Schwefelatome gebunden werden 
konnen. Beim Eindampfen der Lésung verbleiben aber hdéchstens 
Tetrasulfidhydrate, die sich schon bei 100°C an der Luft sehr schnell 
unter Bildung von Trisulfiden zersetzen. Trisulfide kann man auch 
durch Erhitzen der Sulfide, Oxyde oder Carbonate mit Schwefel erhalten. 
Bariumtrisulfid schmilzt bei 554° C und zersetzt sich bei dieser Tempera- 
tur auch schon stark. Das gleichfalls stabile Bariumsulfid schmilzt unter 
Zersetzung bei 925°C. Exakte Angaben tiber Strontiumpolysulfide 
fehlen. 

Diese aus der Literatur-bekannten Tatsachen konnten auch bei der 
Herstellung von Polysulfidleuchtstoffen im vollen Umfang bestatigt 
werden. So gelang es z.B. gar nicht, Beryllium- und Magnesiumpoly- 
sulfidleuchtstoffe zu erhalten, und auch die Herstellung der Calcium- 
polysulfidleuchtstoffe scheint sehr zweifelhaft, denn bei allen Prapara- 
tionen bildete sich ttberwiegend Sulfid, wie an der Lumineszenzfarbe, 
dem Nachleuchten und der deutlichen Thermolumineszenz gut erkannt 
werden konnte. Auf die Gegenwart von Polysulfid deutete lediglich ein 
manchmal vorhandenes rosa Leuchten ohne Nachleuchten hin. Ein- 
deutig lieBen sich dagegen lumineszierende Polysulfide des Strontiums 
und am besten die des Bariums herstellen. Wie bei den Alkalien wird 
auch bei den Erdalkalien mit wachsendem Atomgewicht das Normal- 
potential immer starker negativ, der basische Charakter der Oxyde und 
Hydroxyde nimmt zu und damit auch die Tendenz, Polysulfide zu 
bilden. 

Zur Anregung der Polysulfidleuchtstoffe wurde die Hg-Linie = 
366 mp verwendet. Die Intensitat des Leuchtens ist etwa um eine 
Zehnerpotenz geringer als bei den Alkalipolysulfiden, besonders schwach 
ist die des Strontiumpolysulfids. Die Lumineszenzfarbe ist orangerotlich, 
sie schwankt bei den einzelnen Praparaten zwischen einem etwas rot- 
licheren und etwas gelblicheren Ton. Im Sichtbaren erstrecken sich die 
Spektren etwa von 500 bis 700 mu. 

Strontiumpolysulfid 1aBt sich am bequemsten aus Strontiumcarbonat 
und Schwefel im Uberschu8 praparieren, wenn die Temperatur bei 
500 bis 600° C gehalten wird. Bei zu hoher Temperatur bildet sich Sul- 
fid, das sofort daran erkenntlich ist, daB es egrtin luminesziert, nach- 
leuchtet und blaugriine Thermolumineszenz aufweist. Sowohl an Luft 
_ wie im Vakuum bei 200° C 1a8t sich Strontiumpolysulfid auch aus Stron- 
tiumhydroxyd und Schwefel praparieren. Die gelborangefarbene Stron- 


Die Lumineszenz der Erdalkalipolysulfide. 525 


tiumpolysulfidlumineszenz wird bei — 180°C deutlich nach rot. ver- 
schoben. Das Polysulfid laBt sich stets chemisch dadurch nachweisen, 
daB man der waBrigen Lésung, wie in! beschrieben, Kobalt-Dimethyl- 
glyoxim-Anilin hinzusetzt, und Rot- bzw. Blaufarbung beobachtet. 

Bariumpolysulfidphosphore wurden am griindlichsten untersucht, 
einmal, weil Barium am leichtesten Polysulfid bildet, dann aber auch, 
weil ihre Lumineszenzeigenschaften — besonders die Lumineszenzspek- 
tren bei tiefen Temperaturen — durch Beimengung von Sulfid beein- 
fluBt werden kénnen und hieriiber erst Klarheit gewonnen werden muBte. 
Solche St6érungen waren bei den Alkalipolysulfiden ja unméglich, da 
die Sulfide der Alkalien unbestandiger als die Polysulfide sind. Der 
chemische Nachweis auf Polysulfid lieB sich auch hier wieder durch 
Zusatz von Kobalt-Dimethylglyoxim-Anilin fiihren. 

Das reine Bariumpolysulfid luminesziert bei + 20° C gelb- bis rot- 
orange; bei — 180° C ist sein Lumineszenzspektrum deutlich nach rot 
verschoben. Nachleuchten und Thermolumineszenz treten nicht auf 
(Thermolumineszenz ist jedenfalls visuell nicht bemerkbar). Reines — 
oder tiberwiegendes — Bariumsulfid, welches aus den gleichen Grund- 
substanzen hergestellt wird, leuchtet blau bis griingelb und bei — 180° C 
intensiv gelb bis gelborange. Es zeigt auBerdem griingelbes Nach- 
leuchten und griingelbe Thermolumineszenz, ist also leicht zu identi- 
fizieren. Diese Bariumsulfidlumineszenz kommt natiirlich durch geringe, 
im verwendeten Ausgangsmaterial noch enthaltene Schwermetallzusatze 
zustande, die aber fiir die Bariumpolysulfidlumineszenz ohne Belang 
sind, wie weiter unten naher ausgefiihrt wird. Enthalt das Bariumpoly- 
sulfid reichlich Sulfid — und bei verschiedenen Praparationsarten ist 
das nicht zu vermeiden —, so ist sein Lumineszenzspektrum bei — 180° C 
nach gelb anstatt nach rot verschoben. Ein weiteres Nebenprodukt bei 
fast allen Praparationen ist Sulfat. In der Regel stért es die Lumines- 
zenz nicht, jedoch zuweilen, wenn es namlich Polysulfid einschlieBt, 
durch seine Unldslichkeit den chemischen Nachweis desselben. AuBer- 
dem wird das einmal gebildete und im Sulfat eingeschlossene Polysulfid 
auch bei héherem Nachgliihen nicht zerstért, was dadurch nachgewiesen 
werden kann, daB sich das Praparat selbst beim Kochen in Salzsdure 
nicht lést, kein Schwefelwasserstoffgeruch auftritt, und es seine Lumines- 
zenzfahigkeit behalt. DaB schon geringe Polysulfidmengen, einge- 
schlossen in Sulfat, eine intensive Lumineszenz hervorrufen k6nnen, 
zeigen die Ergebnisse an den Alkalipolysulfident. 

Stellt man z.B. aus Bariumcarbonat und Schwefel im UberschuB- 
(Gewichtsverhaltnis 1:1) Polysulfid her, so entstehen bei Temperaturen 
unter 700° C, am sichersten bei 500 bis 600° C, orangefarben lumines- 
zierende, gelbbraune Praparate, deren Lumineszenzspektrum bei 
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480°C nach rot verschoben wird. Wahlt man Temperaturen uber 
700° C, so entsteht neben dem Polysulfid reichlich Monosulfid. Die 
Lumineszenz bei Zimmertemperatur ist nicht wesentlich geandert, das 
Spektrum bei — 180° C ist jedoch nach gelb verschoben. Auf die Ba- 
riumsulfidbeimengung deutet auch eine zuweilen auftretende Thermo- 
lumineszenz hin. 8 

Auch durch Erhitzen von Bariumoxyd mit Schwefel im Uberschu8 
bildet sich Polysulfid, desgleichen beim Gliihen von Bariumhydroxyd 
mit Schwefel, wobei die Reaktion schon bei 350° C einsetzt. Eine waBrige 
Lésung von Bariumhydroxyd und Schwefel, an der Luft eingedampit, 
bildet auch Bariumpolysulfid. Glitht man Bariumsulfid mit Schwefel 
bei 350° C, so erhalt man ebenfalls reines Polysulfid. Bei hoherer Tem- 
peratur bildet sich neben Polysulfid schon merklich Sulfat, das, wie schon 
erwahnt, wegen seiner Unléslichkeit den Polysulfidnachweis erschwert. 

Um nachzuweisen, da8 die Sulfatbildung fiir die Lumineszenz nicht 
wesentlich ist, wurde auch im Vakuum bei etwa 10~4 Torr prapariert. 
Sowohl aus Bariumsulfid und Schwefel, wie auch Bariumhydroxyd und 
Schwefel bildet sich schon bei 200 bis 300° C Polysulfid, welches rot- 
orange luminesziert. 

Die Reduktion von Bariumsulfat mit Wasserstoff oder das Glihen 
eines Sulfat-Schwefelgemisches lefert meist zuviel Sulfid als Neben- 
produkt und ist daher fiir die Polysulfidpraparation hier nicht so geeig- 
net wie bei den Alkalisulfaten. 

Bei der Préparation von Bariumpolysulfid aus Bariumcarbonat und 
Schwefel im Uberschu8 (Gewichtsverhaltnis 1:1) bei 500 bis 600°C 
andert weder die Verwendung von Ausgangssubstanzen verschiedenen 
Reinheitsgrades noch die Hinzufiigung der Aktivatoren Kupfer, Wismut, 
Blei und Mangan etwas an der Polysulfidlumineszenz. Wurde jedoch 
nach dem Hinzufiigen dieser Aktivatoren bei 1000°C gegliiht, so trat 
griine, blaugriine, auch gelbe Lumineszenz auf, die immer mit Nach- 
leuchten und Thermolumineszenz verbunden war. Bei dieser hohen 
Temperatur wurde eben iiberwiegend Sulfid gebildet; erst recht natiir- 
lich, wenn Bariumcarbonat nach dem Zusatz von Aktivatoren ohne 
SchwefeliiberschuB (d.h. 0,225 g Schwefel pro Gramm Bariumcarbonat) 
bei 1000° C gegliiht wurde. Auf die Monosulfidlumineszenz, die auch 
dann auftritt, wenn man in dieser Weise ohne Aktivatorzusatz prapariert, 
wurde oben schon hingewiesen. In diesem Falle ist die Lumineszenz- 
intensitat allerdings wesentlich schwacher. Diese Ergebnisse beweisen, 
da8 die Polysulfidlumineszenz unabhangig von etwaigen Aktivatoren 
ist, dagegen die Lumineszenz der Monosulfide in starkem MaBe von 
Schwermetallzusaitzen beeinfluBt wird. 

Die Préparation von selbstaktivierten Erdalkalisulfaten, die bei An- 
regung mit der Hg-Linie A= 254my lumineszieren — entsprechend den 
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in? beschriebenen Alkalisulfaten — fithrte zu keinem Erfolg. Bei 
den verwendbaren Temperaturen von etwa 500 bis 600° C wanderten 
die hinzugesetzten Erdalkalimetalle im Vakuum nicht in das Sulfat- 
gitter ein. Auch nach der Reduktion der Erdalkalisulfate zeigte sich 
bei Anregung mit A= 254 mu keine Lumineszenz. 
Zusammenfassend kann man also sagen: Es lassen sich Barium- 
und Strontiumpolysulfidleuchtstoffe herstellen, die ahnlich wie die 
Alkalipolysulfide orangerot lumineszieren, wenn auch nicht so intensiv. 
Die Praparation bei tieferen Temperaturen (unter 500°C) oder im 
Vakuum liefert die reinsten Ergebnisse, da sich bei héherer Temperatur, 
besonders an Luft, Sulfide 
und Sulfate bilden kénnen, 
die durch Nachleuchten, 
Thermolumineszenz undauch 
durch Anderung des Lumi- 
neszenzspektrums _ stérend 
wirken. Diese stérenden Ne- 
benerscheinungen fehlten bei 
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alkalipolysulfide zeigen wie die Alkalipolysulfide eine Rotverschiebung 
ihrer Lumineszenzspektren bei — 180° C. 


Eigenschaften der Erdalkalipolysulfidleuchtstoffe. 

Da die Lumineszenzintensitat der Erdalkalipolysulfidleuchtstoffe 
um etwa eine Zehnerpotenz schwacher ist als die der Alkalipolysulfide, 
lieBen sich an ihnen keine so genauen Messungen durchfiihren. AuBer- 
dem existieren von der gesamten Erdalkalireihe nur Strontium- und 
Bariumpolysulfid — und nur letzteres luminesziert einigermaBen inten- 
siv — im Gegensatz zur gesamten Alkalipolysulfidreihe. Immerhin 
wird sich im folgenden zeigen, daB die meisten Eigenschaften denen der 
Alkalipolysulfide stark ahneln. . 

Bei Anregung mit der Hg-Linie 2 = 366 my emittieren die Erdalkali- 
polysulfide ein kontinuierliches Spektrum, das sich von etwa 500 my. 
bis 950 my. erstreckt. Es wurde schon darauf hingewiesen, daB gering- 
fiigige Unterschiede in der spektralen Verteilung auftreten kénnen, die 
von der Praparationsweise abhangen. Die Fig.1 gibt typische Lumines- 
zenzspektren bei 20°C und — 160°C wieder, die mit Monochromator 
und ultrarotempfindlichem Multiplier (Fabrikat Maurer) erhalten wurden. 

Die Rotverschiebung der Lumineszenzspektren bei tiefer Tempera- 
tur ist etwa genau so groB wie bei den Alkalipolysulfiden. Im ubrigen 
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liegen die Bandenmaxima bei 700 my, wihrend sie bei den Alkalipoly- 
sulfiden bei 750 bis 800 mp lagen; auch bei visueller Betrachtung er- 
scheint die Lumineszenz der Erdalkalipolysulfide etwas mehr gelb als 
die der Alkalipolysulfide. Wie bei diesen kann schlieBlich auch eine 
kleine Verschiebung der Bandenmaxima nach rot mit wachsendem 
Atomgewicht des Erdalkalimetalls im Polysulfidmolekil bemerkt wer- 
den. Bei hoherer Temperatur sind die Lumineszenzintensitaten zu klein, 
um eine Spektralaufnahme der gesamten Bande zu gestatten. Nach 
orientierenden Messungen scheint dann auch keine Verschiebung der 
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Fig. 2. Temperaturabhangigkeit der Lumineszenz (Quantenausbeute) von Strontium- und Bariumpolysulfid. 


Spektren mehr vorhanden zu sein. Durch kurzwelliges Ultraviolett, 
z. B. die Hg-Linie A= 254 my, lassen sich die Erdalkalipolysulfide nicht 
zum Leuchten erregen. 

Bei Anregung mit schnellen Elektronen (etwa 40000 V) emittieren 
die Erdalkalipolysulfide die gleiche Lumineszenz wie bei Anregung mit 
der Hg-Linie A= 366 my. Sie ist aber im allgemeinen weniger intensiv. 
Ein den selbstaktivierten Alkalisulfaten entsprechendes blaues Leuchten 
bei Kathodenstrahlanregung oder der Hg-Linie A= 254 muy, zeigt sich 
jedoch nie. 


In Fig. 2 ist die Temperaturabhangigkeit der Lumineszenz von 
Strontium- und Bariumpolysulfid dargestellt. Auch sie entspricht weit- 
gehend der der Alkalipolysulfide. Die Lumineszenzquantenausbeute ist 
gegentiber den Alkalipolysulfiden etwa um den Faktor 10 geringer. Aus 
Fig. 2 ist auBerdem zu ersehen, daB die Quantenausbeute von Stron- 
_ tiumpolysulfid fast um eine Zehnerpotenz geringer ist als die von Ba- 
riumpolysulfid. Thermolumineszenz scheint bei den Erdalkalipoly- 
sulfiden weder im Sichtbaren noch im nahen Ultrarot aufzutreten. 

Fig. 3 zeigt die Abklingung von Strontium- und Bariumpolysulfid 
an zwei typischen Praparationsbeispielen. Die Abklingung ist wie bei 
den Alkalipolysulfiden exponentiell, die Zeitkonstante betragt etwa 
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3-410°-*sec bei Strontiumpolysulfid und etwa 4: 107 sec bei Barium- 
polysulfid. Wie bei den Alkalipolysulfiden klingt also auch hier das 
Polysulfid des leichteren Erdalkalimetalls etwas schneller ab. 

Ferner wurde die Photoleitfaihigkeit der Erdalkalipolysulfide bei An- 
regung mit der Hg-Linie A366 mu untersucht. Der Photostrom be- 
trug etwa 3 bis 5- 107A bei Bariumpolysulfid und etwa 1+ 1078 A 
bei Strontiumpolysulfid, der Dunkelstrom war etwa 10 bis 20mal gréBer. 
Dieser sehr kleine Photostrom ist sicherlich 1 
auf eine geringe Sulfid- bzw. Schwefelbei- 
mengung zuriickzufiihren, da sowohl Mono- 
sulfid wie Schwefel eine héhere Photoleit- 
fahigkeit aufweisen. AuBerdem erhéht sich 
der Photostrom, wenn das Polysulfidprapa- 
rat starker sulfidhaltig ist. Die Alkalipoly- 
sulfide zeigen eine noch etwas kleinere Photo- t 
leitfahigkeit. Diese sehr geringe Photoleit- ‘: 
fahigkeit kann wohl als Bestatigung des 
monomolekularen Leuchtmechanismus der 
Polysulfidleuchtstoffe aufgefaBt werden, der 
durch das exponentielle Abklingen und die 
in ? durchgefiihrten Messungen der Tem- 
peratur- und Erregungsintensitatsabhangig- 


keit der Quantenausbeute sichergestellt 9% 5 70 «5-10 *20 

wurde. Phosphore mit bimolekularem pie ares i A are 
F : g . ig. 3. Die ingung von Strontium- 

Leuchtmechanismus zeigen jedenfalls eine und Bariumpolysulfid. 


um 2 bis 3 Zehnerpotenzen gréBere Photo- 

leitfahigkeit. Eine allgemeine Arbeit tiber die Photoleitfahigkeit von 
Phosphoren, die die Polysulfidleuchtstoffe im Zusammenhang behandeln 
wird, steht vor dem AbschluB. 


SchluBbemerkung. 


Es konnte gezeigt werden, daB auBer den Alkalien auch die Erd- 
alkalien lumineszierende Polysulfide bilden. Damit ist die bisher nur 
bei den Alkalipolysulfiden bekannte Lumineszenzfahigkeit der Poly- 
sulfide an weiteren Praparaten sichergestellt. Die Lumineszenz der Erd- 
alkalipolysulfide ahnelt der der Alkalipolysulfide im Spektrum, der 
Temperaturabhingigkeit und Abklingung so stark, da8 man nunmehr 
mit Sicherheit die Schwefelkette des Polysulfidmolekiils als das ih gree 
mineszenzzentrum‘‘ ansehen darf. Vorhandene Unterschiede — z. B. 
das mehr nach gelb verschobene Lumineszenzspektrum und die kleinere 
Zeitkonstante der Abklingung — lassen sich wohl auf die Tatsache 
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zuriickfiihren, daB die Erdalkalipolysulfide gegentiber den Alkalipoly- 
sulfiden eine unsymmetrische Struktur besitzen miissen. Ihre Molekile 
enthalten ja nur ein Metallatom, wahrend die Schwefelkette der Alkali- 


polysulfide an jeder Seite von einem Alkaliatom begrenzt ist. Es scheint — 


aber erneut bewiesen, daB nur die Di- und Trisulfide fiir den Leuchtvor- 
gang verantwortlich sein kénnen. Das geht aus der Stabilitat der Pra- 


parate an der Luft und ihrer Bestandigkeit gegen Temperaturen bis — 


etwa 800° C hervor. Die Polysulfide stellen also ahnlich wie die Wolfra- 
mate und Uranylverbindungen Reinstoffphosphore dar. 


Der Deutschen Forschungsgemeinschaft mochten wir fiir die leih- — 
weise Uberlassung eines Silit-Ofens und die Unterstiitzung mit Chemi- | 


kalien herzlich danken, desgleichen Herrn cand. phys. B. GRETZINGER 
fiir wertvolle Hilfe bei den Messungen. 
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Zur Minimumstrahlkennzeichnung 
bei Spektrographen. 
Von 
HANS WOLTER. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 5. Juni 1953.) 


Zu der 1950 veréffentlichten Methode [J], die MeBgenauigkeit bei Spektrographen 
durch Minimumstrahlkennzeichnung zu verbessern, wird eine zweckmaBige Justie- 
rung der damals benutzten Phasenplatte mitgeteilt. Diese Justierung bewirkt, 
da8 neben der hier ohnehin vollkommenen Amplitudengleichheit auch der 180°- 
Phasenunterschied beider Biindelhalften fiir weite Spektralgebiete (z. B. fiir das 
gesamte Sichtbare, oft auch weit dariiber hinaus) bei fest bleibender Justierung 
erhalten bleibt. Polarisatoren werden nicht bendtigt, und der Anwendung im 
Ultrarot oder Ultraviolett erwachsen keine besonderen Schwierigkeiten. 


1. Evnlettung. 


In einer friiheren Arbeit [/7, S. 363] wurde kurz mitgeteilt, wie das 
Auflésungsvermégen eines Spektrographen durch Minimumstrahlkenn- 
zeichnung in gewisser Hinsicht gesteigert werden kann. Dort wurde 
berichtet, daB man erstens Messungen tiber die Lage von Linien ver- 
bessern und zweitens ein empfindliches MaB fir die Spektrallinienbreite 
aus der Minimumscharfe gewinnen kann, wenn man zur Durchfiihrung 
der Minimumstrahlkennzeichnung in den parallelen Teil des Spektro- 
graphenstrahlenganges eine 180°-Phasenplatte setzt. Diese Wirkung be- 
ruht auf der FRAUNHOFER-Beugung an einer Rechteckdffnung (hier 
etwa der Prismenflaiche), deren Halften amplitudengleich, aber um 180° 
gegeneinander phasenverschoben sind. Das Beugungsbild (ein solches 
ist auch das Spektrographenspaltbild im Lichte einer Spektrallinie) hat 
in seiner Mitte dann ein scharfes Minimum. 

Ohne einer ausfiihrlichen experimentellen Arbeit vorzugreifen, er- 
ganzen wir jene Mitteilung heute durch den Nachweis, da8 der damals 
in einem speziellen Ausfiihrungsbeispiel benutzte Phasenschieber nicht 
so ungeeignet ist, wie von anderer Seite [2] neuerdings behauptet wurde. 
Der alte Phasenschieber erfordert gegeniiber dem von MosEr und 
ScumipT heute bei einem zweiten Ausfiihrungsbeispiel eingesetzten Bau- 
element [2] [3] zwar sorgfaltigere Justierung, erfiillt dann aber die™ 
Forderungen der Minimumstrahlkennzeichnung beztiglich Amplitude und 
Phase vollkommener und ist in gréBeren Spektralgebieten, auch im_ 
Ultrarot und Ultraviolett, und fiir beliebige Polarisation in fest bleiben- 
der Justierung verwendbar. 
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Erreicht wird dies durch eine Kompensation der Phasenfehler, die 
durch Wechsel der Wellenlinge entstehen, mit Hilfe anderer Phasen- 
fehler, die durch eine Anderung des Einfallswinkels verursacht werden. 
Zu dem Zweck wird der Phasenschieber dort in den Spektrographen 
eingebaut, wo die Strahlen verschiedener Wellenlange bereits unter- 
schiedliche Richtung haben; dazu eignet sich in erster Linie der Platz 
zwischen dem Prisma bzw. dem Gitter und dem Spektrographen- 


objektiv. 


2. Allgemeine Berechnung der Phasenverschiebung; 
Kompensation der Wellenabhangigkett. 


Die Fig.1 zeigt die benutzte Anordnung. Sie unterscheidet sich 

von einem gewohnlichen Prismenspektrographen dadurch, da8 in den 

parallelen Teil des Strahlenganges eine 

| 180°-Phasenplatte Ph gesetzt ist; diese 

| dreht das Licht der einen Biindelhalfte 

um 180° gegeniiber der anderen, wie in 

der oben zitierten Arbeit beschrieben 

~% wurde [7]. Der Erfolg ist ein jede Spek- 

trallinie durchziehendes Minimum, das 

eee ak ah phe na aus speziell die Lage der Linie sehr genau 

Zwecke der Minimumstrahlkennzeichnung. kennzeichnet und vermessen 1aBt $ und 

dessen Breite ein empfindliches MaB8 

der Spektrallinienbreite 4A ist. Wegen der photographischen Korn- 

groBe wird die Feinheit des Minimums oft nur ausnutzbar, wenn 

nicht unmittelbar auf der Platte in der Spektrographenkassette, son- 

dern iiber eine 4- bis 40fach vergréBernde Mikrokamera (Fig. 1) auf- 
genommen wird. 


Die 180°-Phasenplatte Ph besteht, wie Fig. 1 und 2 andeuten, aus 
zwei genau oder annahernd gleich dicken Planparallelplatten (oder aus 
zwei Stiicken einer zerschnittenen Plan-plan-Platte, fiir die auch ein 
Keilwinkel und sogar eine leichte Flachenkriimmung im Sinne einer 
Linsenwirkung zugelassen werden kénnen). Die beiden Plattennormalen 
mégen einen Winkel 6 = «— e’ bilden; ¢ bzw. e’ bezeichnen die Einfalls- 
winkel zweier zueinander paralleler Strahlen beziiglich der Platten. 
Wahrend 6 =«— e¢’ fiir alle Wellenlangen des Spektrums gleich ist, sind 


Ph 


. : . ie 3 2 
éund ¢’ selbst, insbesondere auch der Winkel 3? — io zwischen ein- 


fallendem Strahl und der Winkelhalbierenden beider Plattennormalen 
(Fig. 2) wellenlangenabhangig. — 


Bezeichnen wir mit ” und n’ die Brechungsindizes der Platten und 
mit 4 die Wellenlange in Luft, so entnimmt man der Fig. 2 die Phasen- 


ie 
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differenz 
— 4d NT ND a ac igti Basses ONG 50) I | 


h cos 7 cos 17 j 


(1) 


sin € : sin ¢ , 
sin 7 — sin 77’ = | 

zwischen dem durch die obere bzw. dem durch die untere Platte ge- 

gangenen Wellenbiindel. Dabei konnten die FREsNELschen Phasenglieder 

fiir beide Platten als gleich an- 

gesehen werden, da wir in der 

Praxis mit hinreichend kleinen 

Winkeln 6 zwischen beiden Plat- 

ten auskommen werden. Sind die. yee’ 

Winkel « und ¢’ selbst ebenfalls 

nicht zu groB, so gilt naherungs- 

Weise 


arts | 
ee 
oi bo (” 1) -( + ey, | 


—d'(n’ — 1) (1+ ah 


Fig. 2. Skizze der Phasenplatte zur Veranschaulichung 
der Winkelbezeichnungen. Alle mit Doppelpfeil ver- 
. sehenen Geraden sind zu den betrachteten einfallenden 
Dieser Phasenunterschied soll Strahlen parallel. t: bezeichnet rechte Winkel. 


fiir das ganze Spektrum méglichst 
konstant (hier speziell gleich z) werden. Das kann freilich nicht erzwungen 
werden ; aber fiir mindestens zwei Wellenlangen des Spektrums 1aBt sich 
die Bedingung mp=z erfiillen. 

Die Rechnung sei fiir den am einfachsten realisierbaren Fall gleichen 
Materials beider Platten (~=w’) und nicht zu stark unterschiedlicher 
Plattendicken (d—d’<d’) weitergefiihrt. Dafiir wird aus Gl. (2) 


2n 


P A-n ery, , aps meee 1s han whe PAA Loi eB yates 
eerie d\n+td-6-30; d=e-—&; B aa (3) 


Wahrend d, d’, 6 wellenlangenunabhangig sind, sind m und 
d=f (A) rr Do 

Funktionen der Wellenlange. /(A) gibt die durch das Prisma verursachte 
Wellenlangenabhangigkeit des Winkels zwischen Strahl und der Winkel- 
halbierenden der Plattennormalen; #, ist eine durch die Justierung der 
Phasenplatte festzulegende wellenlangenunabhangige Konstante. Wir 
schreiben daher 

eg 2 a'\n + a’ -'3- (Fd) + Oo (4) 

Drath el 
und wollen — das ist das Wesen der eingangs genannten Kompensation — 
bei vorgegebener Winkeldispersion f(A), bei vorgegebenem Platten- 

36* 
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material »—=7(A) und vorgegebenen Plattendicken d und d’ die Justier- 
gréBen 6 und % so bestimmen, daB fiir zwei Wellenlangen A, und A, 
des Spektrums p=z wird; die GréBen 6 und J lassen sich aus den 


beiden Gleichungen 


BA Ol) ge dah) dd we APS Polat dae ieee 


2 n(Aj)—1 
berechnen zu 
Ny Ay wes Ne Ay Ea se Ml Fg eas 
ses 2(m—1) _2(%,—1) " “a “ ai : (6) 
a d’ (f (Ay) — f (Ag)) ‘ 
1 Ay Mm Ci Tie =], Re ATS t 
Ig= d'-O oe — 1) a esti Oe HAy) 5; (7) 


mit diesen JustiergréBen 6 und # kann dann die Phasenverschiebung 
nach (4) oder genauer nach (1) fiir jede Wellenlange berechnet werden. 

Wir wollen in den nachsten Abschnitten den Erfolg dieser Methode 
an Hand zweier Beispiele numerisch untersuchen. 


3. Beispiel eines Gitterspektrographen. 
Die Winkeldispersion des Gitters in der m-ten Ordnung ist beschrie- 


ben durch in 
f(A) = arcsin ioe fis (8) 


Mit einer Gitterkonstanten g=10u, der Plattendicke d=d’=1mm 
und Plattenbrechungsindizes, die von 1,505 im Rot (A) bis auf 1,525 
im Violett (H) anstiegen!, ergab sich fiir die erste Ordnung nach Gl. (6) 
der optimale Winkel zwischen den Plattennormalen 


6 = 0,01523 Radien = 52,35’ 


und nach Gl. (7) der Winkel zwischen der Gitternormalen einerseits und 
der Winkelhalbierenden beider Plattennormalen andererseits zu 


Jy = — 0,0017 Radien = — 5,85’. 


Dabei waren als die Wellenlangen, fiir die m streng zu 180° verlangt 
wurde, A,=0,43405 w und A,=0,65628u% gewahlt worden. Die Fig. 3 
zeigt durch die mit J bezeichnete Kurve in der oberen Bildhalfte die 
Phasen ¢, die sich mit den erhaltenen Werten 6 und %, auch fiir die 
anderen Teile des Spektrums nach Gl. (4) berechnen lieBen. 

Die Abweichung vom verlangten Wert m=180° liegt iiberall unter 
1° und ist véllig bedeutungslos. Zum Vergleich sind auch die von 
Moser fiir seine Anordnung mitgeteilten Phasenwerte eingetragen [2]. 


1 Ein solches Plattenpaar, gefertigt von der Firma I. D. Méller, Wedel in Hol- 
stein, besa8 zwar infolge seiner geringen Dicke nicht ideale Interferenzqualitat, 
erwies sich aber fiir den vorliegenden Zweck als sehr geeignet. . 
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Man beachte auch, daB bei unserer Phasenplatte beide Biindel streng 
gleiche Intensitat haben und daher in der Spaltbildmitte die eroBt- 
mégliche Minimumscharfe liefern. Das gilt auch in den nach links und 
rechts anschlieBenden unsichtbaren Spektralgebieten. Auch die Phasen- 
verschiebung bleibt dort nahezu 180°, und die Phasenplatte ist also in 
einer und derselben Justierung in allen Spektralgebieten verwendbar, 
wo nur das Plattenmaterial noch hinreichend durchlissig ist. 

Da8 bei den Gitterspektrographen die Wellenlangenabhangigkeit 
der von der Phasenplatte bewirkten Phasenverschiebung so vollstandig 
durch die Wellenlangenabhangigkeit des Einfallswinkels kompensiert 
werden kann, liegt an dem fast linearen Verlauf des Einfallswinkels mit 
der Wellenlange (vgl. Fig. 3 unten!). Man erkennt das unter anderem 
an der Gl. (6), wenn man einmal fiir diese grobe Betrachtung von der 
Dispersion des Plattenmaterials absieht. Dann ist némlich (6) bei 
d=d' identisch mit ‘ 

n ~ Af (A) 


is adie ay AA. (9) 


Ist f(A) eine lineare Funktion, also ihre Steigung konstant, so kommt 
man nach (9) mit derselben Justierung 6 fiir alle Wellenlangen aus. 

Der Gitterspektrograph hat also dieser Kompensationsmethode giin- 
stigste Voraussetzungen geboten. Deshalb betrachten wir als anderes 
Extrem einen Prismenspektrographen mit Flint-F3-Prisma und einer 
extrem nichtlinearen Winkeldispersion im nachsten Abschnitt. 


4. Beispiel eines Prismenspektrographen mit Flint-F 3-Prisma. 

Die untere Halfte der Fig. 3 zeigt mit der Kurve JJ den nichtlinearen 
Dispersionsverlauf eines 60°-Flint-F 3-Prismas. Justiert man die Phasen- 
platte, die bereits im vorhergehenden Abschnitt zur Diskussion stand, 
fiir dieses Prisma optimal, so muB nach Gl. (6) und (7) der Winkel 
zwischen den beiden Plattennormalen 


6 = — 0,00747 Radien = — 25,7’ 


und der Winkel zwischen den Winkelhalbierenden beider Platten- 
normalen einerseits und der als Nullpunkt der Winkelzahlung fiir die 
Dispersionskurve gewahlten prismatischen Ablenkung 46° andererseits 


0, = — 0,1485 Radien = — 8° 30’ 


sein. Unter optimaler Justierung ist dabei die Stellung beider Platten _ 
verstanden, bei der fiir 4, =0,43405 und A,=0,65628p streng die 
Phasenverschiebung y= 180° ist. 

Fiir das gesamte sichtbare Spektrum wird dann die Phasenverschie- 
bung g, nach Gl. (4) berechnet, durch die stark gekriimmte Kurve II der 
Fig. 3 oben wiedergegeben. Die maximale Abweichung von 180° betragt _ 
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444° und liegt in derselben GroSenordnung wie die maximale Ab- 
weichung bei der Moserschen Anordnung (schatzungsweise 25 3 Die 
Auswirkung dieses Phasenfehlers auf die Spektrallinienwiedergabe wird 


im nichsten Abschnitt dargestellt. 
Man kann ferner immer dann, wenn auf einer Aufnahme nur ein 


kleines Spektralgebiet erfaBt werden soll, die beiden Punkte strenger 
195° 


190°|- Prismnenspekrrograph 
ee eKtrogra, 
{ 780° cll 


ore 


Gitterspektrograph 


Frismenspektrograph 


04 05 06 O74 


A— 


Fig. 3. Unten: Winkeldispersion (4) des Spektrums (= Ablenkwinkel-Konstante), J fiir einen Gitterspektro- 
graphen (Gitterkonstante g = 10 u), IF fireinen Spektrographen mit 60°-Flint-F 3-Prisma, im Griinblau auf 
minimale Ablenkung eingestellt, Oben: Berechnete Phasendifferenz zwischen beiden Biindelhalften, bewirkt 
durch die Phasenplatte Ph (Fig. 1) in Abhangigkeit von der Wellenlange, J im Gitterspektrographen, JJ im 
Prismenspektrographen. Zum Vergleich wurde die von MosEr und Scumipt [2] mitgeteilte Kurve 
eingetragen. 


180°-Phasenverschiebung zusammenriicken lassen und zur Berechnung 
der Justiergr6Ben statt (6) und (7) dann die Gleichungen 


6={n (2(@ @’) (n —1)-4 a) Ghee 1) O, (6’) 


80= 59 am ay — @ 2} - 10) : (7’ 


benutzen. Die dann erhaltene Kurve p= (A) beriihrt dann an dieser 
‘Stelle die horizontale Gerade y = 180°. Doch wird der nachste Abschnitt 
zeigen, daB auch Phasenfehler bis zu + 14° ohnehin unbedenklich sind 
und eine einzige Justierung fiir ein so groBes Gebiet wie das ganze sicht- 
bare Spektrum auch bei Prismenspektrographen ausreicht. 


5. Die Auswirkung von Phasenfehlern des Phasenschiebers 
auf das Spektrallinienbild. 


Der Amplitudenverlauf des Lichtes auf der Spektrographenplatte 
bei Anwendung einer Phasenverschiebung @ zwischen beiden Halften 
des parallelen Biindelanteiles entnehmen wir der Gl. (37) auf S. 354 
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It 
sin | by} 
Rin Kot -cos(—-by + ©)/; (10) 


2 


1% 
by 
Ae 


b ist die Gesamtbreite des vom Phasenschieber durchgelassenen Biindels 
(vgl. Fig. 4!), und y ist die Richtvariable 


sin % 
y= 2 2 700- 
2 °, 


a bezeichnet darin den Winkel 


zwischen den Strahlen, die vom 0 
Objektivknotenpunkt H zum be- | 
trachteten Photoplattenaufpunkt % ; 
A bzw. zum Linienmittelpunkt M@ R 
S 
7 
gor 
-200°-160 -120-80 -¥0 0° YO 8 120 160 
ro Near 
Fig. 4. Fig. 5. 


Fig. 4. Zu den fiir das Richtdiagramm, Gl. (4) und Fig. 5, benutzten Bezeichnungen. H photoplattenseitiger 

Knotenpunkt (hier zugleich Hauptpunkt) des Spektrographenobjektivs; M ideale Spaltbildmitte auf der 

Photoplatte bei streng monochromatischer Strahlung ohne Minimumstrahlkennzeichnung (zugleich Ort des 

Minimums bei idealer Minimumstrahlkennzeichnung mit genauer 180°-Phasenverschiebung); A variabler 

Aufpunkt auf der Photoplatte, fiir den die Strahlungsleistung |E(y)|? pro Raumwinkeleinheit in Gl. (11) 
und in Fig. 5 jeweils angegeben ist. 


Fig. 5. Bei Minimumstrahlkennzeichnung mit 194° Phasenverschiebung (statt der verlangten 180°) auf- 
tretendes Spektrallinienbild, berechnet nach Gl. (11). Die Ordinate gibt in logarithmischer Teilung die Strab- 
lungsleistung pro Raumwinkeleinheit als Funktion des Winkels « (Bezeichnung siehe Fig. 4!). Um fiir Spektro- 


graphen mit verschiedenen Prismenbreiten 6 eine gemeinsame Darstellung zu geben, wurde statt « als Ab- 


szisse ae és -sin « gewahlt. Im Griin eines Spektrographen mit 60°-Flint-F3-Prisma der Breite 6 = 7cm 


und der Objektivbrennbreite 70cm entspricht die gezeichnete Minimumverschiebung am Ort der Spektro- 
graphenkassette einer Strecke von 0,4 u und die ganze gezeichnete Abszissenbreite einer Strecke von 20 p. 


zeigen. Die Spektrallinienbreite selbst ist in Gl. (10) als extrem klein 
im Vergleich mit dem Auflésungsvermégen des Spektrographen voraus- 
gesetzt. Fiihren wir in (10) ausdriicklich den Phasenfehler g— 180° 
ein, so ist also die Intensitatsverteilung gegeben durch 


Die Fig. 5 zeigt den mittleren Teil dieser Intensitatsverteilung fiir einen 
Phasenfehler 14°, der sich als maximaler Fehler bei dem Gitterspektro- 


——_ "ts, 


| E (y) |? = konst - 


mh 
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eraphen mit Flint-F3-Prisma im vorhergehenden Abschnitt heraus- 

gestellt hatte. . 
Gegeniiber dem idealen Bilde, das Verfasser in der Fig. 3b auf 

S. 352 der zitierten Arbeit [7] gab, ist hier das scharfe Mittelminimum 


um ein Stiick 
Sees ae 


92 


MIA ° 
> b Ymin = ii (42) 
verschoben, und die Maxima zu Seiten des Minimums zeigen einen leichten 
Hohenunterschied gegeneinander. Dieser Héhenunterschied ist ohne 
Belang. Die Minimumverlagerung betrifft alle Nachbarlinien in nahezu 
gleicher Weise; sie kénnte nur dann zu Fehlern, und zwar systemati- 
schen, bei der Vermessung von Linien fiithren, wenn eine Linie an sehr 
weit von ihr entfernte Bezugslinien, die einem merklich anderen Phasen- 
fehler g — 180° unterliegen, angeschlossen wiirde. Das aber hatte aus 
ganz anderen und zwar bekannten Griinden gréBere Fehler zur Folge, 
als die Minimumverlagerung verursacht, und verbietet sich also 
ohnehin. Sollte sich das spater einmal — etwa durch Verbesserung der 
Photoplatten — andern, so kénnte die wellenabhangige Minimumver- 
schiebung ohne Schwierigkeiten in Rechnung gestellt werden!. 
Entscheidend ist, daB die Minimumscharfe nicht durch die leichten 
Phasenfehler bis zu + 14° leidet. 


6. Zur praktischen Justierarbett. 


Der Phasenschieber wird am einfachsten halbempirisch in Prismen- 
spektrographen einjustiert. Zunachst wird der nach Gl. (6) berechnete 


1 Fast ebenso unbedeutend ist auch der Phasenfehler der Moserschen Anord- 
nung, da er nur im Violett bei dem gewahlten Einfallswinkel tiber die Fehler unserer 
Anordnung steigt (bis auf 25°). Reizvoll an der Moserschen Anordnung ist ihre 
bequeme Justierbarkeit; sie ist vermutlich iiberall dort gut verwendbar, wo es gute 
Polarisatoren gibt (im Sichtbaren also) und dort, wo die metallische Reflexion 
der Totalreflexion nicht zu stark unterlegen ist. Starke Amplitudenunterschiede, 
wie sie im Ultraviolett bei der MosERschen Anordnung auftreten, machen das 
Minimum unscharf und ‘vermindern die Me8genauigkeit, insbesondere dann, wenn 
aus der Minimumscharfe auf die Spektrallinienbreite AA geschlossen werden soll. 
Haben die beiden Biindelhalften zwar die richtige Phasenverschiebung 180°, aber 
die etwas verschiedenen Intensitaten 1 bzw. , so ist die Intensitatsverteilung statt 
durch die Gl. (11) gegeben durch 


sin (= b ») Stialal 
. {cor ("=") sin? (5 b ») + Sin? (=") cos? (Fo 7) : 


ba 

—b 

Cee 
Wenn y 80% betragt, dann hat die Intensitét im Minimum immerhin noch (ADT 
der Seitenmaxima, also ein Vielfaches des unvermeidlichen Streulichtes. Die Haupt- 
schwierigkeit der Mosrrschen Apparatur ist wohl die Beschaffung guter Polari- 
satoren int unsichtbaren Spektralbereichen. 


Zur Minimumstrahlkennzeichnung bei Spektrographen. 539 


Winkel 6 zwischen den Plattennormalen eingestellt. Dazu wird der 
Phasenschieber in bekannter Weise auf dem Tischchen eines Spektro- 
meters statt des Prismas aufgebaut; seine Platten werden dann so 
zueinander gedreht, bis das an ihnen reflektierte Kollimatorlicht im 
Fernrohr Spaltbilder unter dem Winkel 26 erscheinen liBt. Der so 
vorjustierte Phasenschieber wird in den Spektrographen eingesetzt und 
als Ganzes gedreht, bis irgendeine scharfe Spektrallinie ein symmettri- 
sches Minimum erhalt. Das tritt bei mehreren diskreten Stellungen des 
Phasenschiebers ein; es wird die eine Stellung ausgewahlt, bei der auch 
die anderen Testlinien des gewiinschten Spektralbereiches ein sym- 
metrisches Minimum zeigen. Dabei werden die Linien zweckmaBig mit 
einem Mikroskop beobachtet, das an die Stelle der Mikrokamera in 
Fig. 1 tritt. Da bei herabgesetztem Auflésungsvermégen des Spektro- 
graphen die Unsymmetrie des Linienbildes deutlicher wird, justiert man 
am besten mit verkleinerter DurchlaB6ffnung des Phasenschiebers. Da- 
durch wird man zugleich véllig unabhangig von der Scharfe und Kontur 
der zur Justierung benutzten Spektrallinien. 

Dieses Justierverfahren fihrt schnell zum Ziel, wenn die Differenz 
der Plattendicken bekannt ist. Bei Platten, die aus einer Planplatte 
durch Zerschneiden hergestellt sind, ist diese Differenz hinreichend 
genau gleich Null zu setzen. In anderen Fallen ist eine sorgfaltige Mes- 
sung des Dickenunterschiedes z. B. nach dem FizEAuschen Verfahren 
oder nach der vom Verfasser a... O. beschriebenen Methode zunachst 
vorzunehmen. Wiinscht man das zu umgehen, so gelingt bei einiger 
Ubung auch die vollempirische Einjustierung; sie gestaltet sich jedoch 
miihsamer, da zwei Winkel (6 und #,) systematisch zu variieren sind. 

Bei Gitterspektrographen ist die rein goniometrische Einjustierung 
relativ leicht, da das Spektrum nullter Ordnung einen bequemen Null- 
punkt fiir die goniometrische Einstellung auch des richtigen Wertes 
fiir #, gibt. 

Zusammenfassung. 

Zu der 1950 vom Verfasser vorgeschlagenen Anwendung der Mini- 
mumstrahlkennzeichnung auf Spektrographen mit Gitter oder Prisma 
eignet sich besonders gut eine Phasenplatte, die aus zwei gleichen oder 
nahezu gleichen Glas- oder Homosil- oder Steinsalzplatten besteht. Beide 
Platten bilden einen Winkel miteinander und werden zwischen das 
Prisma bzw. das Gitter eines Spektrographen und das Spektrographen- 
objektiv eingesetzt. Weitere Anderungen des Spektrographen sind nicht 
erforderlich; allerdings ist es zweckmaBig, die Spektrallinienbilder nicht 
unmittelbar auf einer Platte aufzufangen, sondern nochmals vergr6- 
Bernd mit einer Mikrokamera zu photographieren. Nur dadurch wird 
meist das die Spektrallinien durchziehende feine Minimum voll aus- 
wertbar. Es erlaubt eine genauere Vermessung von Linienabstanden 
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und eine Beurteilung der Spektrallinienbreite, die ohne Minimumstrahl- 
kennzeichnung einen Spektrographen héheren Auflosungsvermoégens er- 
fordern wiirde. 

Die erste Bedingung der Minimumstrahlkennzeichnung (Intensitats- 
gleichheit beider Biindel) ist bei der genannten Phasenplatte mit hoher 
Genauigkeit erfiillt. Die zweite Bedingung (Phasenunterschied = 180°) 
kann durch zweckmaBige Justierung fiir Gitterspektrographen ebenfalls 
exakt und fiir Prismenspektrographen mit ausreichender Genauigkeit 
erfiillt werden. 

Die Vorrichtung ist in weiten Spektralgebieten (z.B. dem gesamten 
Sichtbaren) in einer einzigen Justierung verwendbar. Der Benutzung 
im Ultrarot und Ultraviolett stehen keine Schranken entgegen, wenn die 
Phasenplatte aus einem im jeweiligen Gebiet durchlassigen Material be- 
steht. Polarisatoren werden nicht bendtigt; die mit den angegebenen 
Phasenplatten ausgeriisteten Spektrographen sind fiir natiirliches und 
beliebig zum Spalt polarisiertes Licht verwendbar. 


Dem Direktor des Instituts fiir Experimentalphysik der Universitat 
dankt Verfasser fiir die Schaffung der Voraussetzungen auch dieser 
Arbeit. 
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Der Sehvorgang beim Dimmerungssehen 
unter Beriicksichtigung der Quantennatur 
des Lichtes. 


Von 


H. GOBRECHT und H. OERTEL. 


(Eingegangen ‘am 16. Juni 1953.) 


Es wird die statistische Schwankung des Lichtes unter Beriicksichtigung der 
Absorption in heterogenen Medien berechnet. Eine Wahrscheinlichkeitsformel 
wird abgeleitet, die eine Erklarung dafiir gibt, daB experimentelle Untersuchungen 
im einen Falle zwei, in anderen Fallen fiinf Photonen als erforderlich zur Erzeugung 
einer minimalen Lichtempfindung ergaben. Die gleiche Formel erklart die bei 
kleinen Sehwinkeln beobachtete Abhangigkeit der Mindestdauer eines Lichtblitzes 
von der GréBe des Sehwinkels. Es wird die Mindestlichtenergie zur Erzeugung 
eines Dauerlichteindruckes berechnet. Diskussion der Messungen der Differential- 
schwelle ergibt, daB das Auge iiber die statistische Schwankung des Lichtes mittelt 
und wenig iiber diese hinausgehende Intensitatsdifferenzen als solche empfindet. 
Das unterschiedliche Verhalten des Lichtes verschiedener Wellenlange wird 
rechnerisch erklart. : 


Einleitung. 


Untersuchungen tiber das vorliegende Problem sind bereits von verschiedener 
Seite, und besonders ausfiihrlich von BAUMGARDT vorgenommen worden. Dabei 
hat sich gezeigt, daB die Beachtung der Quantennatur des Lichtes eine Reihe von 
Erscheinungen auf physikalischer Grundlage zu erklaren gestattet, die man bisher 
auf den physiologischen Mechanismus zuriickzufiihren gezwungen war. In der 
vorliegenden Arbeit soll der Versuch unternommen werden, diese Untersuchungen 
weiterzufiihren. Wir werden die im ersten Abschnitt kurz zusammengefaBten 
experimentellen Erfahrungstatsachen mit Hilfe statistischer Methoden rechnerisch . 
erfassen und ihre nur scheinbaren Gegensatzlichkeiten in Ubereinstimmung bringen. 


1. Bekannte experimentelle Tatsachen. 


(1.1). Die Retina enthalt nach Poryax [J] im peripheren Bereich 
auBerhalb der Netzhautgrube groBe Ganglienzellen, deren Wirkungs- 
bereich etwa einem Sehwinkel von einem Grad entspricht. Dieser Be- 
reich umfaBt ungefahr 10000 Stabchen, die zu je etwa 100 zu besonderen 
Einheiten zusammengefaBt sind. Der Wirkungsbereich einer solchen 
Ganglienzelle verhalt sich wie eine quasi unabhangige Einheit. 

(1.2). Bezeichnet man als Schwellenleuchtdichte diejenige, bei der 
ein Lichtblitz von einem Beobachter etwa jedes zweite Mal wahrgenoin- 
men wird, bei der also die Sehhaufigkeit — Verhaltnis der Zahl gesehener 
Blitze zu ihrer Gesamtzahl — 50% betragt, und untersucht man die 
Abhangigkeit der Sehhaufigkeit von der Leuchtdichte, wobei die Schwel- 
lenleuchtdichte gleich 1 zu setzen ist, dann erhalt man nach BAUMGARDT 
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und anderen [2], [3], [4], [5] eine Kurve, die mit einer Porssonschen 
Verteilungskurve fiir fiinf Elemente ziemlich genau iibereinstimmt. 
Daraus kann man den SchluB ziehen, daB etwa fiinf Photonen fiir das 
Zustandekommen einer beobachtbaren Erregung der Netzhaut erforder- 
lich sind. 

(1.3). Wenn die Absorption von ”-Photonen innerhalb einer quasi 
unabhangigen Einheit [vgl. (1.1)] bei einer Schwellenleuchtdichte S des 
Objektes zur beobachtbaren Erregung fiihrt, dann mub bei einer Ver- 
gréBerung der beleuchteten Flache auf Z quasi unabhangige Einheiten 
die Schwellenleuchtdichte S, 


Spx. SiyZ 


werden. Alle Messungen zeigen eindeutig, daB m = 2 ist (PIpERsches 
Gesetz) [2], [6]. 

(1.4). Wenn bei einer Leuchtdichte L, in der Zeit ¢ durchschnittlich 
n-Photonen absorbiert werden, dann tritt dieses Ereignis auch bei 
einer Leuchtdichte L; in der Zeit T =k - t (k > 1) ein, wenn die Beziehung 


Lo = ,- VR (4.4’) 


besteht. Auch hierbei ergaben die Messungen eindeutig m = 2 (Zeit- 
gesetz) [5], [7]. 

(1.5). Bei einer VergréBerung des Sehwinkels von wenigen Minuten 
auf etwa ein Grad ist bei extrafovealem (etwa 15°) Beobachten keine 
Erhohung der Mindestleistung erforderlich, wenn sie statt in 0,1 sec in 
nur 0,004 sec zugefiihrt wird [3]. 

(1.6). Die vorstehenden MeBergebnisse (1.2) bis (1.5) beziehen sich 
auf eine Lichtwellenlange von 507 mu. 

(1.7). Wenn die durch Photonen gereizte Netzhautflache kleiner ist 
als eine quasi unabhangige Einheit — vgl. (4.1) und (4.3) — dann ist 
die Schwellenleuchtdichte der gereizten Netzhautflache umgekehrt pro- 
portional (Riccosches Gesetz) [8]. 


(1.8). Die GréBe (Durchmesser) einer quasi unabhangigen Einheit 
ist abhangig von der Wellenlange des auffallenden Lichtes. Bei extremem 
Rotlicht betragt ihr Durchmesser etwa 10 min, im Griinblauen etwa 1° 
und im Blauen etwa 1!/,° [2], [3]. 

Zusammenfassend kann man sagen: 


A. Wenn bei einer Beobachtung die gereizte Netzhautflache kleiner 
ist als eine quasi unabhangige Einheit, treten wesentlich andere Erschei- 
nungen auf als bei einer Beobachtung mit mehreren quasi unabhingigen 
Einheiten. Diese sind abhangig von der Wellenlinge des Lichtes; ihre 
GréBe entspricht speziell im Bereich optimaler Empfindlichkeit des 
Auges dem Wirkungsbereich einer groBen Ganglienzelle. 
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(B). Das Zustandekommen eines Leichtreizes erscheint einerseits 
abhangig von der Einwirkung von fiinf Photonen (1.2), andererseits von 
zwei Photonen (1.3) und (1.4). 


2. Der Einflup der statistischen Schwankung des Lichtes. 

Bei allen Lichterscheinungen handelt es sich um die Beobachtung 
von quantenhaften Vorgaéngen, bei denen Absorptionsvorginge voll- 
kommen zufallig beziiglich des einzelnen Lichtquantes verlaufen. Man 
mu daher die statistischen Methoden zu ihrer Berechnung anwenden. 
Wenn eine bestimmte Anzahl, z.B. N-Quanten, einem solchen Absorp- 
tionsprozeB unterworfen werden in der Weise, da8 nach Beendigung 
des Prozesses durchschnittlich noch »=N - p-Quanten iibrigbleiben, 
dann wird diese Zahl zeitlich und raumlich schwanken, und die Gr6éBe 
dieser Schwankung ist gegeben durch die Formel 


s= NFU) 
oder, wenn # sehr klein gegen 1 ist, 
s=|N-p. (2.4) 


Bei allen Sehvorgangen werden die Photonen mehreren solchen Absorp- 
tionsphasen nacheinander unterworfen. Es tritt Absorption in dem 
Raum zwischen beobachtetem Objekt und Auge, beim Durchtritt der 
Photonen durch die Hornhaut des Auges, durch die vordere Augen- 
kammer, die Kristallinse und schlieBlich beim Durchtritt durch den 
Glaskérper ein. Alle diese Absorptionsphasen sind, da sie ja durch 
heterogene Medien bestimmt werden, offenbar unabhangig voneinander, 
und es entsteht die Frage, ob diese etwa auch im statistischen Sinne als 
voneinander unabhangige Ereignisse zu betrachten sind, so daB jede von 
ihnen fiir sich einen gesonderten Schwankungsbeitrag zur Endschwan- 
kung additiv beisteuert. E. Stumpr und H. Morcan [9], sowie M. C. 
Teves und T. Toit [10] vertreten die letztere Ansicht und kommen zu 
folgender Formel fiir die Schwankung des Photonenstromes auf der 


Netzhaut: 


S= Ves? + £eS3-h e+ + Barista Sa: 
Dabei sind die s die Schwankungswerte der einzelnen Phasen im Gesamt- 
prozeB und die g sind Verstarkungszahlen, definiert durch das Verhaltnis 
der mittleren Quantenzahl auf der Netzhaut zur mittleren Quantenzahl 
der jeweiligen Phase. Wir kénnen uns dieser Ansicht nicht anschlieBen. 
Ware diese Auffassung richtig, dann miiBte z.B. bei einer Beobachtung 
durch ein homogenes Absorptionsfilter ein genaueres Ergebnis zu er- 
warten sein als bei einer Beobachtung durch mehrere hintereinander- 
geschaltete Filter, deren Schwachung zusammen ebenso groB ist wie 


die des homogenen Filters. 
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Es handelt sich vielmehr hierbei um einen KettenprozeB — Mar- 
Korrsche Kette [12] —, bei welchem die einzelnen Phasen von dem Er- 
gebnis der vorhergehenden abhangig sind. Um eine mathematische 
Formulierung fiir die Endschwankung um den Mittelwert zu bekommen, 
nehmen wir an, daB urspriinglich N-Photonen in die erste Phase des 
Prozesses eintreten. ,-Photonen sollen die erste Phase passieren, 
N —n,-Photonen sollen absorbiert werden. Der Absorptionsvorgang ist 
vollkommen willkiirlich, es ist also véllig unbestimmt, welches der 
N-Photonen passiert und welches absorbiert wird. Die Wahrscheinlich- 
keit dafiir, daB ein bestimmtes Photon, sagen wir das mit dem Merkmal +, 
passiert, ist nach den elementaren Regeln der Statistik gleich dem Ver- 
haltnis 2,/N. Durch die zweite Phase passieren ,-Photonen in die 
dritte, wahrend ”,—,.-Photonen absorbiert werden. Die Wahrschein- 
lichkeit fiir ein bestimmtes der ”,-Photonen, durch die zweite Phase zu 
passieren, ist dann wiederum durch das Verhdltnis n/n, gegeben, und 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB gerade das Photon + wiederum 
passiert, ist das Produkt aus den Einzelwahrscheinlichkeiten, also gleich 
M4°M/N+n,, also gleich ,/N. Soll schlieBlich das Photon + auch die 
k-te Phase noch passieren, so wird die Wahrscheinlichkeit dafiir durch 
das einfache Verhaltnis 1,/N gegeben. Dieses Verhaltnis bezeichnen wir 
mit ~, und es soll 1—p=gq gesetzt werden. Die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, da8B das Photon + durch alle Phasen passiert, ist also #. Wenn 
jetzt m-Photonen durch alle Phasen passieren sollen, dann ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir wieder das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten, 
also #". Die tibrigen N—wn-Photonen sollen in den: vorhergehenden 
Phasen absorbiert worden sein. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ergibt 
sich in der gleichen Weise zu g’~”, und der Fall, 2-Photonen passiert 
und gleichzeitig N—mn-Photonen absorbiert, hat die Wahrscheinlich- 
Ket pug", 

Nun kommt es aber fiir die Wirkung der Photonen gar nicht darauf 
an, da8 gerade die m-Photonen mit den Merkmalen +, ® usw. passieren. 
Es kénnen das ebenso gut andere, oder auch ein Teil derselben und ein 
Teil der anderen tun. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Passieren beliebiger 
nm von den N-Photonen ist um soviel gréBer, als man N-Photonen zur 
m-ten Klasse kombinieren kann und wir erhalten somit schlieBlich als 
Wahrscheinlichkeit fiir die Anordnung: -Photonen passiert durch alle 
k-Phasen und N — n-Photonen absorbiert in einer der k-Phasen den Aus- 
druck 


TL N 
Win) = (2) pms gh, (2.2) 
Dieser Wahrscheinlichkeit entspricht aber eine normale GAusssche Ver- 


teilung mit einer Schwankung, wie wir sie bereits in (2.1) angegeben 
haben. Es ist dabei auch gleichgiiltig, ob es sich in jeder Phase des 
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Prozesses um eine Absorption oder Verstaérkung handelt, solange nur 
der Vorgang selbst zufallsbedingt abliuft. 


Diese Feststellung war erforderlich, um sicherzustellen, daB wir bei 
der Betrachtung der Vorginge auf der Netzhaut normale statistische 
Verhaltnisse antreffen, die mit statistischen Methoden der Berechnung 
zuganglich gemacht werden kénnen. 


3. Photonen als Quelle der Sehempfindung. 


Die experimentellen Ergebnisse des ersten Abschnittes zeigten, daB 
es auf der Netzhaut Bereiche gibt, die sich wie quasi unabhangige Ein- 
heiten gegeniiber einer Lichteinwirkung verhalten. Wir wollen sie 
Aktionsbereiche nennen. Von ihnen kénnen wir aussagen, daB ihre GréBe 
offenbar in emer gewissen Abhangigkeit steht von der Dauer der Ein- 
wirkung einer Mindestlichtenergie (1.5), und einen bestimmten von Zeit 
und Wellenlange des Lichtes abhangigen Betrag nicht iiberschreitet. 

Das Zustandekommen eines Lichtreizes scheint nach (1.2) abhangig 
zu sein von der Einwirkung von fiinf Photonen, nach (4.3) und (4.4) 
geniigen jedoch zwei Photonen. Es gilt, diesen Widerspruch physikalisch 
zu erklaren. 

Aus dem Vorgesagten erhellt, daB eine statistische Abhangigkeit 
zwischen Zeit, Flache und Photonenzahl bestehen muB. Offenbar miissen 
eine bestimmte Zahl — nach (1.3) und (1.4) zwei — Photonen innerhalb 
einer bestimmten Zeit ¢, die wir Treffzeit nennen wollen, und innerhalb 
einer bestimmten kleinen Flache der Netzhaut zusammentreffen. Diese 
kleine Flache nennen wir Aktionszelle — nicht etwa zu verwechseln 
mit einer biologischen Zelle — und von ihr wissen wir nur, daB sie kleiner 
als ein Aktionsbereich sein mu8B, daB also ein Aktionsbereich aus meh- 
reren Aktionszellen besteht. Die mathematische Formulierung unseres 
Problems lautet dann folgendermaBen: 

Ein Photon habe die Aktionszelle x getroffen. Wie groB ist die 
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die gleiche Aktionszelle innerhalb der 
Zeit t von einem zweiten Photon getroffen wird und wie viele Photonen 
sind durchschnittlich erforderlich, damit die Wahrscheinlichkeit fiir das 
Ejintreffen dieses Ereignisses den Wert 0,5 (Schwellenleuchtdichte) an- 
nimmt ? 

Die Photonenmenge enthalte m-Photonen. Die Wahrscheinlichkeit, 
daB 4 von diesen eine beliebige Aktionszelle trifft, ist 


Wi) = 4. 


Es sei z die Anzahl der Aktionszellen des Aktionsbereiches, auf den die 
Photonenmenge eingestrahlt wird. Dann ist die Wahrscheinlichkeit 
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dafiir, da® ein bestimmtes zweites Photon dieser Menge (z. B. das Pho- 
ton @) die gleiche, durch das Auftreffen des ersten Photons ,,bestimmte“ 
Aktionszelle trifft: 

W (2) = 42; 
da aber auBer diesem Photon ® noch weitere  — 2-Photonen unserer 
Menge die gleiche Méglichkeit haben, erhéht sich bei beliebigem zweiten 
Photon die Wahrscheinlichkeit auf 


W'(2) = (m= 1)/2. 


Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Dublett — das Zusammentreffen zweier 
Photonen in der Aktionszelle x — ist das Produkt der Einzelwahrschein- 
lichkeiten W(1) und W’(2), also unter Beriicksichtigung dessen, daB die 
resp. Kombinationen 1,2 gleichwertig 2,1 sind und daher nur einmal 
gezahlt werden: 


W(t + 2) =(5)/z. 


Hierbei wurde noch nicht beriicksichtigt, daB auch die Zeitbedingung 
besteht, daB das Dublett innerhalb der Treffzeit ¢ zusammentreffen muB. 
Verteilt sich die Menge der m-Photonen tiber die Einstrahlzeit T, wah- 
rend das Dublett entsprechend unserer Annahme in der Treffzeit ¢ zu- 
sammentreten muB, um eine Lichtempfindung zu verursachen, dann 
muB der obige Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit W(1 + 2) noch durch 
das Verhaltnis b = T/t dividiert werden, und wir erhalten schlieBlich 


W, = 0,5 {ol Jan. (3.4) 


Der Index s deutet hierbei an, daB die Formel (3.1) die Wahrscheinlich- 
keit fiir die Schwellenleuchtdichte angibt [vgl. (1.2)]. 

Nun sind uns in (3.1) sdmtliche GréBen unbekannt und wir miissen 
aus den experimentellen Ergebnissen plausible Annahmen fiir sie herzu- 
leiten versuchen. Zunachst wollen wir z bestimmen. Aus (1.5) kénnen 
wir entnehmen, daB bei einer Einstrahlzeit der Ph.-Menge T =0,1 sec 
der Aktionsbereich sicher ein Minimum ist, also auch z, die Anzahl der 
von ihm umfaBten Aktionszellen. Wie klein kann z werden ? 

Aus der Nervenphysiologie ist bekannt, daB unterschwellige Reize 
(z.B. von einem Photon) in den Aufnahmezellen Potentiale erzeugen, die 
sich mit logarithmischer Dampfung ausbreiten. Solche lokalen Poten- 
tiale summieren sich und erzeugen ein Aktionspotential, das eine Emp- 
findung auslést. Dabei muB natiirlich am Treffpunkt des zweiten Reizes 
das vom ersten herriihrende, durch die Entfernung gedampfte Poten- 
tial noch hinreichend groB sein. Dementsprechend definieren wir als 
Aktionszelle eine gerade so groBe kreisférmige Netzhautflache, daB eine 
Empfindung durch ein Photonendublett eben noch ausgelést wird, wenn 
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beide Photonen diametral auf den Umfang treffen. Der kleinste Aktions- 
bereich muB also vier Aktionszellen enthalten, da dann ein erstes, den 
Mittelbunkt des Aktionsbereiches bestimmendes Photon mit jedem 
zweiten, in beliebiger Richtung in den so definierten Aktionsbereich 
treffenden Photon zu einem Dublett zusammentreten kann. 


Zur Bestimmung der Treffzeit ¢ erinnern wir uns, daB ein Licht- 
eindruck nicht abrupt verschwindet, sondern eine gewisse Zeit anhalt. 
Diesem Umstand ist es zu verdanken, daB wir Lichtblitze, wenn sie nur 
in hinreichend kurzer Zeit aufeinander folgen, als kontinuierlich emp- 
finden. Die Verschmelzungsfrequenz betragt im Mittel 20 Hz. Die Ur- 
sache dieser Erscheinung ist, daB ein durch einen Reiz hervorgerufenes 
Potential zeitlich logarithmisch abklingt. 


Fir uns besagt dieser Tatbestand, daB nach langstens 0,05 sec ein 
Aktionspotential so weit abgeklungen ist, daB das Auftreffen eines 
weiteren Photons kein neues Aktionspotential zu erzeugen vermag. 
Daraus kann man schlieBen, daB die Treffzeit t~0,025 sec betragen muB. 
Nehmen wir an, ein Photon habe eine Aktionszelle getroffen. Nach 
t= 0,025 sec treffe ein zweites die gleiche Aktionszelle, in der das vom 
ersten Photon herriihrende Potential gerade noch hoch genug ist, um 
mit dem zweiten ein Aktionspotential zu ergeben. Dieses klingt ab und 
reicht nach wiederum 0,025 sec gerade noch aus, um mit einem dritten 
Photon abermals ein Aktionspotential zu erzeugen usf., wodurch dann 
ein Dauerlichteindruck zu beobachten ware. Es mu8 dann tatsachlich 
die von uns gesuchte Treffzeit t= 0,025 sec sein}. 

Die Einstrahlzeit der Photonenmenge fiir den kleinstméglichen 
Aktionsbereich betrug TJ =0,1. Damit wird }=T/t=4. Weiter war fiir 
diesen Aktionsbereich ebenfalls z= 4. Setzen wir diese Werte in (3.1) 


ein, dann erhalten wir 
W, = 0,5 =(3)/4-4 


n(n — 1) = 16 
n~4,5. 


Wir erhalten also das Ergebnis, daB zur Erzielung einer Lichtempfindung 
im Durchschnitt fiinf Photonen erforderlich sind. Aus (3.1) kénnen wir 
nun (1.5) leicht erklaren. VergréBern wir némlich den Aktionsbereich, 
d.h. z, unter gleichzeitiger Verkleinerung der Einstrahlzeit und damit 
des Verhaltnisses } = T/t, dann bleibt sowohl die Wahrscheinlichkeit W, _ 
als auch die Anzahl» der Ph.-Menge unverandert. Fir T= 0,004 


1 Da das Aktionspotential hdher ist als das von einem einzelnen Photon er- 
zeugte Potential, mu8 man eigentlich die Treffzeit ¢ entsprechend kleiner annehmen. 


Vegi. die Schlu8bemerkung in Abschnitt 6. 
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erhalten wir z— 100. Ein Aktionsbereich umfaBt in diesem Fall 100 Ak- 
tionszellen und ist nach (4.5) so groB, daB seine Flache etwa einem Seh- 
winkel von 1° entspricht, also nach (1.1) ungefahr gleich einer groBen 
Ganglienzelle. Demzufolge umfaBt auch eine Aktionszelle ein Gebiet, 
in dem je 100 Stabchen zu einer Einheit zusammengefaBt sind. Wir 
werden spater sehen, daB dies nur bei einer Lichtwellenlange von etwa 
500 mu, bei welcher die Empfindlichkeit des Auges am groBten ist, 
zutrifft. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: 

C. Die Wahrscheinlichkeitsgleichung fiir die Leuchtwellendichte (3.1) 


W= (= (}isr=os 
gestattet es, alle in (1.2) bis (1.5) enthaltenen experimentellen Beobach- 
tungen einheitlich physikalisch zu erklaren. Es sind fiir das Zustande- 
kommen eines Lichteindruckes genau zwei Photonen erforderlich. Diese 
miissen jedoch innerhalb der Treffzeit = 0,025 sec und innerhalb eines 
bestimmten kleinen Gebietes der Netzhaut zusammentreffen. Dieses 
kleine Gebiet, die Aktionszelle, stimmt bei der Lichtwellenlange 507 my 
mit den innerhalb einer groBen Ganglienzelle zu je 100 zusammengefaBten 
Stabchenkomplexen tiberein. Damit unter den statistischen und phy- 
siologischen Gegebenheiten ein so gekennzeichnetes Photonendublett 
mit einer, der Schwellenleuchtdichte entsprechenden Wahrscheinlichkeit 
von 50% zusammentreffen kann, ist erforderlich, daB eine Photonen- 
menge von fiinf Photonen innerhalb der Einstrahlzeit T und innerhalb 
eines mehrere, mindestens vier, Aktionszellen enthaltenden Bereiches, 
des Aktionsbereiches eingestrahlt wird, wobei die Bedingung besteht, 
daB bei einer VergréBerung des Aktionsbereiches die Einstrahlzeiten 
umgekehrt proportional verringert werden, alsoz- J =const bleiben muB!. 


4. Dauerlichtempfindung. 


Die Retina enthalt nach (4.1) groBe Ganglienzellen, die jeweils etwa 
10000 Stabchen zu einer physiologischen Einheit zusammenfassen. Fiir 
alle diese Stébchen steht namlich, von der groBen Ganglienzelle aus- 
gehend, ein einziger Neurit zur Verfiigung, um einen Empfindungsreiz 
an die Gehirnzentren weiterzuleiten. Das bedeutet, daB, ganz gleich, 
welches Stabchen bzw. Stabchenpaar dieses Bereiches gereizt wird, der 
Lichteindruck als vom selben Ort ausgehend empfunden wird. Damit 
bestimmen die groBen Ganglienzellen das Auflésungsvermégen des Auges 
beim Dammerungssehen; sie stellen, um einen einfachen Vergleich zu 


1 Die Formel (3.1) enthalt also das Zeitgesetz, wenn 2=const, das PipERsche 


Gesetz, wenn T= const und das Rrccosche Gesetz, wenn z+ T= const gehalten 
wird. 
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gebrauchen, die ,,KorngréBe des Netzhautfilmes“ dar. Weiterhin haben 
wir festgestellt, da8 bei der Lichtwellenlinge gréBter Augenempfind- 
lichkeit, naémlich beim Dammerungssehen bei 507 mu, unsere Aktions- 
bereiche mit dem Bereich einer groBen Ganglienzelle iibereinstimmen. 
Es erscheint daher sinnvoll, bei unseren weiteren Uberlegungen von 
eimem Aktionsbereich dieser GréBe, bei dem die Zahl der Aktionszellen 
z=100 betragt, auszugehen. 

Wir haben bereits im Abschnitt 3 erwahnt, da8 dem Auge etwa alle 
0,05 sec ein Lichtblitz eingestrahlt werden muB, damit der Beobachter 
eine Dauerlichtempfindung wahrnimmt. Das bedeutet, daB alle 0,05 sec 
ein Photonendublett zusammentreffen mu8. Unsere statistische Be- 
dingung hierfiir ist, daB die Wahrscheinlichkeit fiir ein Photonendublett 
in der halben Zeit (0,025 sec) 50% betragen muB. 

Unser Aktionsbereich soll 100 Aktionszellen umfassen. Es ist dann 
z=100 und die Einstrahlzeit T= 0,004 sec. Unsere Frage lautet jetzt: 
Wenn bei einer Menge von fiinf Photonen in der Zeit T = 0,004 sec mit 
50% ein Dublett wahrscheinlich ist, wie groB mu8 dann eine Photonen- 
menge sein, so daB mit der gleichen Wahrscheinlichkeit im gleichen 
Aktionsbereich in der Zeit T’ —0,025 sec ebenfalls ein Photonendublett 
zusammentrifft ? 

Die Antwort gibt uns das Zeitgesetz mit der Gl. (1.4’) die wir in 
etwas abgednderter Form hinschreiben: 


N=n-|T/T =n:- /0,025/0,004 =n- 6,25 | 
Ni 5:2, 5:r~4i2: 


Hierin bedeutet ” die Anzahl der Photonen der Menge, die in der Zeit T, 
und N die Zahl der Photonen, die in der Zeit T’ eingestrahlt werden. 


(4.1) 


5. Differentialschwelle. 

Man bezeichnet den geringsten Intensitatsunterschied, der gerade 
noch als Empfindungsdifferenz festgestellt werden kann, als Differential- 
schwelle. Zweifellos wird er von der Gréfe der Intensitaten abhangen 
und Roser [11] fand, daB die Beziehung 

i, — Jo = hss; (5.4) 
fiir einen groBen Intensitatsbereich gilt, wenn die Beobachtungszeit 
— ,,Nutzzeit‘‘ — sich iiber etwa 0,25 sec erstreckt. Bezieht man dabei 
die Intensitaten auf das Netzhautniveau, dann wird k=5 und s, be- 
deutet die statistische Schwankung der vom Objekt aus auf die Netzhaut 
treffenden Photonen [vgl. (2.1)]. 

Wir miissen zundchst feststellen, daB in (5.1) inkommensurable 
GréBen, namlich links Intensitaten mit rechts unbenannten Zahlen ver- 
glichen werden. Um die Dimensionen richtigzustellen, beziehen wir 

37" 
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die Intensitiaten auf die FlachengréBe des vom Objekt auf der Netzhaut 
entworfenen Bildes als Einheit und dividieren auch die rechte Seite 
durch diese Flacheneinheit F. ZahlenmaBig wird dadurch in (5.1) nichts 


gedndert. Wir erhalten wegen s,/ |/F = |/l, 
I, —I,=hks|F = 1,- A/F. (5.2) 


Nach BauMGaRDT (3) werden aber nur etwa 20% der auf die Netzhaut 
auftreffenden Photonen in den Stabchen wirksam absorbiert. Da uns 
nur diese interessieren, dividieren wir (5.2) durch 5 und erhalten, wenn 
wir I/5 =7 setzen, 


i, — tg = Vig R/YSF. (5.3) 


Die Nutzzeit von 0,25 sec erscheint notwendig, damit die hoheren Ge- 
hirnzentren mit einiger Sicherheit die Intensitatsdifferenz zu registrieren 
vermogen. Beziehen wir namlich Gl. (5.3) auf die ,, Wirkzeit eines Rei- 
zes, nach welcher der Reiz wiederholt werden mu8, um als Dauerreiz 
empfunden zu werden (vgl. Abschnitt 3), also auf 0,05 sec, dann erhalten 
wir unter Anwendung des Zeitgesetzes (1.4’) bei T/t= 0,25 sec/0,05 sec = 5 
fir 1=n- V5; hieraus und wegen k= 5 ergibt sich aus (5.3) 


Ny —' Ne = 1,5° Vn lVF. (5.4) 


Hierin bedeuten die ~ die Anzahl der Photonen, die vom Objekt bzw. 
einem gleich groBen Stiick der Umgebung herkommend, in der Wirkzeit 
die Stabchen reizen. Zu beachten ist, daB die GréBe \F auf der rechten 
Seite eine reine DimensionsgréBe mit dem Zahlenwert 1 ist und auch 
bei einem eventuellen Wechsel der Bezugsflachen fiir die Intensitaten 
stets gleich 1 bleibt. 

Gl. (5.4) sagt aus, daB erstens das Auge iiber die statistisch bedingten 
Schwankungen einer Lichtintensitéat mittelt und zweitens einen nur 
wenig diese statistische Schwankung iiberschreitenden Intensitats- 
unterschied bereits als Empfindungsdifferenz registriert. 


6. Aktionsbereich und Lichtwellenlinge. 


Wir haben in Abschnitt 3 bereits erwahnt, daB jedes Photon, das 
ein Stabchen trifft, ein unterschwelliges Potential erzeugt, welches sich 
mit logarithmischer Dampfung ausbreitet. Innerhalb einer, von der 
Hohe des am Treffort erzeugten Potentials abhangigen Umgebung ver- 
mag sich dieses gedampfte Potential mit einem durch ein zweites Photon 
erzeugten Potential zu einem Aktionspotential zu summieren. Je héher 
das urspriingliche Potential war, in desto gréBerer Entfernung wird das 
gedampfte Potential noch hoch>genug sein, um mit einem zweiten 
Photon ein Aktionspotential zu erzeugen. 
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Nun ist der Energiebetrag, den ein Photon mit sich fiihrt, um so 
héher, je kleiner seine Wellenlainge ist. Demzufolge miissen auch die 
in Abschnitt 3 definierten Aktionszellen fiir verschiedene Lichtwellen- 
langen verschieden groB sein, und zwar werden sie bei Einstrahlung von 
rotem Licht kleiner sein, das bedeutet: weniger Stabchen enthalten, 
als bei blauem Licht. 

Wir bezeichnen das lokale Potential, das ein Photon der Frequenz » 
beim Auftreffen erzeugt, mit P. Das gedimpfte Potential in der Ent- 
fernungy von dem Treffort sei P’, und P + P’ mége gerade noch gleich A, 
dem Aktionspotential sein. Mit d bezeichnen wir das logarithmische 
Dekrement, E die Energie des Quants. 

Unseren obigen Uberlegungen kann man dann folgende mathema- 
tische Formulierung geben: 


P.+Rh=P,+PR=A 
DicerecBingit 8 pip Bec Py gtd 
P,(1 + e-"4) = Pat + e-*4) 
5 a a ek oe 


Ee 1S Vy 1+ e—nd * 


Geht man zum lg iiber, entwickelt die rechte Seite und vernachlassigt 
die Glieder héherer Ordnung, so erhalt man in erster Naherung 


ig 7. = d(ry—17)) = 7 = Ry (6.1) 


wobei z,, die Anzahl der Aktionszellen in einem gréBten Aktionsbereich 
und dementsprechend R=r- Vem der Durchmesser eines solchen ist. 
Von BAUMGARDT [2] liegen Messungen vor, denen zufolge [vgl. (1.8) ] die 


Durchmesser eines gréBten Aktionsbereiches im extremen Rot 10’ und 


4 _ 0,026, dann erhiilt 


im Blau 1,5° betragen. Setzt man in (6.1) 
Zz 


man fiir die Durchmesser R bei 650 mp 10’, bei 510 my 1° 10’ und bei 
470 my. 1,5° in recht guter Ubereinstimmung mit den Messungen. 

In gleicher Weise wie die flachenhafte Ausbreitung des lokalen Reiz- 
potentials klingt dieses auch zeitlich mit lg-Dampfung ab. Die Berech- 
nung der Frequenzabhangigkeit 1aBt sich wie oben durchfiihren und man 
erhalt 


Ig =) = A(t, — 4). (6.2) 


Hierin sind die ¢ die Treffzeiten der Formel (3.1) fiir die verschiedenen 
Wellenlangen. Jedoch sté8t die Berechnung des Dekrementes 0 auf 
erhebliche formale Schwierigkeiten. Ein Weg zu seiner Bestimmung ist 
vielleicht durch die Verkniipfung mit den Aktionsstrémen des Auges 
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gegeben, doch muB eine eingehende Untersuchung dieser Zusammen- 
hinge ebenso einer spateren Arbeit itberlassen bleiben wie die infolge 
dieser logarithmischen Abhangigkeiten bei Umrechnung von isenergeti- 
scher Einstrahlung auf gleich-wirksam-absorbierte Quantenzahlen sich 
ergebende Verschiebung der spektralen Helligkeitsverteilung des dunkel- 
adaptierten Auges. Es laBt sich zeigen, daB dabei das Empfindungs- 
maximum um mindestens 20 my nach langeren Wellen verschoben wird. 


SchluBbemerkung. 


Wir konnten im vorangehenden zeigen, da8 man mit Hilfe einer Wahrschein- 
lichkeitsformel (3.1) die bisher bekannt gewordenen experimentellen Erfahrungen 
iiber das Dammerungssehen physikalisch iibereinstimmend zu klaren vermag. Dies 
bezieht sich auch auf den Umstand, da®8 die maximale GroBe der Aktionsbereiche 
in der Literatur sehr verschieden angegeben wird. Wir haben gesehen, daB diese 
GroéBe abhangig ist von der Wellenlange. Sie ist weiterhin abhangig von der 
Einstrahlzeit T, kurz sie ist abhangig von den Versuchsbedingungen und nicht 
etwa eine Konstante. Da diese Abhangigkeit bisher noch nicht untersucht worden 
ist, wollen wir im AnschluB an diese Arbeit diese experimentellen Untersuchungen 
durchfiihren. Ebenso wollen wir die Treffzeit ¢ und das zeitliche logarithmische 
Dampfungsdekrement sowohl theoretisch wie experimentell zu ermitteln und die 
unterschiedliche spektrale Empfindlichkeit der hell- und dunkeladaptierten Stab- 
chen rechnerisch zu erfassen versuchen. 
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Uber die Lumineszenz der Thallium (1)- 
und Blei(II)halogenide bei tiefen Temperaturen. 
Von 
H. GoOBRECHT und F. BECKER. 


(Eingegangen am 21. Juni 1953.) 


Es wurde gefunden, da8 alle Thallium(I)- und Blei(II)halogenide mit Ausnahme 

der Fluoride durch Aufnahme geringer Spuren von Wasser fluoreszenzfahig bei 

—180° C werden. Die Tl(I)halogenide werden auBerdem durch Zerreiben der 
Kristalle fluoreszenzfahig bei —180° C. 


Es ist bekannt, daB TIC] und PbCl, im festen Zustand unter Anregung 
durch langerwelliges Ultraviolett bei tiefen Temperaturen fluoreszieren. 
Uber die Fluoreszenz der iibrigen Thallium(I)- und Blei (I])halogenide 
wei8 man nichts, lediglich tiber PbBr, und PbJ, sind in der Literatur 
einige unklare Angaben zu finden. Uber die Entstehung der Fluoreszenz- 
fahigkeit ist in keinem Falle etwas bekannt 12,3. 

Im folgenden wird mitgeteilt, daB man auf bisher ungewohnte Weise 
samtliche Thallium(1)- und Blei(II)halogenide bei tiefer Temperatur 
fluoreszenzfahig erhalten kann; eine Ausnahme machen die Fluoride, 
die ja auch in anderen Eigenschaften von den tibrigen Halogeniden ab- 
weichen. Fiir die Entstehung der Fluoreszenzfahigkeit der Thallium (I)- 
und Blei(II)halogenide bei tiefer Temperatur ist nur wesentlich, daB 
die Salze (unabhangig von ihrem Reinheitsgrad) mit Wasser in Beriih- 
rung kommen. An Stelle des sonst vielfach fiir die Lumineszenz not- 
wendigen Aktivators scheint das Wasser getreten zu sein. Es muB8 aber 
betont. werden, daB bekanntlich die T1(I)- und Pb/(II)halogenide kein 
Kristallwasser enthalten. Werden die fluoreszenzfahigen Praparate 
langere Zeit auf Temperaturen nahe an ihren Siedepunkten gehalten, 
oder werden sie destilliert, d-h. werden sie Behandlungen unterworfen, 
bei denen sie den Wassergehalt verlieren, so ist die Fluoreszenzfahigkeit 
danach weitgehend eingeschrankt bzw. vollstandig verschwunden. Be- 
riihrung mit Wasser ruft sie wieder hervor. Die aufgenommene Wasser- 
menge ist nicht wagbar. 

Bei den Thallium (I)halogeniden kann man auBerdem auf andere Art 
eine Fluoreszenzfahigkeit erhalten, namlich durch Zerreiben oder durch 
-schnelle Abkiihlung einer Schmelze. Dies bedeutet eine Behandlung, 
nach der offensichtlich schlecht ausgebildete Kristalle vorhanden sind. 
PSO WtpDEMANN, E., u..G. C. Scumipt: Wied. Ann. 56, 201 (1895). 


2 Rosi, R.: Z. angew. Chem. 39, 608 (1926). 
/ 8 Ranpatu, J. T.: Trans. Faraday Soc. 35, 1 (1939). 1 
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Durch Tempern verschwindet diese Fluoreszenzfahigkeit, abermaliges 
Zerreiben ruft sie wieder hervor. Im einzelnen wurde beobachtet: 


I. Thallium(I)halogenide. 


Thallium(I)chlorid, gefallt aus waBriger Lésung von T1,SO, oder 
TINO, durch HCl oder lésliche Chloride, zeigt ohne weitere Nachbehand- 
lung starke blaue Fluoreszenz bei —180°C unter Anregung durch 
366 my, 254myp und Rontgenstrahlung. TIC] des Handels zeigte mit 
einigen Ausnahmen die gleiche Fluoreszenz. Diese Ausnahmen fluores- 
zierten gar nicht oder nur stellenweise. Nach Lésen in bidestilliertem 
Wasser und Auskristallisieren zeigten sie die blaue Fluoreszenz homogen. 

Durch Schmelzen fluoreszenzfahigen Thallium (I)chlorids (Fp.427°C) 
laBt sich die Fluoreszenzfahigkeit nicht beseitigen. Halt man jedoch 
eine Schmelze etwa 20 min auf einer Temperatur etwas unterhalb des 
Siedepunktes (Sp. 807°C); so fluoreszieren die daraus gewonnenen 
Kristalle nicht mehr unter den angegebenen Bedingungen. Setzt man 
sie der Einwirkung von Wasserdampf aus, so werden sie zunachst auBer- 
lich, bei langerer Dauer ins Kristallinnere fortschreitend, bei — 180° C 
fluoreszenzfahig. Man kann die Kristalle auch ins Wasser legen, wodurch 
die gleiche Wirkung erzielt wird. Die Fluoreszenzfahigkeit wird auBer- 
ordentlich viel schneller hervorgerufen, als die Lésung der Kristalle vor 
sich geht. Auch destilliertes TICl fluoresziert nicht mehr unter den 
angegebenen Bedingungen. Es gentigt jedoch, das destillierte Praparat 
14min lang Wasserdampf auszusetzen, um Fluoreszenzfahigkeit zu be- 
wirken. Das gleiche leistet im Laufe einiger Stunden die Luftfeuchtig- 
keit. Im Trockenschrank aufbewahrtes, nichtfluoreszierendes T1Cl wird 
auch nach Monaten nicht fluoreszenzfahig. 

Thallium(I)bromid, hergestellt aus waBriger Lésung von TICl durch 
Fallung z.B. mit HBr oder KBr, fluoresziert bei — 180° C griin. Diese 
Fluoreszenzfahigkeit 1aBt sich durch die gleichen Verfahren, wie sie 
beim TIC] angegeben sind, beseitigen und wieder hervorrufen, wenn auch 
die Einwirkung des Wassers unter gleichen Bedingungen nur etwa halb 
so schnell vor sich geht wie beim TICI. 

Thallium(I)jodid, hergestellt aus waBriger Lésung von TICl durch 
Fallung z.B. mit HJ oder NaJ, fluoresziert bei — 180° C gelb. Beim Tl} 
lassen sich die angegebenen Verfahren zur Beseitigung der Fluoreszenz- 
fahigkeit nicht anwenden, da T1J bei 175° C seine Kristallstruktur von 
O;, in D3}, umwandelt. Die cinmal bei hdherer Temperatur angenom- 
mene Struktur, die auch beziiglich der Fluoreszenzfiahigkeit andere 
Eigenschaften zu haben scheint, wandelt sich erst im Laufe von Monaten 
in die bei tieferen Temperaturen bestandige um. Hier ist es wichtig, zu 
erwahnen, da8 die Entstehung der Fluoreszenzfahigkeit durch Beriih- 
rung mit Wasser noch langsamer als beim TIBr vor sich geht. Man kann 
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namlich nichtfluoreszierendes TlJ folgendermaBen erhalten: Mit nicht 
fluoreszenzfahigem TIC in geniigend feinkristalliner Form, wie es z.B. 
durch Destillation erhalten wird oder uns in den nichtfluoreszierenden 
Handelspraparaten vorlag, wird durch Zugabe von Jodionen, z.B. NaJ 
in waBriger Lésung, die Reaktion ausgefiihrt, ohne daB sich das TIC 
vorher in Wasser gelést hatte, und sofort abfiltriert und getrocknet. So 
laBt sich wenigstens nur stellenweise fluoreszierendes TIJ erhalten, 
welches danach ausgiebig mit Wasser in Beriihrung gebracht, homogen 
in der angegebenen Weise fluoreszenzfahig wird. 

AuBer dieser nach Beriithrung mit Wasser auftretenden Fluoreszenz- 
fahigkeit der Thallium (I)halogenide kann man Fluoreszenzfahigheit durch 
Zerreiben der Thallium (I )halogenidkristalle erreichen. Danach fluo- 
resziert bei — 180° C: TIC] rétlich, TIBr orange und TlJ blau. Beim 
TICl und TlBr tritt diese Fluoreszenzfahigkeit unabhangig davon 
auf, ob vorher die nach Beriihrung mit Wasser entstandene blaue bzw. 
griine Fluoreszenz vorhanden war oder nicht. Das heiBt blau bzw. griin 
fluoreszierendes TIC] und T1Br andert durch Zerreiben seine Fluoreszenz- 
farbe, so daB die Fluoreszenzfarbe entsteht, welche durch Zerreiben auch 
des urspriinglich nicht fluoreszenzfahigen TIC] bzw. T1Br bewirkt wird. 
Diese durch Zerreiben entstandene Fluoreszenzfahigkeit 1aBt sich durch 
Temper (etwa 30 min) etwa 50° C unterhalb des Schmelzpunktes be- 
seitigen. Danach ist die Substanz beztiglich ihrer Fluoreszenzeigen- 
schaften wieder in dem gleichen Zustand wie vor dem Zerreiben. Also 
ist je nach Ausgangssubstanz (fluoreszenzfahig oder nicht) entweder die 
blaue bzw. griine Fluoreszenz wieder vorhanden oder das Praparat ist 
nicht fluoreszenzfahig. Man kann diese Behandlung beliebig oft wieder- 
holen. Die gleiche Fluoreszenz wie die durch Zerreiben bewirkte tritt 
an TICl- und T1Br-Kristallen auf, die aus einer schnell abgekiihlten 
Schmelze gewonnen werden. TlJ verhalt sich etwas anders. Die blaue 
Fluoreszenz des zerriebenen T]J tritt nur an urspriinglich nicht fluores- 
zierendem TlJ auf. Nach Beriihrung mit Wasser gelb fluoreszierendes 
TlJ fluoresziert auch nach Zerreiben weiter gelb. Die Beseitigung der 
Fluoreszenzfahigkeit des zerriebenen T1J durch Tempern ist wegen des 
Umwandlungspunktes bei 175° C nicht sinnvoll. 

Wird T1Br und T1J aus einer Lésung von TINO, oder T1,SO, gefallt, 
so beobachtet man eine Verschiebung des langwelligen Ausldufers der 
Absorptionskante nach langeren Wellen, die Praéparate sind intensiver 
gefarbt als aus TIC] gewonnenes TIBr und TlJ. Mit anderen Worten: 
TIBr, gefallt aus TICl-Lésung, hat eine weifliche Eigenfarbe. Wird je- 
doch TIBr aus TINO, oder T1,SO,-Lésung gefallt, ist es griinlich gefarbt. 
TIJ hat im ersten Fall eine hellgelbe Eigenfarbe, im zweiten ist es tief- 
gelb gefarbt. Fluoreszenzfahigkeit ist nicht vorhanden. Losen in Wasser 
und Auskristallisieren oder Tempern dieser Praparate andert daran 
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nichts. ‘Die im vorstehenden Absatz mitgeteilten Tatsachen diirften der 
Grund dafiir sein, daB beim TIBr und TlJ bisher keine Fluoreszenz 
beobachtet worden ist. 


Tabelle 1. Fluoreszenz dey Thallium(I) halogenide bei —180° C. 
(Anregung durch 366 my, 254 my. oder Réntgenstrahlung.) 


| Farbe Spektralbereich 
Nach Beriihrung mit Wasser: TICL . .. . | blau 425— 630 mu 
TB bee ea griin 460— 620 mu 
TS ae et gelb 500—650 mu 
| 
ZLerriebene LIC st Ue ee ee Ree oe ee rotlich | 500—650 mu. 
TINB rigs EReth Ne tr eee Be eet ae ete orange 500—650 mu 
Tee lt {ats eae. corecones,: 181 CES pkgs tiefblau | 450—600 mu 


Die nach Beriihrung mit Wasser fluoreszenzfahigen Thallium (I)- 
halogenide kénnen nach unseren Untersuchungen nur wesentlich weniger 
als 1 Mol-% Wasser enthalten. 


II. Blei (II )halogenide. 


Die Fluoreszenzeigenschaften der Blei(II)halogenide, gewonnen 
durch Fallung aus Bleiacetatlésung, sind in Tabelle 2 angegeben. 

Nach Absorptionsmessungen an Thallium(I)- und Blei(II)halo- 
geniden von FESEFELDT! liegen beim PbCl, und PbBr, die Anregungen 
mit 366 mu bzw. 254 my in Bereichen verschiedener Absorptionsbanden. 


Tabelle 2. Fluoreszenz dey Blei(II)halogenide bei —180° C. 


ER TR I RT Se ES ES BRT Ee a a ne ee ae 
Fluoreszenz 
Anregung 
Farbe Spektralbereich 
PbCl, 366 my wei 450—650 mu 
254 mu tiefblau 450— 600 mu 
Roéntgen hellblau 450—600 mu 
PbBr, 366 mu gelb 450—650 mu 
254 mu griin 450—620 mu 
R6ntgen griin 450—620 mu. 
Pbj, 366 mu gelb ky SS Osoaay 
254 mu gelb 475—650 mu 
R6éntgen gelb 475—650 mu 


Die Herstellung des PbBr, aus PbCl, gelingt nicht gentigend sauber, 
da die beiden Verbindungen sich in ihrer Léslichkeit nur sehr wenig 
unterscheiden. PbJ, laBt sich jedoch aus PbCl, mit den in Tabelle 2 
angegebenen Eigenschaften herstellen. 


1) FEsEFELDT, H.: Z. Physik 64, 744 (1930). 
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Wasser scheint fiir die Entstehung der Fluoreszenzfihigkeit der 
Blei(II)halogenide eine ahnliche Rolle wie bei den Thallium(I)halo- 
geniden zu spielen. Durch Erhitzen bis zum Sieden oder durch Destillation 
lassen sich die Fluoreszenzeigenschaften der Blei(II)halogenide jedoch 
nicht véllig beseitigen. Es ist nach dieser Behandlung eine Abnahme 
der Fluoreszenzintensitat im kiirzerwelligen Bereich der Emission fest- 
zustellen. LaBt man solche Praparate aus waBriger Lésung auskristalli- 
-sieren, findet man danach die Veranderung aufgehoben. 
Durch Zerreiben lassen sich die Fluoreszenzeigenschaften der Blei(I1)- 
halogenide nicht andern. 
_ Fallt man die Blei(II)halogenide aus einer Pb (NO,).-Lésung, so be- 
obachtet man an ihnen vdllig analoge Erscheinungen zu denen an 
- Thallium (I)halogeniden, gefallt aus TINO, bzw. T1,SO,-Lésungen. 


Wir méchten in Dankbarkeit darauf hinweisen, daB die Arbeit 
_teilweise mit ERP-Geldern durchgefiihrt wurde, die durch Vermittlung 
des Herrn Bundesministers fiir den Marshall-Plan tiber den Herrn 
Senator fiir Kreditwesen, Berlin, zur Verfiigung gestellt worden sind. 
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Gibt es angeregte Zustinde bei Elementarteilchen? 
(Bilokale Quantentheorie des Elektrons *.) 


Von 
ERIcH BAGGE. 


Mit 2 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 25. April 1953.) 


Es wird der Versuch unternommen, die innere Wechselwirkung in Elementarteil- 
chen mit Hilfe von bilokalen Wellenfunktionen unter Beibehaltung der bisherigen 
statistischen Interpretation der quantenmechanischen Wellenfunktionen zu be- 
schreiben. Die Durchfiihrung der bilokalen Theorie am Beispiel des Elektrons fiihrt 
auf ein Eigenwertproblem fiir die méglichen stationaren Zustande dieses Teilchens, 
die verschiedene Eigendrehimpulse besitzen kénnen. Es ergibt sich dabei, daB auch 
fiir elektromagnetische Wechselwirkungen CouLomB-DaRwinscher Art (mit ihrem 
bei kleinen Abstanden divergierenden Verhalten) die Energiebetrage fiir die inneren 
Wechselwirkungen endliche Werte annehmen. Die Theorie macht weiterhin die 
Aussage, da es einen durch ihre Struktur vdéllig festgelegten Ruhmassenanteil 
des Elektrons gibt, der elektromagnetisch nicht erklarbar ist. Dieser als Grund- 
masse bezeichnete Massenanteil wird bestimmt und dazu benutzt, die Energiewerte 
der héheren angeregten Zustande des Elektrons zu berechnen. 


Bei der theoretischen Behandlung von StoBvorgingen zwischen 
Elementarteilchen wird. es bisher als selbstverstandlich angesehen, daB 
sich zwar deren Spinrichtungen, nicht aber die Betrage ihrer Eigendreh- 
impulse beziiglich ihrer Massenmittelpunkte a4ndern kénnen. Diese An- 
nahme diirfte bei StoBprozessen niederer Energie auch richtig sein. Bei 
Wechselwirkungsvorgangen mit groBer Energieumsetzung zwischen 
Partikeln endlicher Ausdehnung ist hingegen die Frage berechtigt, ob 
nicht auch die Absolutbetrige der Teilchenspins zumindest voriibergehend 
andere Werte annehmen kénnen, als sie diesen normalerweise zugeordnet 
werden. 


Einfache Abschatzungen an Modellvorgingen mit Teilchen nicht 
punktformigen Charakters zeigen jedenfalls, da8 Drehimpulsiibertra- 
gungen auftreten miissen, die den Betrag # und mehr erreichen. Wenn 
etwa ein energiereiches Elektron, dessen Wellenfunktion durch ein mit 
fast Lichtgeschwindigkeit fliegendes Wellenpaket der raumlichen Aus- 
dehnung /*, im Abstandd an einem Atomkern der Ladung Ze vorbei- 
fliegt, so wirken im CouLoMB-Feld des Kernes auf die einzelnen Ladungs- 
elemente verschieden starke Krafte. Das Zeitintegral der dabei erzeugten 


* Auszugsweise vorgetragen auf_der Tagung der Physikalischen Gesellschaft 
in der Deutschen Demokratischen Republik in Berlin am 19. Marz 1953. Siehe 
auch Physik. Verh. 4, 24 (1953) 
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Drehmomente um das Partikelzentrum bis zum Augenblick des Voriiber- 
ganges beim Minimalabstand ergibt einen von Null verschiedenen Dreh- 
impuls vom Betrage: 


A= 5 (+\'%; (2d). (1) 


Fiir kleine Kernladungen Z bleibt dieser Ausdruck stets kleiner als 
Eins, aber schon beim StoB8 von Elektronen auf Bleikerne (Zi=282) 
erhalt man fiir v~c Drehimpulsiibertragungen der GréBenordnung Eins. 
Wenn aber bei Vorgingen dieser Art statt der langsam variierenden 
CouLoMB-Krafte die Kernkrafte mit ihren groBen értlichen Gradienten 
ins Spiel kommen, mu8 damit gerechnet werden, daB auch hohere Spin- 
anderungen erzeugt werden. Dies gilt vor allem beim StoB von Nu- 
kleonen auf Nukleonen. 

Bemerkenswerterweise scheint es auch kaum zu gelingen, die 
Wechselwirkungsvorgange zwischen diesen Teilchen im Gesamtbereich 
der interessierenden Energien durch einen einzigen, einheitlichen Po- 
tentialansatz richtig zu beschreiben. Von Breit! wurde deshalb schon 
die Méglichkeit diskutiert, daB neue, zusdtzliche ,,Fretheitsgrade“‘ bei der 
Wechselwirkung von Elementarteilchen mit in Betracht gezogen werden 
miuBten. Im Sinne der folgenden Betrachtungen ware es naheliegend, 
diese ,, Frethettsgrade’‘ angeregten Zustanden dieser Partikel zuzuschreiben. 

Soweit uns bekannt ist, gibt es bisher keine Theorie, die solche Spin- 
uibergange am gleichen Elementarteilchen zu beschreiben gestattet. 
Ein Drracsches Elektron besitzt vor und nach einem StoBprozeB stets 
den Spin Einhalb. Nach den Untersuchungen von FIERZ?2, DE BROGLIE®, 
Bopp und BAvER‘4 und anderen kennen wir zwar Wege zur Aufstellung 
von Wellengleichungen fiir Teilchen héheren Spins, aber in allen diesen 
Fallen gehért zu jedem Typus von Gleichungen auch eine Partikelart 
von bestimmtem Spin. 

Ubergange zwischen Zustanden verschiedenen Eigendrehimpulses fiir 
dasselbe Teilchen haben in diesen Theorien keinen Platz. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob es einen Weg gibt, eine Theorie 
so zu formulieren, daB sie die Méglichkeit verschiedener Spinzustande 
fiir dieselbe Partikel zulaBt, zwischen denen Uberginge vorkommen 
kénnen. Natiirlich ist zu verlangen, daB diese im Bereiche derjenigen 
Prozesse, bei denen keine Spindnderungen eintreten, in die bisherige 
Quantenmechanik tibergeht. 

Bei zusammengesetzten Gebilden, wie etwa den Elektronenhiillen 
der Atome oder den Atomkernen sind Vorgange dieser Art ja hinreichend 


1 Breit, G.: Phys. Rev. 87, 208 (1952). 

2 Fierz, M.: Helv. phys. Acta 12 (1939). 

3 BrocLiz, L. DE: Théorie Générale des Particules a Spin. Paris 1943. 
4 Bopp, F., u. L. Bauer: Z. Naturforsch. 4a, 611 (1949). 
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bekannt. Der Gedanke liegt nahe, die wesentlichen Gesichtspunkte, 
die héhere Drehimpulszustande bei Mehrteilchensystemen erméglichen, 
auf die Elementarteilchen selbst zu tbertragen. 

Im folgenden werde der damit vorgezeichnete Weg zu einer solchen 
Theorie dargestellt. Wir beschrénken uns dabei auf den einfachsten, 
iiberhaupt denkbaren Fall, namlich auf die Theorie eines Teilchens vom 
Spin Null im Grundzustand. 


§ 1. Die bilokale Wellenfunktion als Hilfsmattel 
zur Beschreibung der Riickwirkung eines Teilchens auf sich selbst. 


Fiir das Zustandekommen verschiedener Anregungszustande beim 
Mehrteilchensystem ist die Tatsache wesentlich, da8 es in diesem Gebilde 
Wechselwirkungen zwischen den verschiedenen Partnern des Systems 
gibt. Durch Anderungen der potentiellen und der kinetischen Energien 
der Teilchen stellen sich dann die verschiedenen Energiezustande ein. 


Man muB deshalb versuchen, die inneren Wechselwirkungen in einem 
Elementarteilchen nach einer Methode zu erfassen, die der beim Mehr- 
teilchensystem nachgebildet ist. Hierfiir ist jedoch die Beschreibung 
der Bewegungsvorgange eines solchen Teilchens durch die von nur einer 
Koordinate abhangige Wellenfunktion ganz ungeeignet. In der Quanten- 
mechanik wird bisher die Wellenfunktion ja so interpretiert, daB 
|y(r)|2dx die Wahrscheinlichkeit dafiir bedeutet, das Teilchen im 
Volumenelement dr anzutreffen. Damit hat dieses nur die Wahl 
zwischen den beiden Méglichkeiten, als Ganzes entweder in dr aufzu- 
treten oder nicht in ihm vorhanden zu sein. Das Volumenelement darf 
dabei beliebig klein sein. Fiir eine endlich raumliche Ausdehnung der 
Partikel gibt es keinen Platz. 

Es erscheint nun angebracht, an dieser Stelle einen Eingriff in das 
bisherige Interpretationsschema der Wellenmechanik vorzunehmen, in- 
dem man sich von der Analogie zum Mehrkérperproblem mit seinen 
inneren Wechselwirkungen leiten laBt. 

Bei einem solchen System hangt selbst im einfachsten Falle zweier 
Partner die Wellenfunktion von zwei Variablen 1, und 1, ab, wobei 
|p (tz, t)|? dt, dt, die Wahrscheinlichkeit dafiir bedeutet, das Teilchen 4 
im Volumenelement dr, und das Teilchen 2. gleichzeitig im Volumen- 
element dr, anzutreffen. 

Ohne den Charakter der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der 
Wellenfunktion anzutasten, kann man diesen Sachverhalt etwas aus- 
fiihrlicher und nur scheinbar einseitiger so fassen, daB sich die von zwei 
Ortsvariablen abhaingige Wellenfunktion in sinnvoller Weise auch auf 
das einzelne Teilchen iibertragen 1aBt. Schon bei der Interpretation der 
Wellenfunktion werde namlich auf das physikalische Kréftespiel der 
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Teilchen insofern mit Bezug genommen, als |p(t,, vg)? dr, dt, die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir bedeute, das Teilchen 1 im Volumenelement dr, als 
Ausgangspunkt einer Wechselwirkung und das Teilchen 2 in dv. als 
Empfdinger einer Wechselwirkung vorzufinden. 

Durch diese erweiterte Fassung der physikalischen Bedeutung der 
Wellenfunktion wird an der bisherigen Behandlung der Mehrteilchen- 
systeme nichts gedndert. Es ist offensichtlich belanglos, welcher der 
beiden Partner die eine oder andere Rolle im physikalischen Geschehen 
tibernimmt. 


Fur die Bestimmung der inneren Wechselwirkungen in einer einzelnen 
Partikel ergibt aber die obige begriffliche Unterscheidung der Wechsel- 
wirkungspartner die Méglichkeit zur Festlegung eines konsequenten 
Berechnungsverfahrens. Man muB8 namlich diesem Teilchen dazu nur die 
Eigenschaft zuschretben, sowohl Subjekt als auch Objekt einer Wechsel- 
wirkung mit sich selbst sein zu kénnen. ,,Subjekt‘’ und ,,Objekt“ 
werden dabei im allgemeinen rdumlich getrennt sein, weshalb ihre Orte 


durch zwet verschiedene Koordinaten vr, und rv, gesondert zu fiihren sind. 


Bei den folgenden Betrachtungen wird aus diesen Griinden dem 
einzelnen Elementarteilchen eine — im weiteren so genannte — bilokale 
Wellenfunktton zugeordnet, deren Bedeutung im Sinne des obigen so 
gefaBt wird: Der Ausdruck | y(r,, r|? dr, dr, gibt die Wahrscheinlichkeit 
dafiir an, das Teilchen im Volumenelement dr, als Subjekt und gleich- 
zeitig im Volumenelement dr, als Objekt einer Wechselwirkung mit sich 
selbst anzutreffen. 

Der logische Widerspruch, der darin zu bestehen scheint, daB das- 
selbe Teilchen nicht im gleichen Zeitmoment an den zwei Orten r, und r2 
sein kann, wenn man an der punktscharfen Lokalisierbarkeit von ,,Sub- 
jekt“ und ,,Objekt“ festhalt, wird dadurch aufgehoben, daB den Auf- 


_ enthaltsbereichen der beiden Erscheinungsformen der Partikel nur be- 


stimmte Wahrscheinlichkeiten zugeordnet sind, die natiirlich in nahe- 
liegender Weise richtig normiert sein miissen. 

Durch die obige Definition der bilokalen Wellenfunktion ist die all- 
gemeine Vorschrift zur Berechnung der inneren Wechselwirkungs- 
energie eines Elementarteilchens praktisch schon festgelegt. Es ist jetzt 
nui notig, das Verfahren zur Herleitung der Wellengleichung eines Zwei- 
teilchensystemes auf den Fall der einzelnen Partikel zu iibertragen. 

Bei den folgenden Rechnungen wird es dabei an geeigneter Stelle 
zweckmaBig sein, statt der Koordinaten r, und rz Schwerpunkts- und 
Relativkoordinaten einzufihren : 

. 2 titht 
C= tte DS gages (2) 

Dementsprechend wir die bilokale Wellenfunktion dann von den 

Koordinaten r und 3 abhangen. 


nN 
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Ihre Bedeutung ist analog zum obigen wie folgt festzulegen: Die 
GroBe | p(r, 3)|2?dr ds gibt an, mit welcher Wabhrscheinlichkeit das Teil- 
chen im Abstand r von einem fikitiven Zentrum im Volumenelement dr 
anzutreffen ist, um das herum sich das innere Wechselwirkungsgeschehen 
der Partikel abspielt, wobei sich dieses Zentrum im Volumenelement d 
befindet. 


Enthilt jedoch die Wellenfunktion die Schwerpunktskoordinate 
nicht explizit, so entartet sie zwar zu einer monolokalen Funktion, ihre 
Bedeutung ist aber eine andere als in der bisherigen Quantenmechanik. 
Ihr mit dr multipliziertes Absolutquadrat gibt an, mit welcher Wahr- 
scheinlichkeit das Teilchen im Volumenelement dr im Abstandr von 
jenem Punkt gerade erscheint, der im Mittel seinem Massenzentrum 
zukommt. 

Diese monolokale Funktion y(r) hat damit den Charakter einer 
Strukturfunktion fiir den inneren Aufbau des betrachteten Elementar- 
teilchens. Es wird sich zeigen, daB bei vorgegebenem Transformations- 
charakter der Wellenfunktion diese Strukturfunktion durch die bilokale 
Auffassung des quantenmechanischen Geschehens und die unverdnderte 
MaAxweEttsche Elektrodynamk ohne weitere einschrankende Annahmen 
volistindig festgelegt ist und nicht nur den Grundzustand, sondern auch 
hdhere Drehimpulszustande mit endlicher Selbstenergie des Teilchens zu 
beschreiben gestattet. 


§ 2. Das bilokale Variationsproblem fiir die Wellengleichung 
eines einzelnen Elementartetlchens. 


Die folgenden Betrachtungen werden mit einer skalaren Wellen- 
funktion durchgefiihrt. Sie ergeben damit die Theorie eines Teilchens 
vom Spin Null im Grundzustand. Sie sollen dann speziell auf den Fall 
des Elektrons angewendet werden. Es ist natiirlich nicht zu verlangen, 
daB diese schon fiir einen Vergleich mit der Erfahrung geeignet ist. 
Wegen ihrer Einfachheit und wegen ihres prinzipiellen Interesses soll 
sie dennoch zunachst durchgefiihrt werden. 

Zur Aufstellung der LAGRANGE-Funktion dieses Teilchens benétigen 
wir je einen’ Ausdruck fiir die kinetische und die potentielle Energie. 
Es sei nun p, der Impuls des ,,Subjekts‘‘ und », der Impuls des ,,Ob- 
jekts“‘ im Wechselwirkungsgeschehen. 


Der Gesamtimpuls unseres Teilchens ergibt sich als die Summe beider 
Impulse: 


p=, + pe. : (3) 


Die Ruhmasse der Partikel, die ihr inneres Kraftespiel mitbestimmt, 
habe den vorlaufig noch unbekannten Wert . Damit ist die kinetische 
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Energie festgelegt: 
Exin = ¢ |p? + pw? c? — we? tf. (4) 
Es wird sich zeigen, daB es ausreicht, diesen Ausdruck nur in der 
Naherung bis zu den Gliedern mit (v/c)® zu verwenden. 


)2 yt 
Bile ee Hebe Sih 
vias Qu YT Ree (5) 
Fur die elektrodynamische Wechselwirkung wird der Darwtnsche 
Ausdruck fiir das Potential zweier mit den Geschwindigkeiten 


py Yo 


ih ara : Wd. 1 = : (6) 
bewegter Punktladungen in gleicher Naherung wie Gl. (5) angesetzt: 
BAP ont fy, Vb te ode.) 
oor : a Aiticd rer i (7) 


Damit erhalt die LAGRANGE-Funktion des Teilchens in bilobaler 
Formulerung die Gestalt: 


L= [far dre oe vy) _ (pe py*)(p py) 


ee 


as tee (Dp. y*, Poy) + (Do y*, ) 
p*y 1¥ ee 29", Pry (8) 


(v, py y*) (t, Pop) + (t, Po y*) (t, Py) 
4? C2 y2 g 


Hierbei ist py die zugehérige Wellenfunktion y=y(t,, t,), die der 
Normierungsbedingung geniigen muB: 


SS AX, Ae y* (ty, te) Y(t, te) = 1. (9) 


Durch die Gln. (8) und (9) ist das Variationsproblem zur Festlegung 
der Wellengleichung unseres Teilchens vollstandig bestimmt. Es wird 


_ also die Forderung erhoben: 
—— OL = 0s (10) 


wobei die Gl. (9) die Rolle einer Nebenbedingung spielt, die durch 
einen LAGRANGESchen Variationsparameter E mit ins Variationsproblem 


+ Es ist von vornherein nicht eindeutig bestimmt, welche Gestalt der Ausdruck 
fiir die kinetische Energie im Rahmen einer bilokalen Theorie besitzen mu8. So 
ware es auch denkbar, daB das p? in Gl. (4) die Bedeutung p? = (p,, p.) besitzt. 
In diesem Falle erhalt die Theorie eine wesentlich andere Struktur als die in der 

Arbeit durchgefiihrte. Welcher der beiden Ansatze vorzuziehen ist, kann nur der 
Vergleich mit der Erfahrung lehren. Es sieht dabei so aus, als ob sich beide Auf- 
fassungen in LORENTZ-invarianter Form erweitern lassen, wenngleich dabei noch 
neue Gesichtspunkte auftauchen, die in der Arbeit nicht diskutiert werden und die 
damit zusammenhangen, da8 die Impulse p, und p, von Subjekt und Objekt fiir 
sich genommen im allgemeinen verschiedene Werte besitzen. 
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aufgenommen wird. Die GréBe E stellt dann den Eigenwertparameter 
dar, der als innere Wechselwirkungsenergie des Teilchens zu deuten ist. 


§ 3. Die skalare, bilokale Wellengleichung des Elektrons. 

Zur Durchfiihrung der Rechnung ist es zweckmaBig, Relativ- und 
Schwerpunktskoordinaten nach Gl. (2) in die LAGRANGE-Funktion ein- 
zufiihren. Zur Vereinfachung der Darstellung werde auBerdem voriiber- 
gehend p als reelle Funktion der Variablen r und 8 betrachtet. Die schlieB- 
lich gewonnene Wellengleichung, die sich auch ohne diese einschrankende 
Annahme in derselben Form aus den Gln. (8), (9) und (10) ergabe, wird 
dann jedoch auch fiir komplexe Funktionen verwendet. 

Unter Beriicksichtigung dieser Gesichtspunkte nimmt Gl. (10) die 
Gestalt an: 


6 [fdr de{— > , (brad, y)? — ais > (grad,, grad, py)? — | 
(r, grad, w)? 
al “ly + sae (= (erad,y)* — SE ead) 
1 (r, grad, y)? 


Die Ausfiihrung der Variation ergibt die Wellengleichung: 


[Ry ns eh 


i) 3 sgl 


Qu F Re ae 
2f2 . l d \ : , 
2 Jain (822) ai, (2-8) 

Yv Y v2 


enc: 


82 cy 4, a(t, grad, (r, grad, ig te 


e2 
ae 

Ihre Lésungen beschreiben das Verhalten eines freien Elektrons. Im 
Hinblick auf ihre analytische Struktur zerfallt sie deutlich in zwei gegen- 
einander abgrenzbare Anteile, von denen der eine (obere Zeile) das Ge- 
schehen bestimmt, welches durch Betrachtung des Schwerpunkts allein 
festgelegt ist. 

Es bedeuten ja: 


1. 


a fa tar : pe) 
A = —— x a = i g Eire c fs 
: ak om t Os?” grad, sy 4) Osy tere 


Be to nan susteack t (13) 
Oy ‘(ly a, tm a Bas re) 


diva = 


Der andere Anteil [untere Zeile in Gl. (42) ] ist fiir die i inneren Wech- 
selwirkungsvorgénge maBgebend. 

Es ist aber zu beachten, daB die erste Zeile neben den Operatoren — 
im. Schwerpunktsraum auch noch die Koordinate r enthalt. Eine vollige 
Trennung der inneren Wechselwirkungsvorgange von der Schwerpunkts- 
bewegung des Teilchens ist also nicht méglich. 
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Gerade dieser Umstand ist aber dafiir wichtig, da8 die Partikel ihr 
Schwerpunktsverhalten dem inneren Anregungszustand gemaB ein- 
stellen kann. Wenn sie z.B. von einem Zustand mit dem Spin Null in 
einen solchen vom Spin Eins iibergeht, so muB dies ja die Wirkung 
haben, da8 die Schwerpunktswellengleichung gewissermapen dem zu- 
gehorigen Wellenfunktionsanteil einen anderen Transformationscharakter 
aufzwingt. 

Andererseits hat derselbe Zusammenhang auch die andere Konse- 
quenz, daB das Schwerpunktsgeschehen die inneren Vorgange im Ele- 
mentarteilchen beeinfluBt. Dies muB eine Abhiangigkeit der Teilchen- 
struktur von etwa vorhandenen auBeren Feldern bedeuten, die in dieser 
Arbeit jedoch nicht naher untersucht werden soll. 


§ 4. Die Strukiurfunktion des Elektrons im Grundzustand. 
Bestimmung der elektromagnetischen Wechselwirkungsenergie. 
Die Gl. (12) vereinfacht sich ganz wesentlich, wenn man ein Teilchen 
betrachtet, dessen Wellenfunktion nicht von der Koordinate § abhangt. 


y= (tr). (14) 


Ein Teilchen dieser Art werde als ruhend angesehen. Die ihm zuge- 
ordnete Wellengleichung lautet: 


,  (v, (tv, grad) grad g) Qu 
Ag a a2 A2 


2 (Serle =o. (15) 


Diese Differentialgleichung stellt fiir bekanntes yw eine Eigenwert- 
gleichung fiir die Wechselwirkungsenergie E dar, wenn man im Sinne 
der SCHRODINGERschen Regularitatsbedingungen nur solche Lésungen 
-zulaBt, die im Endlichen nicht singular werden und die zugleich im Un- 
endlichen hinreichend rasch verschwinden. 


g(t)+= c firalle r+ | 


16 
p(t) +0 fiir I> oo, 0 


Diese Lésungen beschreiben die innere Struktur des Elektrons in 
den verschiedenen Anregungszustanden. 

Aus Griinden der sprachlichen Klarstellung der jeweiligen Sach- 
verhalte, werde fiir das folgende nun ein neuer Begriff eingefiihrt, der 
zwei verschiedene Massenbezeichnungen voneinander unterscheiden soll, 
die in enger Beziehung zueinander stehen. 

Die in Gl. (4) erstmals benutzte Masse yu trage weiterhin stets und 

ausschlieBlich den Namen: ,,Grundmasse‘. Mit dieser Bezeichnung _ 

erde sie von der Ruhmasse m, des Elektrons ausdriicklich getrennt. 

Wahrend namlich die Grundmasse in dieser Arbeit mehr den Charakter 

iner RechengriBe besitzt, die nur fiir das interne Geschehen des 
38* 
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Elektrons wesentlich ist, stellt die Ruhmasse my genau diejenige Masse 
dar, die als Elektronenmasse schlechthin verwendet werden muB. 
Beide Massen stehen insofern miteinander in Beziehung als im Grund- 
zustand des Elektrons ihre Differenz dem Massenaquivalent der inneren 
Wechselwirkungsenergie von ,,Subjekt“ und ,,Objekt“ im Elektron 
gleich ist: 
Ey = Moc? — pe? (17) 
(E, = elektromagnetische Wechselwirkungsenergie im Grundzustand). 
Die Energie E werde im folgenden in Einheiten der Ruhenergie mgc* 
des Elektrons gemessen: 
Ut castize eee (naa (18) 


My Cc? Mo 
GI. (15) ist in Polarkoordinaten separierbar. Mit dem Ansatz: 
P(t) =R) Ym(9,9) (19) 


bei dem R(r) eine noch zu bestimmende Funktion von 7 darstellt und 
Y, (9, p) die Kugelflachenfunktion zum Index /,m bedeutet, erhalt 
man fiir R(r) die Differentialgleichung: 

@R  14dR +t) p, we (1 mat ye) R= 0. (20) 


| 
dr? ' y dr 27 aay e2 


Ware die Grundmasse u bekannt, so erhielte man fiir die verschie- 
denen Drehimpulsquantenzahlen / die zugehérigen Eigenwerte ¢”), wobei 
diese fiir jedes / selbst noch verschiedene Werte besitzen kénnen. 

Um eine Aussage iiber die Grundmasse yw zu erhalten, gehen wir mit 
Gl. (48) in Gl. (20) ein und betrachten die so entstehende Differential- 
gleichung als Eigenwertaufgabe fiir den Parameter jug (J =0) 


@R , 4 aR [ec Mo C? ll dsc 
dr | » dy zs i? flex e r( —#\\R=0. (21) 


Hierbei erheben wir iiber die SCHRODINGERsche Regularitaitsbedin- 
gung hinausgehend noch die Forderung, daB die zum Eigenwert ¢, ge- 
horige Eigenfunktion fiir alle endlichen 7-Werte nullstellenfrei sei, wo- 
durch sie dem Grundzustand des Elektrons zugeordnet wird. 

Es ist nicht gelungen, die zugehérige Lésungsfunktion in analytisch 
geschlossener Form darzustellen. Hingegen bietet es keine Schwierig- 
keiten, die Integration der Differentialgleichung (21) auf numerischem 
Wege durchzufiihren. Sie ergibt fiir die Grwndmasse yu den Wert: 


[= 0,995.65 my. (228 


Dies entspricht einer elektromagnetischen Eigenenergie des Elektrons 


vom Betrage: 
E =>0,00435 myc?. (23) 
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Eine naherungsweise, halbanalytische Lésung des Eigenwertproblems 
gelingt in diesem Falle auf folgendem Wege: Man untersucht das Ver- 
halten der Differentialgleichung (21) in den Grenzfallen sehr groBer und 
sehr kleiner y-Werte, in denen sie in Spezialfalle der BEssEtschen Dif- 
ferentialgleichung iibergeht. 

So ergibt sich fiir r>0: 

d* Ry 1akR Ge 
+. 94! R= (0 2 
det. vo dy) Re‘? ; (24) 

Das ist die Differentialgleichung fiir die BEsseL-Funktion vom Index 

Null: 


ee ' e 
is 0 (5 r|t. (25) 
Andererseits folgt fiir > w: 
@Roo 1 4Ro 
dr ‘yv dr 
. (26) 
[ c* mM, 
Re \! be My mig}? Roo = 0. 


Auch diese Differentialgleichung 
hat eine Zylinderfunktion vom 
¥ 2 es ea: Fig. 1. Die Eigenfunktionen ¢\?) bzw. gl), die zu 
Index Null zur Lésung. Da sie im den Eigenwerten e\) bzw. e!) gehéren. 
Unendlichen gegen Null streben 
muB, ist es in diesem’ Falle eine HANKELsche Funktion vom Index 
Null mit rein imaginadrem Argument: 


R= Hg YEE ANeer}). — en 


Wenn man die beiden Lésungen Ry, und R,, an der Stelle des Wende- 
punktes 7, der Lésungskurve so miteinander verbindet, da8B ihre log- 
arithmischen Ableitungen tibereinstimmen: 


( In Ry) = (= In Reo), (28) 


Vi “Mol 


so ergibt diese Bedingung eine Bestimmungsgleichung fiir die Grund- 


masse [U. 
Der Wendepunkt der Lésungskurve von (21) liegt aber derjenigen 
Stelle sehr nahe, fiir die der Koeffizient von R in Gl. (21) verschwindet: 


Yo = g . (29) 


Die Auflésung der einfachen Bedingungsgleichung (28) ist damit unter 
Verwendung der Funktionentafel von JAHNKE-EMDE auf numerischem 


+ Bezeichnung der BessEt- und Hanxe1-Funktionen wie bei bo ebcae 
‘Funktionentafeln, 5. Aufl. Leipzig: Teubner 1952. : AI 


568 EricH BAGGE: 


Wege sehr leicht méglich und liefert fiir die im Endlichen nullstellenfreie 
Lésung praktisch den gleichen Zahlwert wie die direkte numerische 
Integration der Differentialgleichung (21). 

Die nach dem oben beschriebenen Verfahren gewonnene Struktur- 
funktion des Elektrons ist in Fig. 1 dargestellt. Thre physikalische Dis- 
kussion erfolgt im § 6. 


§ 5. Die angeregten Zustdinde des Elektrons. 


Da der Zahlwert fiir die Grundmasse w~ nunmehr festliegt, konnen 
wir ihn dazu benutzen, die Eigenfunktionen und Eigenwerte von Zu- 
standen hoheren Drehimpulses des Elektrons zu berechnen. Man tber- 
zeugt sich leicht davon, daB die Differentialgleichung (20) Lésungen 
dieser Art zulaBt. Ihre Bestimmung erfolgt auf dem gleichen Wege wie 
im vorhergehenden Abschnitt. 

Die Rechnungen unterscheiden sich nur insofern, als die Lésungs- 
funktionen zu beiden Seiten des Wendepunktes, der den quasiperi- 
odischen Lésungsast vom monoton abfallenden trennt, etwas andere 
Form. besitzen. 


So gilt fiir y+0 nach Gl. (20) jetzt naherungsweise die Differential- 
. gleichung: 


@R, , 1 aR) | (He itll 
gi te gt | abate aR ecae G0) 
mit der Lésung: 
beb pe | 
RD =D rey ET eae (34) 


Im AuBenbereich y—> oo hingegen lautet die Differentialgleichung 
wie oben: 
eR) 1 aR! [ct my 2 


dre y ar hi? 


> 2 My he Cos 
RY = H(i ; ar a ett (4 7. (33) 


Als AnschluBstelle r( fiir die Verbindung der Lésungen (31) und (33) 
wahlen wir wieder die Nullstelle des Koeffizienten von R in GI. (20): 


ORG (32) 
mit der Lésung: 


(1) 2 
Myer! hn? 1(l-+-1) 
ae "0 pec 2 (0) me (34) 
0 


Die Durchfiihrung der numerischen Rechnungen erfolgt dann prak- 
tisch so, da man sich einen willkiirlichen Wert von 7) vorgibt, mit 
diesem nach Gl. (34) das zugehérige e'”) ausrechnet und damit die Argu- 
mente der Funktionen (31) und (33) bestimmt. Fiir diese Argumente 
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Tabelle 1. Die Zahlenwerte fiiy ¢€® und & und die sugehorigen 7))_Werte. 


r=0 La 


oy a 0 4 h h 
) : } (1) Hcl - 
el 0,004.35 = & ,n 1,68 oy —05404's, Net SHO) 
m 
nt | MC 
Mnyerenty a8 A. Pa) iat h 
Bt =O} 356 a, ry = 4,80- ef'='0)264.8,  )) oi 6,25 
Mg ¢ Mae 
0 : ape. ; | ip 
eo 0,216 & ¥—= 7,80 6 =10)18 die) 9) pice! 9,5 
Mo ¢ . Mo ¢ 
0) - Pa ) ae i 
ONESIES Ye “ 11,05 — sues 0,137 & Ane 
; MgC | Mg C 
0) __ 
San = 0. O0Q.... eS = OOOO. 


ermittelt man die logarithmischen Ablei- 
tungen beider Funktionen und vergleicht 
sie. Dies geschieht bei Variation von 7 
solange, bis diese Ableitungen zahlen- 
maBig iibereinstimmen. 

Es zeigt sich, daB es fiir jeden /-Wert, 
einschlieBlich / = 0, unendlich viele Eigen- 
werte gibt, deren Energiebetrage sowohl 
mit wachsendem/ als auch bei fester Dreh- 
impulsquantenzahl mit steigender Knoten- a = a 
zahl der Eigenfunktionen sich immer mehr __ Fig. 2. DieEnergiezustande des skalaren, 
dem Werte Null nahern. bilokalen Elektrons. «())’ = 0,004 35. 


Die entsprechenden Termfolgen sind fiir /=0 und /=1 in Fig. 2 
dargestellt. Man entnimmt ihr, daB es fiir jede Termfolge einen héchsten 
Eigenwert gibt und daB im Bereiche verschwindender Wechselwirkungs- 
energien Haufungspunkte der Termfolgen vorliegen. 


§ 6. Diskussion der vorliegenden Ergebnisse. 


Die oben durchgefiihrten Rechnungen zeigen, da es méglich ist, 
eine bilokale Theorie des Elektrons zu entwickeln, die das innere Ge- 
schehen in diesem Elementarteilchen mit seinem Verhalten der Umwelt 
gegentiber verkniipft. Dies ist in der vorliegenden Arbeit zwar nur 
insofern untersucht, als sich eine Verkoppelung der Schwerpunkts- 
bewegung der Partikel mit den inneren Wechselwirkungsvorgangen er- 
gibt. Da aber die Schwerpunktsbewegung durch auBere Felder beein- 
fluBt werden kann, so miissen diese auch die Teilchenstruktur beein- 
trachtigen. 

Im Falle des ruhenden Teilchenschwerpunktes fiihrt die Theorie auf 
ein Eigenwertproblem fiir die Zustinde dieses Gebildes, die sich hin- 
sichtlich ihres Drehimpulses unterscheiden konnen. 
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Die Theorie ist jedoch in dieser Form nur dann sinnvoll formulerbar, 
wenn man annimmt, daB, die Partikel einen elektromagnetisch nicht er- 
kldrbaren Massenanteil besitzt, tiber dessen Ursprung sich ebensowenig 
etwas aussagen laBt, wie das bisher bei allen quantentheoretischen Pro- 
blemen der Fall ist. Die Grundmasse muB eben als eine Naturkonstante 
unbekannter Herkunft eingefiihrt werden, die die Aufgabe hat, als dzmen- 
sionsbehaftete Proportionalitdtskonstante Geschwindigkeit und Impuls 
eines Teilchens miteinander zu verbinden. 

Sobald man sich aber auf den Standpunkt stellt, daB es auch schon 
beim Elektron einen solchen elektrodynamisch fremdartigen Massen- 
anteil geben kann, ist dieser durch den inneren Mechanismus der bi- 
lokalen Theorie ohne weiter zusatzliche Annahmen wlkiirfrer und ein- 
deutig festgelegt. Angesichts der bestandigen Bemiihungen fast aller 
Autoren von Elektronentheorien, die Ruhmasse des Elektrons als eine 
rein elektromagnetische ,,Feldmasse‘‘ aufzufassen, scheint es uns immer- 
hin bemerkenswert, daB hier ein Weg angebahnt ist, der bei endlichen 
Selbstenergien der Teilchen im Rahmen der unverdnderten MAXWELLschen 
Elektrodynamtk eine ganz andere Auffassung von der Natur des Elektrons 
entstehen 1aBt. 


Sehr auffallig ist nun die Tatsache, daB der Zahlwert fiir die elektro- 
magnetisch nicht erklarbare Grundmasse bis auf wenige Promille Unter- 
schied mit der Ruhmasse m, des Elektrons iibereinstimmt: 


1 = 0,995.65 my. 


Damit erweist sich die innere Wechselwirkungsenergie im Elektron 
als ein verhaltnismaBig geringfiigiger Anteil an der Ruhenergie mc? 
dieses Teilchens. 


Von Singularitatsschwierigkeiten ist im Rahmen dieser Theorie trotz 
Verwendung der bei y=0 divergenten Darwinschen Wechselwirkung 
nicht die Rede. Da das Teilchen zwar fiir den Subjekt-Objekt-Mecha- 
nismus in der bilokalen Beschreibung als punktférmig betrachtet wird, 
seine Strukturfunktion aber iiber den Raum kontinuierlich verbreitet 
ist, kénnen sich die singuléren Eigenschaften des CouLoMB-Feldes nicht 
gefahrlich auswirken. 


Man wird an dieser Stelle vielleicht fragen, wieso es iiberhaupt 
physikalisch méglich ist, daB unser Elektron tiber lingere Zeit zusammen- 
halt, oder, anders ausgedriickt, wie es zustandekommt, daB sich oubjekt 
und ,,Objekt in einem kleinen Raumbereich gewissermaBen gegenseitig 
binden kénnen. 


Die Ursache dafiir ist das negative Vorzeichen im magnetischen und 
im Retardierungsterm des DARwiNnschen Ausdrucks. Die Bindung von 
Objekt und ,,Subjekt, die elektrostatisch ganz unmoéglich ware, ist 
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demnach auf die durch Ladungsbewegungen erzeugten dynamischen 
Wirkungen zuriickzufiihren. 

Im makroskopischen Bereiche waren es gewissermaBen die anzie- 
henden Krafte zwischen parallelen Stromfiden, die bei Ladungsverschie- 
bungen auftreten und die den Coutompschen AbstoBungen das Gleich- 
gewicht halten kénnen. Das damit entwickelte Kraftespiel liBt ein 
Extremum der elektromagnetischen Selbstenergie des Teilchens entstehen, 
das einer stabilen Bindung von Subjekt und Objekt entspricht. 

Soweit die Theorie in ihrer jetzigen skalaren Form Aussagen tiber 
die raéumliche Ausdehnung des Elektrons erlaubt, bewegen sich diese 
in einem plausiblen Rahmen. Die konsequente Erweiterung der bi- 
lokalen Theorie im Hinblick auf die Wechselwirkung mit anderen Teil- 
chen wird ja auf eine reine Fernwirkungstheorie hinauslaufen, in der 
von elektromagnetischen Feldern nicht die Rede ist. Es treten nur direkte 
Wechselwirkungen vom Darwinschen Typ zwischen den Ladungs- 
tragern auf, die die Teilchenbewegungen und ihre Strukturen erzeugen. 
Demzutolge gibt es in dieser Theorie auch keine Photonen und erst recht 
keine Nullpunktslichtquanten des Strahlungsfeldes, die im Sinne der 
Quantenelektrodynamik eine Verwaschung des Tetlchenortes erzeugen 
konnten. 

Dafiir besitzen die Tezlchen der bilokalen Theorie aber von sich aus 
eine rdumliche Struktur, die physikalisch an die Stelle ihrer quanten- 
elektrodynamischen Ortsverwaschung tritt. Sie mu natiirlich dann 
genau den Effekt erklaren, der in der Quantenelektrodynamik durch 
die Nullpunktslichtquanten ausgelést wird, naémlich die LAMB-RETHER- 
FORDsche Termverschiebung beim Wasserstoff.— 

Es ist aber bekannt, da8 die hierfiir erforderliche Ortsverwaschung 
des Elektrons von der GréBenordnung der Compron-Wellenldange des 

_ Elektrons sein mu8. Gerade diese Lineardimensionen besitzt aber das 

_ ,,btlokale Elektron‘‘, so daB es damit die GréBenordnung jedenfalls 

_ richtig trifft. 

. Ein quantitativer Vergleich mit der Erfahrung ist aber noch nicht 
angebracht, da fiir diesen Zweck die Theorie erst fiir spinorielle Exgen- 
funktitonen voll durchgefiihrt sein muB?. 

Erst dann 1aBt sich feststellen, ob die hier diskutierte Theorie eine 
den Naturgegebenheiten adaquate Beschreibung der inneren Wechsel- 
wirkungen in Elementarteilchen ist. 

1 Untersuchungen dieser Art sind im Gange. Es zeigt sich dabei das interessante 
Ergebnis, daB die Breirsche Formulierung der Zweielektronenwechselwirkung in 
ihrer urspriinglichen Form nicht ibernommen werden kann. Die (i Gy )- -Ersetzung _ 


der Geschwindigkeiten in dieser Theorie ist offenbar ein zu weitgehender Eingriff. — 
Hingegen 14Bt sich die Theorie sinnvoll entwickeln, wenn man z. B. 1/c?(v,, 0 2) durch 


== CA Pet Op p,) im Darwinschen Ausdruck ersetzt. - Zoe: 
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Zum Termschema der Anregungszustaénde des Elektrons ist noch 
folgendes zu bemerken: Es ist in gewissem Sinne umgekehrt aufgebaut, 
wie man es von Mehrteilchensystemen her gewohnt ist. Dem hdéheren 
Drehimpuls entspricht beim skalaren Elektron die kleinere Wechsel- 
wirkungsenergie. Dies muB zwar keineswegs bei allen Teilchentypen der 
Fall sein. Doch gibt es auch gegen das hier aufgefundene Schema keinen 
unmittelbaren Einwand, da eine Drehimpulserhéhung ja auf zweierlei 
Weise zustande kommen kann: Bei festem Abstand durch Anwachsen 
des Linearimpulses oder bei festem Linearimpuls durch Anwachsen des 
Abstandes. Im allgemeinen variieren beide GréBen. Es kann dann sehr 
wohl eintreten, da8 der Drehimpuls ansteigt, obwohl der Linearimpuls 
abnimmt, weil die gleichzeitige Vergr6Berung des Abstandes die Impuls- 
verkleinerung tiberkompensiert. 

Wenn die weiteren Untersuchungen ergeben sollten, daB die bilokale 
spinorielle Theorie des Elektrons zur richtigen Termverschiebung beim 
Wasserstoff im Sinne von LAMB und RETHERFORD fiihrt, wird es be- 
rechtigt sein, die Frage zu diskutieren, ob den aus der Theorie zwangs- 
laufig folgenden Elektronenzustanden héheren Drehimpulses mehr als 
rein theoretische Bedeutung zukommt. 

Die Experimente der Elektronenphysik und der Physik der Atom- 
kerne sind bisher noch nicht unter Berticksichtigung dieses Gesichts- 
punktes diskutiert worden. Es ist aber zu vermuten, daB die Streu- 
vorgange von Elektronen an Elektronen und an Atomkernen, ebenso 
aber z.B. die Erscheinungen des f-Zerfalls der Kerne sowohl durch die 
verschiedenartigen réumlichen Strukturen als auch durch die héheren 
Multiplizitaten bei der Berechnung der statistischen Gewichte dieser 
neuartigen Zustande wesentlich beeinfluBt werden. 


Herrn Dr. K. Fincke danke ich fiir seine Hilfe bei den numerischen 
Rechnungen und der halbnumerischen Bestimmung der Eigenwerte e"). 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


sane eee 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 135, S. §73—592 (1953). 


Temperatur- und Strahlungsmessungen 
am wasserstabilisierten Hochdruckbogen. 


Von 
TH. PETERS *. 
Mit 10 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 26. Mai 1953.) 


Es wird ein wasserstabilisierter Hochdruckbogen beschrieben, der in einem von 
Wasser umgebenen Kanal brennt. Der Kanal wird durch Rotation des Druck- 
gehauses erzeugt. Der Druck entsteht durch Verdampfen des Wassers und kann bei 
100 kW/cm (200 Amp, 500 V/cm) fiir etwa 1/, sec auf etwa 1000 Atm gesteigert 
werden. Elektronenkonzentration und Temperatur werden der Linienform von H 
entnommen. Mit zunehmendem Druck verschwinden die BALmMER-Linien bis ein- 
schlieBlich H,. Zu dem Brems- und Rekombinationskontinuum tritt mit einem 
wesentlich gréBeren Anteil, der Theorie entsprechend, das Elektronenaffinitats- 
spektrum (H~-Kontinuum) hinzu. Bei den héchsten Drucken wird die Absorption 
so groB, daB eine nahezu schwarze Strahlung von etwa 12000° K emittiert wird. 


I. Problemstellung. 


Die Eigenschaften teilweise ionisierter Gase, sog. Plasmen, bei 
Drucken, die eine Atmosphare wesentlich iiberschreiten, sind bisher 
untersucht worden an den Quecksilberhéchstdrucklampen, tiber die 
zahlreiche Arbeiten [7] vorliegen, an einigen Edelgasentladungen [2] 
und am WaAlzbogen [3]. Die hdchsten Drucke (bis zu 3600 Atm) hat 
C. G. Suits [4] mit einer Druckbrennkammer erzielt, in die verschiedene 
Gase eingefiihrt und verdichtet werden konnten. Die Messungen be- 
schranken sich aber gréBtenteils nur auf die Druckabhangigkeit der 
elektrischen Lichtbogendaten. 

Seine Versuche, Hochdruck-Wasserstoff-Lichtbogen unter denselben 
Bedingungen wie bei anderen Gasen zu erzeugen, scheiterten an dem 
unstabilen Brennen des Bogens und an dem offensichtlich groBen Span- 
nungsbedarf selbst bei kleiner Bogenlange. Charakteristisch fiir alle 
Hochdruckbégen ist das Anwachsen der elektrischen Feldstarke mit 
dem Druck, die relativ starke Zunahme des kontinuierlichen Anteils 
an der Gesamtstrahlung und die Verbreiterung und gelegentliche Ver- 
schiebung druckempfindlicher Spektrallinien. 

Vor kurzem wurde nun von H. MAECKER [5] ein Lichtbogen an- 
gegeben, der in einem durch Wasserwirbel erzeugten Kanal brennt. Das 
Bogenplasma besteht dann neben den Elektronen ausschlieBlich aus 
Wasserstoff und Sauerstoff sowie deren Iomen. Ausgehend von diesen 


FI ELZL Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckert-Werke, Erlangen. 
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Arbeiten erschien es wiinschenswert, den wasserstabilisierten Lichtbogen 
auch unter hohem Druck*zu brennen. 

Der wasserstabilisierte Lichtbogen bietet eine ganze Reihe von Vor- 
teilen: 

4. Die Wasserstabilisierung schafft einen wohl definierten, einstell- 
baren Kanal. 

2. Die festen Wande der erforderlichen DruckgefaBe werden durch 
eine Wasserwand geschiitzt, so daB groBe elektrische Leistungen um- 
gesetzt werden kénnen, ohne die ganze Apparatur thermisch zu wtber- 
lasten. 

3. Die Méglichkeit des Umsatzes groBer elektrischer Leistungen ist 
gleichbedeutend mit einer Herabsetzung des Spannungsbedarfes, da die 
Feldstarken wegen der fallenden Charakteristik ungefahr mit E ~4/L 
gehen (L = elektrische Leistung pro cm Bogensdule). Dies ist bei 
Wasserstoff sehr wichtig, weil der Spannungsbedarf wegen der hohen 
Ionisierungsenergie und des guten Warmleitvermégens ohnehin sehr 
groB ist. 

4. Die Druckerzeugung wird wie bei den Quecksilber-Hochdruck- 
lampen vom Lichtbogen selbst ibernommen, weil ein Teil des Wassers, 
das die Wand des Stabilisierungskanals bildet, verdampft. Es besteht 
damit in einem geschlossenen DruckgefaB die Méglichkeit, durch ge- 
niigende Zufuhr elektrischer Energie extreme Druckbedingungen her- 
zustellen. 

5. SchlieBlich ist das Wasserdampfplasma besonders zu Messungen 
geeignet, weil sich sowohl die Linienausstrahlung als auch die kon- 
tinuierliche Strahlung des Wasserstoffs gut berechnen lassen. Insbeson- 
dere kann aus der Verbreiterung der BALMER-Linien durch den inter- 
molekularen STARK-Effekt (J. HOLTSMARK [6]) Elektronenkonzentration 
und Temperatur ermittelt werden. 

Im Zusammenhang mit der Theorie der Herabsetzung der Ionisie- 
rungsspannung sollten mit wachsendem Druck, d.h. mit Zunahme der 
Zahl der freien Elektronen pro cm’, immer mehr benachbarte Linien 
ineinander verschmelzen und somit ein Vorriicken der BALMER-Grenze 
nach langeren Wellenlangen bewirken, bis sich schlieBlich bei gentigend 
hohen Drucken gar keine Linien mehr aus dem Kontinuum herausheben. 

Qualitativ ist diese Linienverbreiterung bei hohen Drucken von 
W. FINKELNBURG [7] am Wasserstoff-Funken untersucht worden, wobei 
aber ungeklart bleibt, ob die Entladungsdauer lang genug ist, um ther- 
misches Gleichgewicht im Funkenplasma zu gewahrleisten. Besondere 
Beachtung unter den Kontinua verdient ferner das von CHANDRASEK- 
HAR [8] berechnete Elektronenaffinitatsspektrum des neutralen Wasser- 
stoffs (H~-Kontinuum). Experimentell konnte dieses H--Kontinuum erst- 
malig von R. Fucus [9] am Wasserstoffgleitfunken und kiirzlich von 
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W. LocuTE-HoLTGREVEN und W. Nissen [10] am reinen Wasserstoff- 
lichtbogen bei Drucken von 0,4 bis 1 Atm nachgewiesen werden. 

Nach Rechnungen von E. VITENsE [//] fiir eine reine Wasserstoff- 
atmosphare mu8 das Intensitatsverhaltnis H~-Kontinuum zu H-Kon- 
tinuum sehr stark mit dem Druck anwachsen. Gerade der wasserstabili- 
lisierte Hochdruckbogen sollte also die Méglichkeit bieten, das H--Kon- 
tinuum mit gréBerer Sicherheit nachzuweisen, da diese Strahlung unter 
den genannten Bedingungen den weitaus gréBten Anteil an dem Gesamt- 
kontinuum hat. 


Ziel dieser Arbeit ist, fiir einen wasserstabilisierten Hochdruckbogen 
die theoretisch zu erwartende, spektrale Verteilung zu berechnen und 
die im sichtbaren Spektralbereich durchgefiihrten Messungen mit den 
theoretischen Ergebnissen zu vergleichen. 
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Fig. 1. Wasserstabilisierter Hochdruckbogen. 


II. Entwicklung des wasserstabilisierten Hochdruckbogens. 


Bei dem wasserstabilisierten Lichtbogen von Atmospharendruck 
wird der Wasserwirbel erzeugt durch tangentiale Wasserzufuhr in einen 
Hohlzylinder, der von zwei mit achsialen Bohrungen versehenen me- 
tallischen Endflachen abgeschlossen ist. Das Wasser flieBt aus den 
Bohrungen wieder hinaus und 14Bt in der Achse der Anordnung einen 
Kanal frei_ 


Fiir einen Lichtbogen, der unter hohem Druck brennen soll, ist hin- 
gegen ein abgeschlossenes Druckgehause erforderlich. Konstruktiv am 
einfachsten ist eine Anordnung, bei der das Wasser weder zu- noch ab- 
flieBt, sondern als fest vorgegebene Menge im Druckgefa8 bleibt und 


_durch Rotation des ganzen GefaBes den Kanal bildet. Nach vielen Ver- 


suchen hat sich folgender Aufbau bewdhrt (Fig. 1): 

Zwei becherformig ausgedrehte Stahlzylinder mit Flanschen sind, 
durch einen Plexiglasring voneinander isoliert, mit vier 8 mm-Bolzen 
zusammengeschraubt. Dieses Druckgefa8 ist in Kugellagern aufgehangt 
und kann mit 100 U/sec gedreht werden. Das vor dem Zusammen- 
schrauben eingefiillte, destillierte Wasser wird bei der Rotation an die 
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Wand gedriickt und 1aBt um die Achse einen Kanal frei, dessen Volumen 
durch die im DruckgefaB belassene Luftmenge bestimmt ist. Die Elek- 
troden sind mit einem gegenseitigen Abstand von 5 mm an den Bechern 
befestigt und haben eine Reihe von Bohrungen, die den Druckausgleich 
im Gas- und Wasserraum erméglichen. Die Ziindung des Bogens wird 
von einem diinnen Kupferdraht zwischen den Elektroden ibernommen, 
der bei Anlegen der Spannung durchbrennt. Der Strom wird durch 
kraftige Schleifbiirsten an der AuBenseite der verkupferten Becher zu- 
gefiihrt. Nach dem Ziinden des Bogens steigt der Druck durch Ver- 
dampfen des Wassers stetig an, bis das am Ende eines Bechers ange- 
brachte Federventil mit wahlbarer Einstellung 6ffnet. Um die Zeit des 
Druckanstiegs auf mehrere Sekunden zu erhdhen, ist das Kanalvolumen 
erheblich gr6éBer als das Bogenvolumen gewahlt. 


Um das Uberdruckventil vor der Hitze der ausstr6menden Gase zu 
schiitzen, ist dem Plasmastrahl eine durchbohrte Schutzplatte aus Mes- 
sing in den Weg gestellt. Die Kohleelektroden sollen médglichst gut 
gekiihlt sein, damit das Bogenplasma nicht durch Elektrodendampf 
verunreinigt wird. Zu diesem Zweck sind die durchbohrten Kohle- 
elektroden in geschlitzten Kupferhalterungen gefaft, die ihrerseits durch 
den Kontakt mit dem Wasser intensiv gekiihlt werden. 


Die spektroskopische Beobachtung des Bogens kann quer zur Achse 
durch den Plexiglasring erfolgen. Die Brenndauer ist vollkommen aus- 
reichend, um die Einstellung des thermischen Gleichgewichts im Bogen- 
plasma zu garantieren. 


III. Mefiverfahren und Messungen. 
1. Aligemeine MeBmethode. 


Das Hauptinteresse an der vorliegenden Untersuchung liegt in der 
Registrierung der vom Wasserdampfplasma emittierten Strahlung im 
sichtbaren Spektralbereich in Abhangigkeit von Druck und Temperatur. 
Der Bogendurchmesser wird von vornherein auf 5 mm festgelegt durch 
die GréBe der beim Auffiillen der Apparatur mit destilliertem Wasser 
verbleibenden Luftblase. Die Druckmessung wird dadurch vorgenom- 
men, da das am Kanalende angebrachte Ventil bei einem vor dem Ver- 
such eingestellten bekannten Druck 6ffnet, wobei die Einstellung dieses 
Druckes recht zuverlassig ist, da die Federkonstante und der Durch- 
messer des Ventilsitzes genau ausgemessen werden kénnen. Da der 
Druck nur im Moment des Ventiléffnens bekannt ist, miissen Bogen- 
strom, Bogenspannung und die Strahlung in dem gleichen Zeitpunkt 
gemessen werden. Dazu list die mit dem Ventilkegel fest verbundene 
Auslésestange die Kamera fiir die elektrischen MeBgerite und den 
SpektrographenverschluB aus. 
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2, Die elektrischen MefgréBen. 

Wahrend der Strom sofort am MeBgerat abgelesen werden kann, 
wird die Feldstirke durch Division der gesamten Bogenspannung durch 
die Bogenlange gewonnen. Dabei bleibt der Spannungsverbrauch durch 
den Kathoden- und Anodenfall unberiicksichtigt. Der hierdurch ent- 
stehende Fehler kann aber nur sehr gering sein, da die gemessenen Werte 
fiir die Feldstarken im vorliegenden Falle ohnehin ziemlich eroB sind 
(bis zu 600 V/cm). 

ErwartungsgemaB steigt die elektrische Feldstiarke in der Bogensiiule 
mit wachsendem Druck rasch an. 

Fur den Fall konstanter Stromstirke von 1400 Amp erhalt man den 
einfachen Zusammenhang 


F=467°"* [Vjiem), ( in Atm) 


in Ubereinstimmung mit der Theorie der elektrischen Leitfahigkeit bei 
kleinem Ionisationsgrad, die einen Anstieg der Feldstarke mit f ver- 
langt, sofern die Temperatur nicht wesentlich von einer Druckaénderung 
beeinfluBt wird (s. WEIzEL und Rompe [/2)). 
Die einzelnen elektrischen Me@daten sind unter anderem in Tabelle 4 
enthalten!. 
3. Aufnahme der Spektren. 


Zur Aufnahme der Spektren wird die Saéule des Druckbogens quer 
zu ihrer Achse mit einer achromatischen Linse (f= 30 cm) auf den Spalt 
eines Ein-Prismen-Glasspektrographen schwach vergréBert abgebildet. 
Geeignete Blenden sorgen fiir eine ausreichende Tiefenscharfe und einen 
geniigend kleinen Offnungswinkel. Der Spektrograph hat-im Bereich 
der Linie H; eine mittlere Dispersion von 46 A promm. Zur Normierung 
und Auswertung der Bogenspektren werden noch das Spektrum eines 
Normalstrahlers (EULER [13]) und Schwarzungsmarken fiir den gesamten 
sichtbaren Spektralbereich aufgenommen. 

In Fig. 8 sind einige charakteristische Spektren bei verschiedenen 
Drucken und Stromstarken zusammengestellt. Fiir die Temperatur- 
bestimmung eignet sich am besten die Auswertung der stark druck- 
verbreiterten Linie H,, die wie sich zeigen wird, unter den vorherrschen- 
den Bedingungen Halbwertsbreiten von 100 bis 150 A hat. 


IV. Die Zusammensetzung des Wasserdampfplasmas 
in Abhangigkeit von Druck und Temperatur. ; 
Voraussetzung fiir die Temperaturbestimmung und Auswertung der 
Spektren ist die Kenntnis der Zusammensetzung des Wasserdampf- 
plasmas in Abhangigkeit von Druck und Temperatur. — 


1 Nihere Einzelheiten iiber die elektrischen Eigenschaften des Hochdruckbogens 
sollen in einer spateren Arbeit mitgeteilt werden. 
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Wie sich bei den Temperaturmessungen herausstellen wird, befindet 
sich das im Hochdruckbogen erzeugte Plasma in einem ~— T-Gebiet, 
in dem die hdheren Ionisationsstufen der Sauerstoffatome noch keine 


Rolle spielen. Andererseits liegen die Temperaturwerte in der Bogen- 
achse geniigend hoch, so daB 


a x-Qo\| w=97 auch die Dissoziationsgleich- 
| gewichte der Molekiile bei 

; nk frewtea 2-09 9, 21-10 der Berechnung der Teilchen- 
703 sch apa) konzentrationen unbertick- 
prise] — sichtigt bleiben konnen. Mit 
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\ Ne des Wassers, der Bedingung 
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HORN, H. MAECKER und TH. 
Fig. 2, Druck-Temperaturdiagramm des Wasserdampfplasmas 
mit Kurven gleicher Elektronenkonzentration Ne und gleichen PETERS [1 4) 3) 
Ionisationsgrades x. Die Kurven n* = const geben nach INGLIS 
und TELLER die Hauptquantenzahl des letzten diskreten Terms Von den so ermittelten 
und somit die letzte vom Barmer-Kontinuum zu trennende : 
Batmer-Linie an. Die schraffierte Kurve begrenzt das Zu- Teilchenzahlen pro cm® sind 


standsgebiet, in dem eine 2 mm-Plasmaschicht bei A = 3647A S : : 
(BaLmMerR-Grenze) eine der zugehérigen Plasmatemperatur als wichtigste die der Elek- 


entsprechende schwarze Strahlung (Jy=0,98-By) aussendet. tronen in einem Druck-Tem- 

peraturdiagramm (Fig. 2) als 
Kurven gleicher Elektronenkonzentration eingetragen. Die Kurven 
gleichen Ionisationsgrades x sind ebenfalls eingezeichnet. Bei den in 
Betracht gezogenen hohen Drucken tritt noch die Frage auf, wie weit 
die bei den Berechnungen zugrunde gelegte ideale Gasgleichung und die 
SAHA-Gleichung Giiltigkeit besitzen, bzw. unter welchen Bedingungen 
mit Abweichungen zu rechnen ist. 


Fir das Neutralgas kann man nach der VAN DER WAALSschen Zu- 
standsgleichung abschatzen, daB die ideale Gasgleichung noch bei einem 
Druck von 1000 Atm gut erfiillt ist, sofern die Gastemperatur T >> 1000°K 


; 
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ist, eine Bedingung, die bei etwa 10000° K Achsentemperatur im Licht- 
bogen praktisch fiir das gesamte Bogengas gilt. 

Die Ladungstrager verlieren die Eigenschaften eines idealen Gases da- 
durch, da8 die Flugbahnen der Elektronen wesentlich durch die COULOMB- 
Felder der umgebenden Ionen gestért werden, MaBgebend fiir den 
Einflu8 dieser als Plasmawechselwirkung bezeichneten Eigenart auf die 
Korrektur der idealen Gasgleichung und der SAHA-Gleichung ist das 
Verhaltnis der kinetischen Energie $k T zur potentiellen Energie e2 N3 
zweier Ladungstrager. Sofern das Verhaltnis 


SRT 


=. SS 
pease 
2e2 NZ 


ist, kann das Tragergas als ideal angesehen werden. Diese Bedingung 
ist im vorliegenden Fall ebenfalls erfiillt. Erst bei £ +1000 Atm und 


T>10000° K wird - file, 

2e2 NZ 
im Sinne der FERMI-Statistik ist ebenfalls ausgeschlossen, da die Elek- 
tronenkonzentration in dem betrachteten Druck-Temperaturbereich noch 


viel zu gering ist. 


< 10. Eine Entartung des Elektronengases 


V. Theoretische Berechnung der kontinuierlichen Strahlung 
eines Wasserdampfplasmas. 


Vor der Auswertung der gemessenen Spektren soll zunichst ein Uber- 
blick iiber die von einem Wasserdampfplasma emittierte Strahlung ge- 
geben werden. Dabei wollen wir uns nicht nur auf den sichtbaren Spek- 
tralbereich beschranken, sondern den gesamten Frequenzbereich von 
den Radiofrequenzen bis zum LyMAN-Gebiet hin erfassen, zumal spe- 
ziell fiir die kontinuierliche Wasserstoffstrahlung quantitative Aussagen 
auf Grund der KrAMeERsschen Kontinuumstheorie méglich sind. AuBer 
den Brems- und Rekombinationskontinua soll auch das von CHAN- 
DRASEKHAR berechnete H~-Kontinuum beriicksichtigt werden. Ein 
eventuell auftretendes O--Spektrum kann mangels geniigender theo- 
retischer Unterlagen nicht mit erfaBt werden. Ebenso werden die Re- 
kombinationskontinua des Sauerstoffs im Sichtbaren und Ultravioletten 
vernachlassigt, da es nach Untersuchungen am _ wasserstabilisierten 
Lichtbogen von Atmospharendruck sehr wahrscheinlich ist, daB diese 
Kontinua erheblich kleiner sind als die entsprechenden Wasserstoff- 
kontinua. Hingegen muB im ultraroten Spektralbereich die Anwesenheit 
des Sauerstoffs beriicksichtigt werden, da die Strahlung in diesem Gebiet 
praktisch nur von den Frei-Frei-Ubergingen der Elektronen herrihrt. 
Bei dieser Strahlung kommt es nur auf die Anzahl der Elektronen und 
Tonen/cm? an, wahrend individuelle Atomeigenschaften unwesentlich 
werden. 
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Da vor kurzem einige Arbeiten [10], [19] tiber die kontinuierliche 
Strahlung von Wasserstoff- und Wasserdampflichtbégen erschienen 
sind, kénnen wir uns bei der Betrachtung der theoretischen Grundlagen 
der hier durchgefithrten Berechnungen kurz fassen. 

Der wirksame Absorptionskoeffizient pro cm der Rekombinations- 
kontinua berechnet sich nach UNsOLD [/4] zu 


Ej u ot 
6424 m Be tie —- a 1 f : i 
Bas . N;, eer aN Rae Med 
y 3 13 aie 3 \2 8», ia a H (4 2a ) ( ) 
Dabei ist 
Rhe 
“== » R = RypBERG-Konstante 
e n? kk T 
= ma ; Ny = Anzahl der H-Atome pro cm?. 


Der Faktor (1—e~“) beriicksichtigt die erzwungene Emission. Die 
g,-Faktoren der einzelnen Seriengrenzkontinua kénnen der Arbeit von 
MENZEL und PEKERIS [76] entnommen werden. 

Zu diesem Absorptionskoeffizienten der Rekombinationsstrahlung 
kommt noch der der H~-Strahlung hinzu, der in der Arbeit von CHAN- 
DRASEKHAR [8] fiir den ultraroten und sichtbaren Spektralbereich bei 
verschiedenen Temperaturwerten pro H-Atom und Elektronendruck 1 
angegeben ist. Um zum Absorptionskoeffizienten pro cm zu kommen, 
miissen die dort tabulierten Werte mit der jeweiligen Anzahl der Wasser- 
stoffatome und dem zugehérigen Elektronendruck multipliziert werden. 

Den Rechnungen im Plasmaschwingungsgebiet legt die allgemeine 
Dispersionsformel ionisierter Gase zugrunde [7/7]. Es ist 


a3 

1d 

4a N, : e? o 
n2—1= = ase ye? (V. 2) 


wobei die DampfungsgréBe y von BURKHARDT und SCHLUTER [17] durch 
Vergleich mit der KrRAMERsschen Theorie zu 


(V. 3) 


16 7? N;- e Rie a 
V0 == . “In| ) 


3 mi (ankT)E 1,44 e2 NS 
berechnet wird. 

Mit den vorangehenden theoretischen Grundlagen ist nun die ge- 
samte kontinuierliche Ausstrahlung eines Wasserdampfplasmas fiir eine 
feste Temperatur von T=12000° K und die Drucke =1, 10, 100, 
1000 Atm berechnet, wobei die zugehérigen Teilchendichten dem 
p—T-Diagramm aus Abschnitt IV entnommen werden. 

Fig.3 gibt zunachst die Absorptionskoeffizienten fiir die angegebenen 
Drucke wieder. Auf die relativ hohen x,-Werte im LyMAn-Gebiet folgt 
die groBe Absorptionsliicke im Ultravioletten und Sichtbaren. Die 
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Seriengrenzkontinua gehen mit abnehmender Frequenz allmahlich in das 
Frei-Frei-Kontinuum iiber, an das sich das Plasmaschwingungsgebiet 
anschlieBt, in dem bei nicht zu groBer Dampfung nochmals ein starkes 
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Fig. 3. Absorptionskoeffizient xp/cmeines Wasserdampfplasmas bei T=12000° K und p=1, 10, 100, 1000 Atm. 


Ansteigen des Absorptionskoef- 
fizienten erkennbar ist. ’ 

Da wir es bei den gewahlten 
Bedingungen mit einem Plasma 
geringen lonisationsgrades zu 
tun haben, wachsen die x,-Werte 
der Rekombinationskontinua 
bei festgehaltener Frequenz 
linear mit dem Druck an (siehe 
LyMANn-Gebiet). Im _ itibrigen 
Frequenzbereich wird aber mit 
wachsendem Druck die H-- 
Strahlung maBgebend. Da 


ee = Nu ’ Pe 
ist, und 


Nu~?; b.~ Vp 


steigt x4-~ p*mit dem Druck an. 
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Fig. 4. Kontinuierlicher Absorptionskoeffizient eines 

Wasserdampfplasmas bei T = 12000° K und p = 100Atm 
unter Beriicksichtigung des H--Kontinuums. 


Das H--Kontinuum versucht also, mit zunehmendem Druck die 
Absorptionsliicke auszufiillen. (Fig. 4 erméglicht eine genauere Orien- 
tierung in einem engeren Frequenzbereich titber die GréBenverhaltnisse 
von “ und %y- bei 6=100 Atm und T=12000° K.) 
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Sodann werden auch die Effekte beriicksichtigt, die auf Grund der 
anwachsenden Elektronen- und Ionendichte zu verstehen sind, also das 
Ubergreifen der Grenzkontinua zu kleineren Frequenzen und die Ver- 
breiterung der Wasserstofflinien. Da die Linienformen und die Absolut- 
werte in diesem Ubersichtsdiagramm nicht quantitativ wiedergegeben 
werden kénnen, ist von den eingezeichneten Wasserstofflinien nur deren 
Anzahl und Lage in der Frequenzskala richtig, wahrend Hohe und Breite 
nur qualitativ dargestellt sind. Auf Grund der mit zunehmender La- 
dungstragerdichte ansteigenden Mikrofelder, in welche die leuchtenden 
Atome eingebettet sind, werden, im Energieschema betrachtet, immer 
mehr Terme vom kontinuierlichen Energiebereich aufgesogen und die 
noch verbliebenen diskreten Terme durch STARK-Effekt verbreitert. Die 
Hauptquantenzahl n* des letzten diskreten Terms berechnet sich nach 
InGLIs und TELLER [18] zu 


log’: IN = '23;26—7,5Jogn* ; Ne@2Nein( fs 10°/n*hen. (Vas 


Damit ist fiir jede Druckstufe das Vorriicken der Seriengrenzen und 
die Anzahl der noch getrennt erkennbaren Linien festgelegt. Bei 
p=1000 Atm z.B. sollten sich also nur noch die Linien H, und L, , 
der LyMAN-Serie vom Kontinuum abheben. In Verbindung mit der 
KIRCHHOFF-PLANCK-Funktion B, fiir 12000° K ergeben sich aus diesem 
Absorptionskoeffizienten die zugehérigen Intensitaten gemaB der Glei- 


chung 
I, = B,(4 —e7*"). (V. 5) 


Fiir eine Plasmadicke von /=0,2 cm, wie sie mit geringen Variationen 
haufig bei side-on-Beobachtungen von wasserstabilisierten Lichtbégen 
auftritt, wird in Fig. 5 die kontinuierliche Strahlungsemission fiir die- 
selben Druckstufen wiedergegeben. 

Besonderes Interesse verdient dabei die 1000 Atm-Kurve, die sich 
bis ins Sichtbare hinein an die KIRCHHOFF-PLANCK-Funktion anschmiegt 
und erst im Ultravioletten bis zur LyMAN-Grenze merklichen Abstand 
gewinnt. Die Verwirklichung eines solchen Verhaltens finden wir offen- 
sichtlich in dem Spektrum der Fig. 8g und naherungsweise schon in 
Fig. 8f, bei der auch die Forderung aus dem Absorptionsdiagramm 
(Fig. 3) erfiillt ist, da8 H, in optisch diinner Schicht, die ja in den Rand- 
zonen des Bogens vorliegt, deutlich vom Kontinuum unterscheidbar 
sein muB. 

Um einen qualitativen Uberblick iiber das BALMER-Spektrum auch 
fiir andere Druck-Temperatur-Zustande zu erhalten, sind in Fig. 2 die 
Kurven 1* = const, welche die letzte Hauptquantenzahl im Termschema 
bzw. die letzte vom BaLMER-Kontinuum getrennt sichtbare BALMER- 
Linie angeben, eingezeichnet. Da n* nach Gl. (V.4) nur von der Elek- 
tronendichte abhangt, haben diese Kurven denselben Verlauf wie die 
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Kurven N, = st. SchheBlich ist in ders +} 

en N.=const. SchlieBlich ist in derselben Figur durch eine schraf- 
fierte Grenzkurve noch dasjenige p 


—I-Gebiet gekennzeichnet, in dem 

eme 2 mm-Gasschicht bei der BALMER-Grenze (A = 3647 A) eine der zu- 

gehdrigen Gastemperatur entsprechende schwarze Strahlung (J, > 0,98 B,) 

aussendet. Da dieses Gebiet fast iiberall iiber der Kurve we =3uN, ie 

1 - 10"*) liegt, so folgt fiir eine solche Gasschicht, daB mit der schwarzen 

Strahlungsemission an der BALMER-Grenze eine Verschmelzung aller 
i>. 
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Fig.5. Energieverteilung der Strahlung 


einer Wasserdampfplasmaschicht von 2mm bei T=12000° K 


und p=1, 10, 100, 1000 Atm. 


diesen Bedingungen also im gesamten sichtbaren Spektralbereich schwarz 
strahlen. 


VI. Temperaturbestimmung und Messung des H -Kontinuums. 
1. Temperaturmessung. 

Zur Temperaturbestimmung wird die STARK-Effektverbreiterung der 
Linie H,; herangezogen, die ein Ma8 fiir die Elektronendichte ist und im 
Zusammenhang mit der SAHA-Gleichung die Temperatur ergibt. 

Die Auswertung erfolgt hier ebenso wie bei den Arbeiten von 
R. Fucus [9], W. LocHTE-HOLTGREVEN und W. Nissen [10] und teil- 
weise bei G. JURGENS [19] durch Vergleich der gemessenen Linienkontur 
von H, mit der nach der Theorie der Linienverbreiterung (J. Horts- 


Serienglieder bis auf H, verbunden ist. Praktisch wird das Plasma unter 


MARK [6]) von P. SCHMALJOHANN berechneten Linienform1. Sowohl die 


1 Eine entsprechende Auswertung der Linie H, ist nicht am Platze, weil die 
Empfindlichkeit der Spektralplatten in diesem Bereich stark veranderlich ist. 


Auch kénnten, da H,, in der Umgebung der Linienmitte bei groBeren Drucken auch 
in side-on-Beobachtung recht bald optisch dick wird, ohnehin nur die Linienfligel 
ausgewertet werden. ; 


ae 
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das Linienprofil von H, beschreibende Funktion S(«) als auch die ge- 
messene Linienform werden in doppeltlogarithmischen Koordinaten- 
systemen aufgetragen und durch Aufschieben zur bestméglichen Uber- 
einstimmung gebracht. 

Aus 

a} =F, =2,61-¢+Nit 
(F, = Normalfeldstarke) erhalt man sofort die Ionendichte, die wegen 
der Quasineutralitat des Plasmas gleich der Elektronendichte ist. Bei 
bekanntem Gasdruck kann somit 
die Temperatur tiber die SAHA- 
Gleichung ermittelt werden. 

Diese MeBmethode wird auf 
eine Reihe von Spektren ange- 
wandt, die bei Brennversuchen 1m 
Strombereich von 50 bis 150 Amp 
und Drucken von 25 bis 150 Atm 
aufgenommen sind. Die Ergebnisse 
dieser Messungen sind ebenfalls 
in Tabelle 1 enthalten. 

Man entnimmt dieser Zusam- 
menstellung, daB die Temperatur 
bei konstanter Stromstarke mit 
wachsendem Druck  geringfiigig 
abfallt. 
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2. Messung des H--Kontinuums. 


Die in Abschnitt V berechneten 
Emissionsspektren bei verschie- 
denen Drucken gaben schon ein 

g os ‘ ib ‘K #7 Guantitatives Bild von der stark 
Temperatur T et é = sae 
Fig. 6. Gemessene Druck- und Temperaturwerte im Zunahme des H~-Kontinuums mit 
p— T-Diagramm (Ausschnitt aus Fig. 2). Neben den anwachsendem Druck. Um einen 

Kurven konstanter Elektronenkonzentration Nesind - ‘ : a ; 

auch die Kurven xy-/x— = const eingezeichnet. naheren Uberblick tiber die zu er- 
wartenden Intensitatsverhaltnisse 
H--Kontinuum zu H-Kontinuum (Jy-/Jq) zu gewinnen, werden die oben 
ermittelten Temperaturwerte in ein  — T-Diagramm (Fig. 6) eingetragen, 
das nur einen Ausschnitt aus Fig. 2 wiedergibt. In diesem Diagramm sind 
nun auch die Kurven der konstanten Verhaltnisse x-/xy—=1,10 und 100 
fiir A= 5060 A eingezeichnet, die nur geringfiigige Abweichungen gegen- 
uber den von E. VITENSE berechneten Kurven fiir ein reines Wasserstoff- 
plasma aufweisen. Die gemessenen Druck-Temperaturpunkte liegen in | 


t Die Lenzsche Bedingung ist nur fiir die Ionen erfiillt. 
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einem Gebiet, in dem das theoretisch geforderte Verhaltnis [y,-/Iy bzw. 
%y-/*y In der GréBenordnung von 10 liegt. Das Auswertverfahren ist 
das gleiche wie bei den Arbeiten [9], [10]. Auch hier wird das Konti- 
nuum unter H, zur Messung herangezogen. Da einerseits das Linien- 
profil nach der HortsMarkKschen Theorie, andererseits das darunter 
liegende H-Kontinuum nach Gl. (V.1) genau berechnet werden kann, 


relahve Intensitat Lpe/ 


0 50 700 750 200 250A 
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Fig. 7. Gemessenes Linienprofil von Hg bei 100 Amp und 80 Atm. 


]4Bt sich das Verhiltnis I y,/Zy an jeder Stelle AA), von der Linienmitte 
gerechnet, sofort angeben. 
Rechnen wir mit dem Absorptionskoeffizienten pro cm, so gilt fur 
die Linie + i 
pppoe OE Fig op) NOS ope ue og GT 
tua = fot F, Nu U{T) 


/ = Oszillatorenstarke; fy = Normalfeldstarke. 


Das weitere Verfahren zur Bestimmung des Anteils des H -Konti- 
nuums am Gesamtkontinuum ist an Hand von Fig. 7 ersichtlich. 


Die Angabe der Trennlinie zwischen dem ,,blauen“‘ Linienfliigel und dem Kon- 
tinuum macht zunachst gewisse Schwierigkeiten, weil sich die Linienfligel Hg und _ 
H,, uberlagern. Da aber der ,,rote“* Fliigel von Hg noch vollstandig in das Konti- 
nuum iibergeht, kann durch Umklappen dieses Fliigels um die Mittellinie der auBere 
Teil des blauen Fliigels leicht korrigiert und somit auch an dieser Stelle eine Trenn- 
linie zwischen Hg und Kontinuum gezogen werden. Da Hg sehr breit ist und iiberall 
relativ flach verlauft, sind wir iiberdies gar nicht auf die Bestimmung des eigent- 
lichen H-Kontinuums unter den auBeren Fliigeln angewiesen, sondern kénnen ziem- 
lich weit zur Linienmitte hinriicken. a 


In dem angegebenen Beispiel wird eine Stelle gewahlt, bei der das 
theoretische Verhiltnis I;,,/I=20 ist. Da das H-Kontinuum selbst 
frequenzabhangig ist, wird das zu diesem Verhaltnis zugehdrige Ay 
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notwendig fiir beide Fliigel verschieden sein. Wegen des sehr geringen 
Unterschieds dieser beiden’ A A)-Werte geniigt es, jeweils den Mittelwert 
zu nehmen. 


Wir sind nun in der Lage, die Intensitaétshéhe Jy einzuzeichnen. 
Ordnen wir den iibrig bleibenden Teil des Gesamtkontinuums dem 
H--Kontinuum zu, so laBt sich das Verhaltnis (Zy-/Jq)exp aus den gra- 
phischen Darstellungen entnehmen. Die Ergebnisse der an einer Reihe 
von Spektren unternommenen Messungen sind zusammen mit den elek- 
trischen und thermischen Daten in Tabelle 1 zusammengestellt. 


Tabelle 1. 

: =| ‘eld- | . | Elek - |Halbwerts- | 

Sto | Druck | Ghte | Leisuns |.onsentaton fonete Hy | Temperatar (Zax) (fax 
A | Atm | V/cm kW/cm | Ne-10-" | A ok PNG e EHS Jom ede TSI: 
50 | 25 e230 11,5 | 3,4 90 11700 9,8 5,4 
50 By | KO) oye | ans 90 11400 11,6 8,2 
70 $0 i= a ee ee 11650} 14,3 8,4 
100. SO 300 30) | 6,0 | 3's 12050] 13,5 6,6 
100 | 80 yr 380 38 B= “ya. 40. FF F149 8507) 4D6 10,4 
100 | 100 | 420 42 8,8 ASGr ane 2.000 Neer te5e2 10,3 
100 | 120 | 460 ine | iD 147 | AA SOOuIe aASst alee oes 
100, 4508 |. 1500 ie eS 1445 | 11600] 15,7 | 17,2 
1505 et SOM 37.0 55,5| 9,4 15351 ~ 44.750) 17.0 15,4 
150:1 0 300 We -450 67,5 | — — | (wm 12500) ket Se: 

200 | 700 |X 500 | 100 | = = |e Se = 

e200 21000 |& 600 |x 120 = | —  |(a¥12000)) — — 


Zum Vergleich ist neben (Iy-/J4)exp auch das theoretisch geforderte 
Verhaltnis angegeben. Abgesehen von den kleinen Drucken liegt eine 
recht gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment vor, so 
da8 man zu der Annahme berechtigt ist, daB das starke zusdtzliche 
Kontinuum tatsachlich der H~-Bildung zugeschrieben werden muB. 
Dieser Nachweis des H~-Kontinuums ist deswegen genauer als bei den 
friiheren Untersuchungen [9] und [10], weil der Anteil des H--Kon- 
tinuums um ein Vielfaches gréBer ist, als der der anderen Kontinua. 


Ein Grund fiir die systematischen Abweichungen im Bereich kleiner Drucke 
mag darin liegen, da® das Intensitatsverhaltnis zwischen der Spitze von H g und 
dem Kontinuum bei der geringen Verbreiterung noch sehr groB ist, so da& man 
gezwungen ist, die Spektralaufnahme sehr weich zu entwickeln, wenn der ganze 
Intensitaétsbereich auf einer einzigen Platte erfaBt werden soll. Dabei verliert 
man aber an MeBgenauigkeit. Aus diesem Grunde wird man den H -Messungen 
bei gréBeren Drucken mehr Gewicht beilegen. 


Eine genaue Fehlerabschatzung ist hier kaum méglich. Insgesamt 
_ wird man wegen der indirekten TemperaturmeBmethode mit einem 
Fehler von etwa + 30% zu rechnen haben. 
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VII. Vergleich der gemessenen Spektren mit der Theorie. 


Uber die Strahlungsmessungen in der U mgebung von H, hinaus soll 
nun ein Vergleich des gesamten Spektrums im sichtbaren Ge oie mit der 
Theorie angestellt werden. 

Fig. 8 gibt zunachst einen Uberblick iiber die Abhangigkeit der 
Strahlung vom Druck. Die mit steigendem Druck bzw. wachsender 


, ~1000 at ~200 A 


f ~700 at ~200A 
e 300 at 150A 
d 150 at 150A 
c 100 A 
b 50 at 50A 
a 1 at 50A 


1 

Hg Hy Hg Hoe 
Fig. 8. Spektren. Fig. 8a ist zum Vergleich beigefiigt und entstammt nicht dem Druckbogen, sondern ist 
am wasserstabilisierten Lichtbogen von Atmospharendruck aufgenommen. Die Linie Hg und der groBe 
Intensitatsunterschied zwischen Batmer- und PascHeN-Grenzkontinuum ist noch deutlich erkennbar. 
Bei = 50 Atm kann nur noch Hy vom Kontinuum unterschieden werden. Von 300 Atm an erhalt man den 
Findruck eines ziemlich gleichmaBig durch das Spektrum hindurchgehenden Kontinuums. Fig. 8f u. g 
geben die Spektren bei den extremen Druckwerten wieder. Bei 700 Atm kann selbst die Linie Hg, nur noch 
in den Randzonen vom Kontinuum unterschieden werden. Daneben sind noch einige schwache Kupferlinien 
und die bekannten Ca-Linien in Absorption erkennbar. Um im gesamten Spektralbereich eine einigermaBen 
iibereinstimmende Plattenempfindlichkeit zu erzielen, werden zwei verschiedene Plattensorten benutzt, 

wie an dem Einschnitt zwischen Hg und Hg ersichtlich ist. 


Elektronenkonzentration zunehmende Verbreiterung, die Verschmelzung 
der Linien und das Vorriicken des BALMER-Grenzkontinuums zu 1an- 
geren Wellenlangen ist deutlich zu erkennen. Die Photometerkurve der~ 
_ Fig.9, die zum Spektrum der Fig.8c gehdért, gibt bereits ein halbquan- 
~titatives Bild iiber den hauptsdchlich interessierenden Spektralbereich. 
Als letzte Linie ist H, erkennbar, deren violetter Fliigel einen 
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gleichmaBigen AnschluB an das vorgezogene BALMER-Grenzkontinuum 
findet. Irgendeine Andeutung von H; ist nicht mehr vorhanden. 
Zuniachst seien drei Spektren bei f = 80, 1201 und 150 Atm (Fig. 10a, 
b, c) behandelt, die in ihrer ajuBeren Erscheinung sehr ahnlich sind. 
Elektronendichte und Temperatur sind fiir jedes Spektrum aus den 
Messungen an H, bekannt. Daher kann das theoretische Gesamtspek- 
trum aus dem H-Kontinuum nach Gl. (V.1), aus dem H~-Kontinuum 
nach den Rechnungen von CHANDRASEKHAR und schlieBlich aus der 
Form der Batmer-Linien nach den Rechnungen von SCHMALJOHANN 


soe Uplink Sg.) SS ep rh es a ae : 
| at | | | 
Can ALT Car Car Hy Hs 


Fig. 9. Photometerkurve des Spektrums ftir J=100 Amp, = 80 Atm. 


(UNSOLD: Physik der Sternatmospharen) zusammengesetzt werden. 
Zum Vergleich mit dem gemessenen Spektrum werden beide im log- 
arithmischen System aufeinander geschoben. Wie bereits erwahnt, kann 
die Linie H, wegen der geringen Dispersion und der in der Umgebung 
der Linienmitte stark veranderlichen Plattenempfindlichkeit nur im 
blauen Fligel mit der theoretischen Kurve verglichen werden. In der 
Linienmitte wird H, bei diesen Drucken auf jeden Fall optisch dick. Die 
Figur zeigt, daB die Ubereinstimmung zwischen den beiden Kurven 
bei H;, abgesehen von der Linienmitte, sehr befriedigend ist. Aus den 
Rechnungen kann man in Verbindung mit der effektiven Schichtdicke 
des Bogens entnehmen, da8 die Linienmitte auch bei 150 Atm gerade 
noch aus optisch diinner Schicht emittiert wird. Fir H,, ergibt sich 
insofern eine systematische Unstimmigkeit, als der gemessene Verlauf 
fast uberall tiber dem berechneten bleibt. Zu den Rechnungen iiber die 
H,-Profile muB gesagt werden, da versucht wurde, der S(«)-Kurve die 
unverschobene Mittelkomponente in der Umgebung der Linienmitte zu 
tiberlagern, ein Verfahren, das natiirlich mit einer gewissen Unsicherheit 
behaftet ist. Aber auch diese Hinzunahme der Fliche der unverschobe- 


1 Bei p= 120 Atm ist H, nicht auswertbar. 
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nen Komponente reicht in keinem Falle aus, um den gemessenen Verlauf 
zu erklaren. Dagegen wird der Ubergang zum vorgeriickten BALMER- 
Grenzkontinuum einigermaBen richtig wiedergegeben. 

SchlieBlich soll noch der Versuch unternommen werden, auch das 
300 Atm-Spektrum (Fig. 8e) und das Spektrum der Fig. 8g (p #1000 Atm) 
quantitativ mit einem entspre- 103 
chenden theoretischen Spek- 
trum in gréBtmégliche Uber- 
einstimmung zu bringen. Da 2 
H, und H,, fast miteinander 
verschmolzen sind, ist eine Tem- 4 Tsg h Totem K | 
peraturbestimmung aus dem ies aes lec irchhoff-Planck-Funkton(500°K) 
H,-Linienprofil unmédglich ge- 
worden. Es bleibt also nichts 
anderes tibrig, als den gesamten 
Verlauf des Spektrums zur 
Temperaturmessung heranzu- 
ziehen, eine Methode, die darauf 
hinauslauft, daB mehrere theo- 
retische Spektren, die sich nur 
durch die Temperatur unter- 
scheiden, mit der gemessenen 
Strahlung verglichen ‘werden. 
Im Gegensatz zu den Spektren 
der Fig. 10a—c muB hier die 
Absorption nach Gl. (V.5) mit 
berticksichtigt werden. Mit dem 
Spektrum des 300 Atm-Bogens hen? B 
paBt am besten ein theoretisches — gemessen 
Spektrum zusammen, das mit aside hada 
T =12500° K berechnet worden 5 
ist, obwohl auch in diesem Falle se LE ok is Ti in ae: Spine 
keine vollige Ubereinstimmung Fig. 10. Spektrale Verteilung im Sichtbaren. 
erzielt werden kann (Fig.10d). 

Ahnliche Schwierigkeiten ergeben sich bei dem letzten Spektrum, bei 
dem fast gar keine hervortretenden Merkmale vorhanden sind. Offen- 
sichtlich ist das BALMER-Grenzkontinuum, entsprechend der INGLIs- 
TeELLERschen Beziehung, bis zur Linie H, vorgezogen. Eine Temperatur- 
angabe ist hier nur in weiteren Grenzen méglich, da mehrere berechnete 
Spektren im Temperaturbereich von 12000 bis 13000° K mit dem a 
gemessenen Profil tibereinstimmen. wat 
Insgesamt werden die experimentellen Verteilungen mit Ausnahme 
der Linienmitte von H,, recht gut von den aus der HoLtsmarxschen 


T=200K T= w000°K | 
p=tdoat Ne 33-00" 


/Airchhof-Planck- 


Funktion (12 000°K) | 


Intensitat Ip 


relative Intens/tat 
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Theorie berechneten wiedergegeben. Die nach INGLIs und TELLER 
berechenbare Hauptquantenzahl der letzten noch sichtbaren Linie 
stimmt ebenfalls weitgehend mit dem Experiment tberein. 


Ein zusatzlicher Beweis fiir die Existenz des H~-Kontinuums ist der 
geringe Intensitatsunterschied zwischen dem BALMER-Grenzkontinuum 
jenseits von H, und dem Kontinuum zwischen H, und H,. Dieser 
,,BALMER-Sprung‘ miiBte, wenn das H~-Kontinuum nicht an der 
Strahlung beteiligt ware, ganz erheblich gréBer sein, d.h. das gemessene 
Kontinuum zwischen H, und H, miiBte wesentlich tiefer liegen. 


Zusammenfassung. 

Ausgehend von dem von H. MAECKER entwickelten wasserstabili- 
sierten Lichtbogen von Atmospharendruck wird ein Wasserdampf- 
hochdruckbogen beschrieben, der in einem abgeschlossenen, teilweise 
mit Wasser gefiillten Druckgehaéuse brennt. Bringt man dieses Druck- 
gefaB in schnelle Rotation um die Symmetrieachse, so wird das Wasser 
an die Innenwandung der Apparatur gedrangt, wahrend die darin ver- 
bliebene Luftblase in der Achse einen wasserfreien Kanal bildet, in dem 
ein Lichtbogen brennen kann. Da die Innenwandung somit durch eine 
Wasserschicht geschiitzt ist, kbnnen betrachtliche elektrische Leistungen 
(kurzzeitig bis zu 100 kW/cm) umgesetzt werden, ohne eine Temperatur- 
tiberlastung der Anordnung hervorzurufen. Die nach dem Ziinden des 
Bogens cinsetzende Wasserverdampfung hat einen raschen zeitlichen 
Anstieg des Druckes zur Folge. Die Druckwerte, zu deren Messung ein 
Sicherheitsventil dient, kénnen durch Zufuhr geniigender elektrischer 
Leistung bis auf 700 bzw. 1000 Atm getrieben werden. Mit dem Druck- 
anstieg ist ein starkes Anwachsen der Bogenspannung verbunden, daher 
ist zum Betrieb dieses Bogens eine Gleichstromquelle hoher Klemmen- 
spannung erforderlich. — 


Fiir verschiedene Stromstarken im Bereich von 50 bis 200 Amp und 
Drucke von 25 bis etwa 1000 Atm werden Spektren aufgenommen. Aus 
dem Vergleich des gemessenen Linienprofils der Linie Hz; mit dem nach 
der Theorie des intermolekularen STArK-Effektes von J. HoLTSMARK 
berechneten, erhalt man zunadchst die Elektronendichte und daraus 
bei bekanntem Gasdruck iiber die SanHA-Gleichung die Temperatur 
(T ~12000° K). 

Sodann wird die bei verschiedenen Versuchsbedingungen emittierte 
Strahlung im sichtbaren Spektralbereich mit den theoretisch berech- 
neten Spektren verglichen. Das Intensititsverhaltnis der Strahlung im 
Gebiet des BALMER-Grenzkontinuums zu dem Restkontinuum unter den 
BatMeEr-Linien kann nur dann erklart werden, wenn man den Re- 
kombinationskontinua des H-Atoms das H~-Kontinuum mit der theo- 
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retisch von CHANDRASEKHAR geforderten Intensitiit uberlagert. Die 
Untersuchung des Kontinuums unter H, ergibt innerhalb der MeB- 
genauigkeit eine gute Ubereinstimmung mit den theoretischen Werten 
fir das H~-Kontinuum. Unter den vorliegenden Druck- und Tempera- 
turbedingungen treten Verhaltnisse der H~-Intensitat zur H-Intensitiit 
bis zu 17:1 auf, so daB der weitaus gréBte Anteil des Gesamtkontinuums 
von der H~-Strahlung herriihrt. 


Die INGLIs-TELLERsche Beziehung, die die letzte sichtbare Linie bzw. 
das Ubergreifen des Grenzkontinuums nach laingeren Wellenlingen be- 
stimmt, wird ebenfalls weitgehend von dem Experiment bestitigt. 


Um einen Uberblick iiber die gesamten Strahlungseigenschaften des 
wasserstabilisierten Hochdruckbogens zu erhalten, werden im AnschluB 
an die Berechnung der Zusammensetzung des Wasserdampfplasmas in 
Abhangigkeit von Druck und Temperatur die Absorptionskoeffizienten 
der H-Kontinua und des H--Kontinuums fiir T—12000° K und ver- 
schiedene Drucke (#=1, 10, 100, 1000 Atm) im Frequenzintervall von 
10" bis 10'® Hz unter Beriicksichtigung der Elektronen-Plasmaschwin- 
gungen graphisch dargestellt. Nach Umrechnung mit der entsprechenden 
KIRCHHOFF-PLANCK-Funktion erhalt man dann die Emission in dem 
genannten Frequenzbereich. Da bei side-on-Beobachtungen meistens 
eine Plasmaschichtdicke von 2 mm vorliegt, wird die zu erwartende Aus- 
strahlung speziell fiir diese Verhaltnisse in Abhangigkeit vom Druck 
angegeben. Fiir J =12000° K und dem extremen Druck = 1000 Atm 
ist die Absorption bereits so stark geworden, da8 die Strahlungsvertei- 
lung, abgesehen vom ultravioletten Teil, praktisch mit der entsprechen- 
den KirCHHOFF-PLANCK-Funktion iibereinstimmt. Ein solcher Fall 
konnte kurzzeitig (~ $sec) in dem Lichtbogen realisiert werden. 


Herrn Professor Dr. W.LocuTE-HoLTGREVEN und Herrn Dr. 
H. Maecker, der diese Arbeit angeregt hat, bin ich fiir wertvolle Dis- 
kussionen und stete Férderung zu gréBtem Dank verpflichtet. Der’ 
Studienstiftung des deutschen Volkes danke ich ebenfalls fiir das mir 
zur Beendigung meines Studiums gewadhrte Stipendium. 
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Der Zusammenhang 
zwischen der Theorie der Kernspaltung 
und der Theorie der Kernquadrupolmomente. 
Von 
DIETER PFIRSCH. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 8. Juni 1953.) 


In dem MaB8e, in dem sich ein Kern dem Trépfchenzustand nahert, nimmt seine 
Deformierbarkeit zu. Die Annaherung an den Trépfchenzustand kann durch An- 
regung des Kerns erreicht werden. Im nichtangeregten Zustand — wichtig im 
Falle der Kernquadrupolmomente — ist die Deformierbarkeit der Kerne vornehm- 
lich auf Grund der Unschirferelation verstandlich, im angeregten Zustand — 
wichtig im Falle der Kernspaltung — wird sie einfach durch Oberflachenspannung 
und Coutoms-Kraft beschrieben. In dieser Weise klart sich die Diskrepanz zwischen 
der Theorie der Kernquadrupolmomente und der Theorie der Kernspaltung auf, 
die darin besteht, daB in beiden Theorien mit wesentlich verschiedenen Deformier- 
barkeiten der Kerne gerechnet werden muB. 


Einleitung. 

In einer ersten Arbeit! hat der Verfasser auf Grund der RaAIn- 
wATERschen Vorstellungen von der Deformation eines Atomkerns? eine 
Theorie der Kernquadrupolmomente (KQM) angegeben. Die Theorie 
gab die Schwankungen der KQM mit der Nukleonenzahl einigermaBen 
richtig wieder, die GréBenordnung stimmte fiir mittlere Kerne ge- 
nahert, fiir groBe Kerne ergaben sich die Werte etwa um einen Faktor 
1/, zu klein*. Dieser Faktor erschien auf Grund des benutzten Oszil- 
latorpotentials verstandlich, so daB geschlossen werden darf, daB die 
Theorie in wesentlichen Punkten der Wirklichkeit entspricht. Vergleicht 
man sie aber mit der BoHR-WHEELERschen Theorie der Kernspaltung‘, 
die ebenfalls durch die Erfahrung bestatigt wird, so stellt man fest, daB 
beide Theorien nicht miteinander vertraglich sind. Die Theorie der Kern- 
spaltung bendtigt eine viel grifere Deformierbarkeit der Kernmaterte als dre 
Theorie der KQM. Man erkennt dies etwa deutlich daran, daB die 
RAINWATERsche Theorie, in der die Deformierbarkeit der Kerne genau 


1 PrirscH, D.: Z. Physik 132, 409 (1952). 

2 RAINWATER, J.: Phys. Rev. 79, 532 (1950). 

3 Statt 1/, miiBte es in der zitierten Arbeit des Verfassers besser zwischen — 
1/, und 2/, heiBen, da die potentielle Energie, die bei der Deformation auftritt; zu 
groB abgeschatzt wurde. Der Wert ?/, ergibt sich, wenn man die potentielle Energie 
ganz weglaBt. 

4 Bour u. WHEELER: Phys. Rev. 56, 433 (1939). 
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wie in der Kernspaltungstheorie angenommen wird, bis auf rund 10mal 
zu groBe KOM fiihrt. 

In der vorliegenden Arbeit soll die Diskrepanz zwischen der Theorie 
der KQM und der Kernspaltungstheorie aufgeklart und beseitigt werden. 
Dabei wird es sich zeigen, daB es wichtig ist, zu entscheiden, wann man 
nach dem Trépfchenmodell und wann nach dem Modell unabhangiger 
Teilchen zu rechnen hat. Es wird ausgefiihrt, wie man die Deformierbar- 
keit eines Kernes in beiden Modellen erhalt. Auf diese Weise wird deut- 
lich, daB die Kernspaltungstheorie und die Theorie der KQM in einem 
einheitlichen Bild zu fassen sind. Der wesentliche Gesichtspunkt wird 
durch die Betrachtung der freien Weglangen der Nukleonen im Kern als 
MaB der Wechselwirkung der Nukleonen geliefert werden. Ist namlich 
die freie Weglange eines Nukleons groB gegen die Kerndimensionen, 
so ist die Wechselwirkung der Nukleonen mit der Kernoberflache sehr 
wesentlich. Die Deformierbarkeit eines Kerns ist in diesem Fall vornehm- 
lich auf Grund der Unscharferelation verstandlich (s. Abschnitt 1). Ist 
dagegen die freie Weglange der Nukleonen klein gegen die Kerndimen- 
sionen, dann spielt die Wechselwirkung der Nukleonen mit der Kern- 
oberflache nur eine untergeordnete Rolle; insbesondere verschwindet 
die Bedeutung der Unscharferelation, so da8 die Deformierbarkeit der 
Kerne in diesem Fall nur durch die Oberflachenspannung und die Cou- 
lombkraft beschrieben wird. Jetzt hangt aber die freie Weglange der 
Nukleonen im Kern sehr stark von der Anregungsenergie eines Kerns 
ab. Im nichtangeregten Zustand kénnen namlich wegen des Pauliprin- 
zips praktisch keine St6Be zwischen den einzelnen Nukleonen im Kern- 
innern auftreten. Regt man aber einen Kern hinreichend an, dann ver- 
schwindet der Einflu8 des Pauliprinzips (Ubergang von der FERmMt- 
Statistik zur BOLTZMANN-Statistik), es kénnen St6Be auftreten, der Kern 
verhalt sich wie ein Trépfchen, seine Deformierbarkeit nimmt erheblich 
zu. Da man es in der Theorie der KQM mit nichtangeregten Kernen, 
in der Theorie der Kernspaltung aber mit angeregten Kernen zu tun hat 
(Anregungsenergie etwa 6 MeV), so- wird verstandlich, daB in beiden 
Theorien mit verschiedenen Deformierbarkeiten der Kerne zu rechnen ist. 

In einem ersten Abschnitt soll noch einmal die Theorie der KOM, 
wie sie sich nach einem Modell vollkommen unabhangiger Teilchen dar- 
stellt, in ihren Grundlagen klar formuliert werden. Dies geschieht in An- 
lehnung an die zitierte Arbeit des Verfassers; durch eine andere Wahl 
des Kernpotentials wird aber die oben erwahnte Schwierigkeit beziiglich 
der potentiellen Energie der Deformation vermieden.. AuBerdem erfolgt 
die ganze Betrachtung unter etwas veranderten Gesichtspunkten ent- 
sprechend der anderen Tendenz dieser Arbeit. 

In einem zweiten Abschnitt folgt dann eine naherungsweise Beriick- 
sichtigung der Wechselwirkung der Nukleonen im Innern des Kerns 
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durch Einfiihrung der mittleren freien Weglinge der Nukleonen im Kern. 
Dadurch wird von der Seite der Theorie der KOM herkommend der 
AnschluB an die Kernspaltungstheorie erreicht. 


1. Die Theorie der Kernquadrupolmomente bei Annahme eines 
Modells véllig unabhangiger Teilchen. 


In diesem Abschnitt wird der Kern als ein Kasten mit unendlich 
hohen senkrechten Wanden vorgestellt, in dem sich unabhangig von- 
einander die Nukleonen bewegen. Der Kastenboden habe das Potential 
Null. Die Energie der Nukleonen ist dann rein kinetische Energie. Sie 
ist wesentlich bestimmt durch GréBe und Form des Kastens. 

Nach RAINWATER? ist die Form des Kastens nicht kugelsymmetrisch, 
der Kasten ist vielmehr durch die Bewegung der einzelnen Nukleonen 
im Kern in gewisser Weise deformiert ; dabei wird Inkompressibilitat der 
Kernmaterie, also Volumenkonstanz des Kerns angenommen. Zu einem 
genaueren Verstandnis fiir das Zustandekommen einer Deformation 
gelangt man auf folgende Weise: liegen die Knoten einer Wellenfunktion 
dicht, dann ist die kinetische Energie des zugehérigen Teilchens groB. 
Ein Teilchen, das sich in einem Kasten der geschilderten Art befindet. 
wird also, um in einen energetisch giinstigeren Zustand zu kommen, 
die Knoten seiner Wellenfunktion médglichst auseinander zu treiben 
versuchen und in dieser Weise eine Deformation des Kerns bewirken. 
Gehen wir bei unseren Betrachtungen von einem kugelsymmetrischen 
Kasten aus, dann kénnen wir noch speziellere Aussagen tiber die Art 
der Deformation machen. In einem kugelsymmetrischen Kasten sind 
2 und m (Bahndrehimpuls und Bahndrehimpulskomponente) fiir jedes 
Nukleon im Kern gute Quantenzahlen?. Die Eigenfunktion eines Nu- 
kleons mit dem Bahndrehimpuls / besitzt / Knoten des Winkelanteils 
und auBerdem irgendwelche Knoten des radialen Anteils. Das Aus- 
einandertreiben dieser Knoten unter Konstanthaltung des Volumens 
fiihrt auf folgende Deformationen: 

4. Deformation auf Grund der Knoten des Winkelanteils der Eigen- 
funktionen : 

a) m=l: alle Knoten bilden, auf die ie reeniaahe projiziert, 
Meridiane. Werden diese unter Konstanthaltung des Volumens aus- 
einandergetrieben, so entsteht etwas Abgeplattetes (Fig. 1). 

b) m=O: alle Knoten bilden, auf die Kernoberflache projiziert, 
Breitenkreise; wenn sich diese voneinander entfernen, entsteht etwas 
Verlangertes (Fig. 1b). 


1 RAINWATER, J.: Phys. Rev. 79, 532 (1950). pe Sea 

2 Kine Spinbahnkopplung werde gegenwdrtig der Einfachheit halber ache 
angenommen. Bei der tatsachlichen Berechnung der KQM ist sie jedoch PS : 
wesentlich. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. 40 
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2. Deformation auf Grund der Knoten des radialen Teils der Eigen- 
funktionen: 

Jede Art von Deformation bewirkt hier ein Zusammenriicken der 
radialen Knoten. Die radialen Knoten wirken also immer einer Deforma- 
tion entgegen (Fig. 1c). 

Im geschilderten Modell tragen alle Nukleonen im Kern unabhangig 
voneinander zur Deformation bei. Sie iiberlagern ihre Wirkungen, die 
sich, soweit sie durch die Winkelanteile der Eigenfunktionen beschrie- 
ben werden, je nach den Zustanden der einzelnen Nukleonen im Kern 
gegenseitig verstarken oder kompensieren 
es > k6nnen (siehe 1.), die sich aber stets gegen- 

Per seitig unterstiitzen, soweit sie durch die 

a radialen Anteile der Eigenfunktionen be- 
schrieben werden (siehe 2.). Danach werden 
also in dieser Theorie groBe Kerne schwerer 
deformierbar sein als kleine. Wegen des 
Effektes der Winkelanteile geht in die 
Theorie der KQM sehr wesentlich die 


t 
BE quae Nukleonenkonfiguration ein. Die Spinbahn- 
kopplung ist daher unbedingt zu_beriick- 


c | sichtigen. 
Fig. 1. Zur anschaulichen Deutung der 4 = 
Deformationen. Die Methode zur Bestimmung der KOM 


besteht darin, das Minimum der Gesamt- 
energie E der Kerne in Abhangigkeit von der Nukleonenkonfiguration K 
und der Gestalt y der Kerne aufzusuchen (y <0 abgeplatteter, y >0 
verlangerter Kern): 
OE . 
E=Ex(y); SEY = 057 = 78, Ming Ex(yx) > K. 
Fir kleine y gilt: 


Ex(y) =ER+yER+ PER +. 


(ED)2 4A 
YK S —~ 3E@? Ex (yx) © EQ — — ere 


4ED ° 


Es ist EX > 0 praktisch unabhangig von der Nukleonenkonfiguration K, 
also folgt K aus 
Max, | EY]; 


daraus folgt dann y und daraus wieder (Q (s. Zitat 1, S. 593). 

Um diesen Weg durchfiihren zu kénnen, ist die Kenntnis von Ex (y) | 
erforderlich. Ex(y) ist das Negative der Bindungsenergie eines Kerns 
mit der Deformation y und der Nukleonenkonfiguration K. Die Bin- 
dungsenergie eines Kernes ist die Energie, die einem Kern zugefiihrt 
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werden mu8, um ihn in lauter freie Teilchen aufzuspalten. —E‘ ist 
die Bindungsenergie eines kugelsymmetrischen Kerns, (E®)?/4E® ist die 
Anderung der Bindungsenergie bei Deformation um Ve=—ER/2EQ. 


Um einen derartig deformierten Kern in seine Bestandteile zu zer- 
legen, kann man ihm erst einmal die Energie (FY)?/4E@ zufiihren, 
um ihn kugelsymmetrisch zu machen, dann kann man ihn weiter zer- 
legen. Betrachten wir zunachst die Nukleonen in einem vorgegebenen 
Kasten der geschilderten Art, dann dient der genannte Energiebetrag 
zur Erhéhung der Energie dieser Nukleonen, die aber rein kinetische 
Energie ist, und sich somit additiv aus den Beitragen aller Nukleonen 
im Kern zusammensetzt. Dann muB aber noch beriicksichtigt werden, 
da8 der Kasten, in dem sich die Nukleonen bewegen, selbst wieder 
durch die Nukleonen gebildet wird, demzufolge eine Oberflachenenergie 
resultierend aus den unabgesattigten Kernkraften der Nukleonen an der 
Oberflache existiert. Ein Teil des genannten Energiebetrages dient also 
auch zur Anderung der Oberflachenenergie, und ein weiterer Teil dient 
zur Anderung der CouLomB-Energie, die gesondert zu beriicksichtigen ist, 
da Protonen und Neutronen im gleichen Poteniialkasten betrachtet 
werden. Sei 4, A die Anderung einer GréBe A bei Deformation um y 
und ist weiter der Energieeigenwert eines Nukleons im Kern Fy, die 
Oberflachenenergie Ey, die CouLomB-Energie E, dann ist nach dem Ge- 
sagten die Anderung der Gesamtenergie E des Kerns bei Deformation 
man 


A,E — » A,Ey — A,Eo — A,Ec, 
N 


wobei sich die Summation tiber alle Nukleonen im Kern erstreckt. Fiir 
kleine y ergibt sich hieraus mit Gl. (1.1) 


Le pa EX. Eo = pa Eo te ae =e Ee. (422) 


Fir groBe Kerne gilt 
ERY DEY, i) 
N 


d-h. die deformationsverhindernde Wirkung stammt wesentlich aus dem 
Zusammenriicken der radialen Knoten der Nukleoneneigenfunktionen im 
Gegensatz zur Theorie der Kernspaltung, bei der nur das Glied EG) + E? 
Bedeutung hat. Wie sich diese Diskrepanz auflést, wird im pues Ab- 
schnitt dargelegt. 


4/E@ ist ein MaB fiir die DisioimaetOavicett cles ees Sie ist in die- _ 
sem Abschnitt im wesentlichen auf Grund der Unscharferelation, dutch 
die die Wirkung der radialen Knoten abgeschatat erty kann, ver- 
a ee 
40* 


598 DIETER PFIRSCH: 


Aus ~,% 2h, pyZh, p,2=Sh folgt fir x=y=0, z=a, tte 


2 __ 2 1 1 1 
Kastenvolumen = const, ¥ ae =, = Vi(ii—y), b= Vii — y)3: 


2 h2 ae = 

Ely) =Eualy) = 2— lat —y)tt (a 
= 3h? 

on 2m Vi 


ibiatlot ome 


Wiirden wir eine Abschatzung fiir den ganzen Kern auf diese Weise 
machen, so folgte fiir groBe Kerne 

SYiji 23! 

E® w > E® = — 

ey 2 2mV8 9 


(1.4) 


wobei A die Gesamtnukleonenzahl des betrachteten Kerns ist. Wesent- 
lich bei dieser Abschatzung ist, daB die einzelnen Tetlchen im Kern wirk- 
lich als unabhdngig angesehen werden diirfen. Ein MaB fiir die Unab- 
hangigkeit der Teilchen ist die mittlere Zahl der St6Be eines Teilchens 
mit anderen Teilchen beim Durchqueren des Kerns. Solange tiberhaupt 
keine St6Be auftreten, d.h. solange die mittlere freie Weglange eines 
Nukleons im Kern wesentlich gréBer als der Kerndurchmesser ist, 
k6nnen die einzelnen Teilchen wirklich als unabhangig angesehen wer- 
den. Die oben angegebene Rechnungsweise ist dann sicher sinnvoll. 
Wenn aber StdBe auftreten, kann man nicht erwarten, daB man mit 
dem Modell vollkommen unabhangiger Teilchen in jedem Fall gute Er- 
gebnisse gewinnt. Im folgenden Abschnitt soll der EinfluB der St6Be der 
Nukleonen im Kern auf die Deformierbarkeit eines Kerns diskutiert 
werden. 


2. Die Deformierbarkeit eines Kernes bei Beriicksichtigung 
der St6Re der Nukleonen innerhalb des Kerns. 

Die Deformierbarkeit 1/E eines Kerns erwies sich im letzten Ab- 
schnitt wesentlich bedingt durch die Begrenzung der Bewegungsfreiheit 
eines Teilchens durch die Kernoberflache. Sie war auf Grund der Un- 
scharferelation verstandlich. Es soll iiberlegt werden, in welcher Weise 
St6Be der Nukleonen im Kerninnern, d. h. also die Wechselwirkung der 
Nukleonen im Kerninnern die Deformierbarkeit andern. Dazu betrach- 
ten wir der Einfachheit halber einen Rechteckkasten (Fig. 2), in dem sich 
die Nukleonen befinden. In diesem Rechteckkasten fliege ein Teilchen 
von unten nach oben. Erleidet es keinen StoB, dann wird seine Be- 
wegung durch die Kastenwand begrenzt. Es gilt dann etwa die obige 
Abschaétzung mit der Unschirferealtion fiir seine Energie. Erleidet es 
jedoch vor Erreichen der Kastenwand einen StoB und wird dabei nicht 
gerade nach vorn gestreut, so wird seine Bewegung nicht mehr durch die 
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Kastenwand begrenzt. Man kann in diesem Falle die Kastenwand ver- 
schieben, ohne die Energie dieses Teilchens auf Grund der Unschérferela- 
tion zu dndern. Wir kénnen daher die St6Be der Teilchen im Innern des 
Kerns bei der Berechnung der Deformierbarkeit sehr grob dadurch be- 
tucksichtigen, daB nur die Teilchen in Betracht gezogen werden, die 
beim Durchqueren des Kerns keinen StoB mit Riickwirtsstreuung er- 
litten haben. Wegen der genaherten Symmetrie der Streuverteilung 
nach vorne und hinten ergibt sich die alleinige Beriicksichtigung der 
Riickwartsstreuung dadurch, daB jeweils nur jeder zweite StoB gezahlt 
wird?. Ist g der Bruchteil der so definierten nicht stoBen- 
den Teilchen, so steht in Gl. (1.4) statt A jetzt A-q <A, 
d.h. die Deformierbarkeit ist durch die St6Be um einen 
Faktor 1/¢ vergréBert worden. Im folgenden wird es sich Fig.2, ZaniBins 
darum handeln, g zu berechnen und Folgerungen aus q __ fluf der StéBe aut 


die Deformierbar- 


fiir die KQM und fiir die Kernspaltung zu ziehen. eG eer 


a) Berechnung des Bruchteils q der Nukleonen, die beim Durchqueren 
des Kerns keinen StoB mit Riickwdartsstreuung erleiden. 

Ist A die mittlere freie Weglange eines Nukleons im Kern und ist d 
der Kerndurchmesser, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein 
Teilchen beim Durchqueren des Kerns keinen StoB erleidet e~%*. Der 
Bruchteil g muB mit der doppelten freien Weglange gebildet werden, also 


SS as ee (2.1) 


A berechnet sich klassisch aus dem Wirkungsquerschnitt o und der An- 
zahl » der Nukleonen in der Volumeinheit zu 


1 
aa as (2.2) 
Beriicksichtigt man aber das Pauti-Prinzip, so erhalt man einen viel 
groBeren Wert fiir A. Betrachtet man die Nukleonen als ein FERMI-Gas, 
dann ergibt sich nach ToMonaAGA? 
. pes 
ee (=2*) depee: 1s (2.3) 


no\ kT N Coss 


Dabei ist Eyax (etwa 20 MeV) die Fermische Grenzenergie und kT ist 
die Anregungsenergie des Kerns. kT ist allerdings fiir nichtangeregte 
Kerne nicht Null, sondern betragt auf Grund der Wechselwirkung 


1 Hier besteht allerdings eine gewisse Willkiir; es mag genau so sinnvoll sein, 
nur jeden 3., 4. oder 5. StoB zu beriicksichtigen. Das Ergebnis hangt aber nicht _ 


davon ab. : oe 
2 Beriicksichtigt man noch die Oberflachenspannung und die Coutoms-Kraft, 


dann wird die Deformierbarkeit um weniger als 1/q vergroBert. 
3 TomonaGa: Z. Physik 110, 573 (1938). 


- 
a : x 
i 4 
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zwischen den Teilchen im Kern genahert 2MeV, wie WATANABE? 
ausfiihrte. Fiir nichtangeregte Kerne hat man daher 


Ar. (2.4) 


o kann man dem Experiment entnehmen: bei einer Energie von E= 
2 MeV ist o angenihert 10075, 77> =1,41°10%cm. AuBerdem gilt in 
diesem Bereich o~1/E, so daB fiir E=20 MeV o angenahert gleich 
10 75 ist. Diesen Werten entsprechen fiir nichtangeregte Kerne gemaB 
Gl. (2.3) und Gl. (2.4) effektive Wirkungsquerschnitte og der GrdBe 
vg und 73/10. ToMONAGA® berechnete im nichtangeregten Fall fiir groBe 
Kerne einen effektiven Streuquerschnitt o,.;,=75, mit dem wir im fol- 
genden rechnen wollen. Ist dann Ey, die SRS IG eines Kerns 
in MeV, so gilt also 


E 
out = (7 4)’ r. (2.5) 
Wegen 
1 4 
ie ae rwdr 
wird 
a cial 
Da noch 
Ss Qry Ad ei2 24 Wo flirts A 246 
ist, gilt fiir groBe Kerne ca 
ali SE 7) 


b) Folgerungen fiir die Theorie der Kernspaltung und fiir die Theorie der 
Kernquadrupolmomente. 
Bei der Kernspaltung hat man es mit angeregten Kernen zu tun. Die 
Anregungsenergie betragt etwa 6 MeV. Aus Gl. (2.7) folgt hierfiir 
q =e 10729, 
Es ist also 
EY = BY) + EO +g DEY WEY + EP 28) 
(denn es gilt x 
Ef) + EG)= syd EY); 
N 


d.h. aber: bet der Kernspaltung wird die Deformierbarkeit eines Kerns 
nur durch die Oberfldchenspannung und durch die CouLoMB-Kraft beschrie- _ 
ben, genau wie dies in der BoHR-WHEELERschen Theorie der Kern- 
spaltung geschieht. 


1 WatTANnaBE: Z, Physik 113, 482 (1939). 
® TomonaGa: Z. Physik 110, 573 (1938). 
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: 
, Fiir Ey=0 wird 
g= et, 


dh. fiir schwere Kerne wird die Deformierbarkeit des Kerns durch die 
Beriicksichtigung der St6Be etwa um einen Faktor 4,5 gréBer!. Auf die 
GréBe der KQM hat dies jedoch keinen EinfluB8, da ja auch die defor- 
mierende Wirkung der Nukleonen durch die StéBe herabgemindert wird. 
Die Diskrepanz zwischen der Theorie der KQM und der Kernspaltung 
darf damit wohl als aufgeklart und beseitigt angesehen werden. 


Herrn Prof. Hunp mdchte ich herzlich fiir die seco zu dieser 
Arbeit danken. 


Frankfurt a. M., Institut fiir Theoretische Physik. 


1 Der Faktor ist nicht ganz ernst zu nehmen. Die angegebene Theorie tragt 
ja nur den Charakter einer groben Abschatzung, sie kann daher auch nur fiir grobe 
Effekte Giiltigkeit beanspruchen. 


aPC ee whe 
RITA ei be 
i. = 
‘ 


‘% roe ail ee R 
eiethee bole wey Vesti p ay) tory Seneagt tt st hy ypyrtesereerert Sify vi cis reenter ' 
bebe feed latth hie ars Prema ES teabes: FSi sin Tas fae owe 

eet ed a Eda hin vase pt ia Yn” Yohessaidt™ ayutt ath 


ay, bt Sanaa obs fate t neice ‘ fice nee ts 
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Ein Beitrag zur Sekundarelektronenemission 
von Stérstellenhalbleitern*. 


Von 
H. Goprecnt und F. SPEER. 
Mit 7 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 9. Juni 1953.) 


Es wird die Sekundarelektronenausbeute von vier Germaniumkristallen verschie- 
dener Leitfahigkeit, verschiedenen Leitungstyps und mit verschiedenen Verunrei- 
nigungen in Abhangigkeit von der Energie der Primarelektronen gemessen. Bei 
einer um den Faktor 1,5+ 10? gréBeren Leitfahigkeit ist die Ausbeute um 7% 
hoher und steigt bei den Zwischenwerten monoton an. Wir fiihren diese gering- 
fiigige, jedoch auBerhalb der Fehlergrenzen liegende Ausbeutesteigerung auf die 
parallel zur Leitfahigkeit wachsende Stérstellenkonzentration zuriick; der allein 
auf Grund einer Ladungstragerzunahme zu erwartende, umgekehrte Effekt einer Aus- 
beuteminderung wird offenbar iiberdeckt. Der Leitungstyp und die Art der Verun- 
reinigungsmetalle sind hinsichtlich der Sekundarelektronenemission ohne Bedeutung. 


Die Ergebnisse an den Germaniumkristallen werden durch Untersuchungen von 
Germanium- und Selenaufdampfschichten mit und ohne Verunreinigung direkt 
oder indirekt bestatigt. 

SchlieBlich werden aus Griinden der Vollstandigkeit die nur teilweise bekannten 
Ausbeutekurven der vier fiir Germanium verwendeten Verunreinigungsmetalle, 
namlich Gallium, Antimon, Thallium und Wismut, ebenfalls in Form von Uber- 
dampfschichten, angegeben. 


1. Einleitung. 


_ Angesichts des bedeutenden Einflusses der Stérstellenverunreini- 
gungen auf die elektrischen Eigenschaften von Halbleitern erscheint 
die Frage interessant, ob auch die Sekundarelektronenemission (SE- 
Emission) vom Stérstellengehalt meBbar beeinfluBt wird. 

Die Beantwortung dieser Frage kann einen Beitrag zum allgemei- 
neren Problem der Mitwirkung des Gitters beim ElementarprozeB der 
SE-Emission liefern und diirfte auch fiir die Halbleiterphysik eine ge- 
wisse Bedeutung besitzen. 

MAURER [1] hatte 1941 bei SE-Untersuchungen einiger Alkali- 
halogenide bestimmte Vorstellungen iiber die SE-Emission von Halb- 
leitern gewonnen, die einen direkten Einflu8 atomarer Stérstellen auf 
die Auslésung der SE unwahrscheinlich machen. Die Bildungszentren 
fiir die SE sind nach Maurer die regularen Gitterbausteine. Daneben 
wird jedoch ein indirekter Einflu8 der Stérstellen durch Einfangen von. 
SE oder durch Verringerung der Nachlieferungsschwierigkeiten von 
Elektronen an das entsprechende Energieband zugelassen. Fiir die 


* Vorgetragen am 20. 9. 1953 auf der Herbsttagung des Verbandes Deutscher 
Physikalischer Gesellschaften in Innsbruck. 
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GréBe dieses Einflusses fehlt allerdings jeder auch nur groBenordnungs- 
maBbige Wert. 

Unsere Untersuchungen wurden im wesentlichen am Germanium, 
und zwar in Form kleiner Kristalle und in Form von Aufdampfschichten 
vorgenommen. Wie erst wahrend der Messungen bekannt wurde, hatten 
JOHNSON und McKay [2] in einer kurzen Notiz bereits 1952 eine spe- 
zielle Frage in diesem Zusammenhang beantwortet. Sie untersuchten 
die SE-Emission einer Germanium-p-n-Verbindung von der p- und von 
der n-leitenden Seite aus und erhielten innerhalb von 2% vollige Uber- 
einstimmung der Ausbeute und der Energieverteilung der SE. Diese 
Untersuchung ist von uns in- 
nerhalb eines weitergesteckten 
Rahmens unabhangig ebenfalls 
vorgenommen worden. 


2. Apparatur. 


Die Vorversuche mit raum- 
lich getrennter Aufdampfvor- 
richtung befriedigten wegen 
des Transportes der Schichten 
durch die Luft im allgemeinen nicht die Forderung nach Reproduzierbar- 
keit der Ausbeuteergebnisse. Es wurde daher ein spezielles Versuchsrohr 
als Kombination von Aufdampfofen und AusbeutemeBrohr entwickelt. 
Fig.1 zeigt schematisch das Elektronenstrahlsystem mit dem Kugelkafig K 
und dem schwenkbaren Schicht- bzw. Probentrager T, der gegebenenfalls 
in der vertikalen Stellung von unten bedampft und in der horizontalen 
Lage innerhalb des Kafigs mit Elektronen beschossen werden kann. Die 
Bewegung erfolgt mittels eines Elektromagneten, der auf das kleine 
Eisengewicht G wirkt. Durch das Abwinkeln des Probenarms und den 
im Schnitt als Punkt erkennbaren Molybdandraht D wird erreicht, daB 
sich der Probenarm in beiden Stellungen im stabilen Gleichgewicht 
befindet. Diese Bauart hat den Vorteil, daB alle wesentlichen Justie- 
rungen auBerhalb des Glasrohres sehr genau und unabhangig vom Ein- 
schmelzvorgang vorgenommen werden kénnen. Eine kleine Klappe aus 
Molybdanblech M, die den Aufdampfkanal bis auf eine kleine Offnung— 
vom Durchmesser des Probentragers vom MeBraum abtrennt, verhindert 
dort einen Metallniederschlag wahrend des Aufdampfens. Im Aufdampf- 
ansatz befinden sich die beiden Einschmelzdrahte (4 mm @) zur Speisung 
des Verdampfungsstromleiters. Dieser besteht aus spektralreiner Kohle ; 
er tragt in der Mitte senkrecht zu seiner Achse eine relativ groBe Boh- 
rung, die das Verdampfungsgut aufnimmt und gleichzeitig den Kohle- 
querschnitt an dieser Stelle erheblich verkleinert. Fir niedriger ver- 
dampfende Substanzen, bei denen nicht die Gefahr einer Legierungs- 


Fig. 1. Schema der Versuchsanordnung. 
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bildung mit Wolfram besteht, wurde ein winkelférmiges Stiick Wolfram- 
folie in einem zweiten Aufdampfansatz verwendet. Der Abstand zwi- 
schen dem Verdampfungsofen und dem schwenkbaren Schichttrager 
betrug etwa 8cm. Dadurch wird die Wirkung der Warmestrahlung 
vom Ofen her wahrend des Aufdampfens soweit reduziert, daB nicht 
mehr mit schwer reproduzierbaren Strukturanderungen der Aufdampf- 
schichten gerechnet zu werden braucht. Umgekehrt reichte die im 
Schichttrager absorbierte Strahlungswérme nach optischen Beobach- 
tungen im allgemeinen zur Umwandlung der Aufdampfschichten in 
den metallischen Zustand aus. 


Friither gemachte Beobachtungen von uns [3] mit dem Ziel einer 
moglichst hohen Absolutgenauigkeit der Ausbeutemessung wurden voll 
beriicksichtigt. Insbesondere wurde die Absaugspannung fiir die SE 
so angelegt, da8 Kafig und Anode Erdpotential, der Sekundarstrahler 
dagegen —40 V trugen. Das Vakuum wurde laufend mit einem Ioni- 
sationsmanometer kontrolliert und war wahrend der Messungen stets 
besser als 0,5 - 107° Torr. 


3. Messungen. 


Als Charakteristika eines Sekundarstrahlers stehen bekanntlich 
neben den jeweiligen Winkelverteilungen vor allem die SE-Ausbeute 
in Abhangigkeit von der Primaérspannung und die Energieverteilung 
der SE zur Verfiigung. Zur Beobachtung kleiner Unterschiede auf 
Grund einer verschiedenen Zusammensetzung des Sekundiarstrahlers 
kommt nur die SE-Ausbeute in Frage, da die Energieverteilungen der 
SE der verschiedensten Stoffe nach KoLLaTtH [4] und RUDBERG [5] 
nur geringftigige Unterschiede aufweisen. 


Der zur Erzielung eines extrem guten Vakuums und zur Erreichung 
wirklich reiner Oberflachen erforderliche hohe Entgasungszustand des 
Versuchsrohres und des Sekundarstrahlers, bzw. die hiermit verbundenen 
Ausheiztemperaturen schranken die fiir derartige Untersuchungen in 
kristalliner Form geeigneten Halbleiter stark ein, da im allgemeinen 
schon bei Einwirkung mittlerer Ausheiztemperaturen erhebliche Struk- 
tur- und Leitfahigkeitsinderungen des Halbleiters eintreten. Aus 
diesem Grunde wurde in erster Linie Germanium in Form von Kristallen 
und von Aufdampfschichten untersucht, wobei Aufdampfen und Aus- 
beutemessungen nach dem Vorbild von BRruINING und DE Boer [6] in 
demselben Untersuchungsgefa8 im besten Hochvakuum vorgenommen 
wurden, ohne da8 die Schichten in der Zwischenzeit aus diesem Va- 
kuum entfernt zu werden brauchten. Mit dieser Methode konnten dann 
auch niedrig schmelzende Halbleiter, wie Bleisulfid und Selen, unter- 
sucht werden. 
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a) Blewsulfid (V orversuche). 

Ausgangspunkt der Halbleiteruntersuchungen bildeten natiirliche 
Bleisulfidkristalle von verschiedenen Fundorten. Ihr unterschiedliches 
photoelektrisches Verhalten wird bekanntlich auf die je nach Fundort 
wechselnden, spektroskopisch nur in Einzelfallen nachweisbaren Ver- 
unreinigungen zuriickgefiihrt, so daB sie fiir orientierende Messungen 
geeignet erschienen. 


Die Aufdampfschichten ergaben iiberraschend verschiedene Aus- 
beutekurven, und es zeigte sich, daB der SchichtdickeneinfluB wesent- 
lich starker als ein eventuell von den Verunreinigungen stammender 
EinfluB war. Fig. 2 zeigt 
den Gang der Ausbeute- 40 
kurve bei variierter Schicht- 
dicke. Da eine entsprechend 
genaue Einhaltung der 
Schichtdicke auf minde- 
stens -+- 0,005 mg/cm? fiir 
orientierende Messungen zu 
unrationell war, wurden 450 
diese Versucheabgebrochen. 0 7 2 kV 3 


Wir sehen den Grund Primarspannung Vy 


os c : Fig. 2. Sekundarelektronen-Ausbeute von PbS- (Goslar) Auf- 
fiir dieses . Verhalten fie! dampfschichten; Parameter ist die Schichtdicke in mg/cm?: 
der sehr geringen Leitfahig- (1) 0,005, (2) 0,019, (3) 0,042, (4) 0,092. Unterlage: CrNi. 


keit aufgedampfter PbS- 

Schichten, die zu Aufladungserscheinungen des emittierenden Sekundar- 
strahlers fiihren, wie wir sie in einem friiheren Modellversuch studiert 
haben [3]. 


JSE-Ausbeute 
Ss 


S 


b) Germanium. 


Unsere Messungen erstreckten sich zunachst auf verschiedene poly- 
kristalline Germaniumkristallet. Wir brachten sie auf eine flachzylin- 
drische Form mit einem Durchmesser von 6 mm und einer Dicke von 
0,5 mm. Sie wurden jeweils frisch gedtzt und nach dem Festklemmen 
auf dem Probentrager T (Fig. 1) bei einer mittleren Temperatur von 
450° C je etwa 50 Std im Hochvakuum ausgeheizt. Vorversuche hatten 
ergeben, daB diese Ausheizbedingung zur Erreichung eines reprodu- 
zierbaren Endzustandes der Ausbeutekurve ausreichte. 

Trotzdem liegen die Kurven im Mittel erheblich héher als die von 
Kotter und BurcEss [7] sowie die von JoHNnson und McKay [2] 
angegebenen Werte. Diese Diskrepanz erklart sich zwanglos aus den 
bei den amerikanischen Autoren wesentlich héher getriebenen Ausheiz- 


1 Herrn Dr. HartEN (AEG, Belecke) méchten wir fiir die freundliche Uber- 
lassung der Kristalle herzlich danken. 


SL-Ausbeure 
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temperaturen; sie gingen mit 700 bis 800°C bis zur Rotglut der unter- 
suchten Kristalle, riskierten dabei allerdings unseres Erachtens gewisse 
thermische Veranderungen des Halbleiters. 

Die vier untersuchten Germaniumkristalle besaBen folgende von 
vornherein bekannte Eigenschaften: 


. Germanium mit Indiumzusatz, p-leitend, o = 0,01 Ohm~-cm. 
. Germanium mit Antimonzusatz, n-leitend, 9 = 0,01 Ohm- cm. 
. Germanium mit Indiumzusatz, p-leitend, @ = 5 Ohm-:cm. 

. Germanium ohne Zusatz, n-leitend, o = 15 Ohm-cm. 


Die Kurven selbst (Fig. 3) 
zeigen einen systematischen 
Gang mit dem _ spezifischen 
Widerstand derart, daB die 
héchsten Ausbeutewerte zu 
den kleinsten Widerstanden 

gehoren. Dieser EinfluB ist 
{- é Hs AS l, grOBer als der des Leitungstyps 


Fig. 3. Sekundarelektronen-Ausbeute von Germanium- und des speziellen Verunreini- 
kristallen: (1) Ge + In, p-leit. 0,01 Ohm -cm, (2) Ge+ Sb, gungsmetalls. 
n-leit. 0,01 Ohm - cm, (3) Ge+ In, p-leit. 5 Ohm -cm, (4) Ge, 4 . 5 
Pedi leeds Ohta orn, In einer zweiten MeBreihe 
bestimmten wir die SE-Aus- 
beute von Aufdampfschichten aus reinem Germanium (9 = 10Ohm:cm) 
und von solchen mit kleinen Zusatzen bestimmter Verunreinigungsmetalle. 
Bekanntlich bewirken die Elemente der dritten Gruppe des Periodischen 
Systems in kristallinem Germanium eine Mangelleitung, und Verun- 
reinigungen mit Elementen der fiinften Gruppe eine von Elektronen 
getragene UberschuBleitung. Entsprechend verwendeten wir als Zusatz- 
metalle fiir die Germanium-Aufdampfschichten Gallium und Thallium 
einerseits sowie Wismut und Antimon andererseits. 

Fig. 4 zeigt die Ergebnisse fiir die im Hochvakuum iibergedampften 
Proben. Etwa je 20mg reinen Germaniums wurden mit geringen 
Mengen eines der vier genannten Verunreinigungsmetalle in einem 
Vakuumofen zu einem Verunreinigungsgehalt von etwa 10% zusammen- 
geschmolzen ; dieser noch erheblich zu hohe Verunreinigungsgehalt wurde 
dann in einem zweiten SchmelzprozeB, wieder mit einer entsprechenden 
Menge reinsten Germaniums, auf je 0,5% gebracht. 

Bei diesem Vorgang geht infolge des relativ hohen Schmelzpunktes 
von Germanium (958°) ein Teil der Fremdbeimengungen verloren. Da 
auch beim eigentlichen Uberdampfen auf den Schichttrager im Versuchs- 
rohr ein weiterer Teil verloren geht, so ist bei den endgiiltigen Schichten 
sicher mit einer noch geringeren Endverunreinigung in der GréBenord- 
nung von 0,1% zu rechnen. 
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Bei genaueren Vergleichsmessungen diirften auch die Dampfdruck- 
kurven der einzelnen Verunreinigungsmetalle eine gewisse Rolle spielen, 


da der Substanzverlust ray 


beim Umschmelzen und 
Uberdampfen __ wesentlich 
von dem jeweiligen Dampf- 
druck abhangt. 

Die wber zwei bis drei 
unabhangige Aufdampf- 


125 


SL£-Ausbeute 
8 
=— 


messungen gemittelten Aus- Q75 
beutekurven zeigen nach 
beiden Richtungen hin Ab- 050 
weichungen von der Rein- 
substanzkurve. Gallium er- 
hoéht die Ausbeute um 3%, 
wahrend Thallium und An- 
timon sie um je 11% und 
Wismut um 7% erniedrigen. 


Fig. 4. 


~ 


2 KV & 
Frimarsponnung V, 


Sekundarelektronen-Ausbeute von Germanium-Auf- 
dampfschichten mit Verunreinigungen von je etwa 0,1%: 
(1) Ge+Ga, (2) Ge, rein, (3) Ge+Bi, (4) Ge+Tl, (5) Ge+Sb; 


(4) und (5) zusammenfallend. 


Die maximalen Ausbeutequotienten grup- 


pieren sich recht gut um die Literaturwerte [7], [2]. In Fig. 5 sind in 


besonders anschaulicher Weise alle 
maximalen Ausbeutewerte und die 
dazugehérigen Primarspannungen 
eingetragen. Die GrdBe der ein- 
zelnen Felder entspricht in jeder 
der beiden Koordinaten dem em- 
pirisch bestimmten mittleren Feh- 
ler. Je gréBer also ein Feld ist, 
desto groBer war die Streuung der 
zugehorigen MeBwerte. Der Kreis1 
gibt den von KoLLeR und Bur- 
GESS [7], Kreis 2 den von JOHNSON 
und McKay [2] veréffentlichten 
Wert wieder. Es sind auch die 
Fig. 3 entsprechenden Werte der 
Germaniumkristalle eingetragen. 


c) Selen. 
Bei der Untersuchung von tiber- 
gedampften Selenschichten ergab 


e+Sb/(n) 
907 Q2cm 


Ge (7, 
4 — 


Maxiinalwert der SE-Ausbeure 


400 500 600V 
Primarspannung des Ausbeutemaximums 
Fig. 5. Die Maximalwerte der Sekundirelektronen- 
Ausbeute von kristallinem Ge (senkrecht schraf- 
fiert) und von aufgedampftem Ge (waagerecht 
schraffiert), Maximale Sekundarelektronen - Aus- 
beute von Ge nach Korier und Burcess (J) und 
nach eal ae und McKay @). 


sich eine Maximalausbeute des reinen Selens von ree = 1,38 (Fig. 6). | 
Die mit Halogenzusatz versehenen Schichten liegen mit den Ausbeute- 


werten 6 = 1,43 (Br 


) und 6= 1,45 (Cl) so dicht zusammen, daB sie 


als nicht aufgelést bezeichnet werden miissen. Ihre gemeinsame mittlere — 


SE-Ausbeure 


SE-Ausbeute 
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Abweichung von dem Wert fiir reines Selen betragt etwa 4% und liegt 
damit auBerhalb der maximalen Fehlergrenze von 1,4%. Der Halogen- 
zusatz betrug je 0,03%. Die Ausbeutekurven streuten, abgesehen von 
extrem diinnen Schichten, auch bei verdnderter Schichtdickenicht 
starker und stimmen mit einem 
Teil der von Wo.trFr [8] an- 
gegebenen Ausbeutewerte gut 
iiberein. 


d) Die Metalle Gallium, Wismut, 
Antimon und Thallium. 


Primarspannung Yp Im Zusammenhang mit den 
Fig. 6. Sekundarelektronen-Ausbeute von Selen (im Messungen an den Germanium- 
Hochvakuum itibergedampft): (1) Se + 0,03% Cl, : : 

(2) Se + 0,03% Br, (3) Se, rein. aufdampfschichten schien es 

wertvoll, auch die Ausbeute- 

kurven der Verunreinigungsmetalle zu bestimmen, da dies bisher nur 
unvollstandig geschehen ist. 

Gallium und Wismut wurden 1951 von BRopHy [9] in einem anderen 


Zusammenhang (und wohl auch zur Umgehung der Entgasungsschwie- 


175 rigkeiten) in der  fliissigen 
Phase untersucht; iiber Anti- 
150 mon findet sich lediglich in 
einem Diagramm von McKay 
vd [10] ein Hinweis ohne Quellen- 
angabe auf einen maximalen 
a Ausbeutequotienten von 6= 
bes 1,6, wahrend Thallium bisher 


0 7 2 KV 3 unseres Wissens noch nicht 
Primarspannung \y untersucht worden ist. 
Fig. 7. Sekundarelektronen-Ausbeute von Aufdampfschich- In Fig. 7 sind die Aus- 
ten der fiir Ge verwendeten Verunreinigungselemente: : 
(1) Thallium, (2) Wismut, (3) Gallium, (4) Antimon. beutekurven der vier Metalle 


auf Grund unserer Messungen 
zusammengestellt. Es handelt sich in allen Fallen um Schichten, die 
im Hochvakuum iibergedampft worden sind. Bemerkenswert ist die 
hohe Ausbeute von Thallium, die sogar die von Platin iibertrifft. 

Wahrend mit den Ergebnissen von Bropuy gute Ubereinstimmung 
festzustellen ist, liegt die Maximalausbeute von Antimon mit 1,29 
ganz erheblich: unter dem bei McKay eingetragenen Wert von 1,6. 

Bei fraktionierter Aufdampfung ergab sich zu héheren Schichtdicken _ 
zum. Teil ein ahnlicher Gang des Ausbeuteverlaufes, wie wir es bei PbS 
(Fig. 2) beobachtet haben. Auch hier sind im Gegensatz zu Germanium 
und Selen relativ hohe Schichtwiderstaénde in der mikrokristallinen 
Phase anzunehmen. Wir wahlten als Bezugswert eine Schichtdicke von _ 
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etwa 2000 A, soweit dieser Wert durch Mikrowagung abzuschatzen ist. 


Die mittleren Fehler sind aus diesem Grunde héher anzusetzen (vgl. 
Tabelle 1). 


Tabelle 1. 
a a ee ae a BS es aes lS 
| ] T 
Sekundarstrahler | Vp(4)r | max Vp max Vp (1)ir bteicaeh F% 
A) Germanium 
1. Kristallin | 
rein, n-leit., 15Ohmem . | 100 1,40 420 2000 9 1,4 
+ In, p-leit., 5Ohmecm . 80 1,45 400 21.00 9 4 
+ Sb, n-leit.,0,01Ohmem | 100 1,48 460 2200 3 0,8 
+ In, p-leit., 0,01 Ohm cm 100, | 1,50 | 450 2200 4 i eO7, 
2. Aufdampfschichten | 
EE neem irs <i~rcve|, 0480 1,25 | 500 1550 2 2,4 
Ge + Ga Zusatze je etwa 
O1% ..-- 2 ees 150 1,29 | 450 1600 3 0,8 
NP Ee eee 1,16 | 510 | 41350 2 hen hQi9) 
SDS SS ee eee 260 1,11 OOO petal 2 Ons Ser lee 3,0 
ere LAE. Tk TT 260 At 1) PS 7 OP MPC TZ 50 7 tell beat O75 2) 
B) Verunreinigungsmetalle 
Aufdampfschichten | | | 
Thallium G05 te? MY 50 1,68 | 620 aes iin ee ee 5 
Wismut O90 Raerit e-bay 80 1,59 550 — 4 ~5 
Gallium 99,9% . ..- - | 40) pails 56 530 3000 3 x5 
Antimon etwa 99% . hs epee inhi a4, 580 2100 4 pie 
C) Selen 
Aufdampfschichten | | 
Se SCM E812 ee tS. een PACH a a Se | FO) 2000 3 0,7 
Se+0,03% Br . . | 100 | 1,43 | 430| 2200 y 0,7 
Se+ 0,03% Cl - | 100 1,45 430 2250 2 1,4 


4. Ergebnistabelle. 


Zur Charakterisierung eines Sekundarstrahlers wird im allgemeinen 
lediglich die maximale Ausbeute und die zu dieser gehérige Primar- 
spannung V,,,.x angegeben. Dies ist nach der von Baroopy [1/] er- 
kannten Tatsache, daB sich alle Ausbeutekurven einem gemeinsamen, 
auch theoretisch begriindeten Kurvenzug in den Koordinateneinheiten 
(dmax) und [Vmax] unterordnen lassen, durchaus zulassig. 

Wie wir frither bei der allgemeinen Behandlung der Ausbeutemessung 
und der hierbei auftretenden Fehlerstrome [3] gesehen haben, ist es 
zweckmaBig, dariiber hinaus auch die beiden Primarspannungen anzu- 
geben, bei denen die Ausbeute von niedrigen Primarspannungen kom- 
mend das erste und zweite mal genau gleich 1 wird: V,(1), und V,(4),,- 
Diese Schnittpunkte sind auch graphisch genauer zu bestimmen als die 
flachen Kuppen der Maximalwerte und sind daher zur Beobachtung 
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und Charakterisierung kleiner Ausbeutedifferenzen, eventuell in Ver- 
bindung mit einer Nullmethode, besonders wertvoll. 

Die letzte Spalte der Tabelle 1 gibt die auf Grund der Zahl der unab- 
hangigen Messungen (vorhergehende Spalte) und der beobachteten Streu- 
ung errechneten mittleren Fehler wieder. 

Bei den Metallen Thallium, Wismut und Gallium konnte der Fehler 
aus den unter 3d genannten Griinden nur roh abgeschatzt werden. 


5. Diskussion. 

Die Auswahl der Germaniumkristalle 1aBt offenbar bei hinreichender 
MeBgenauigkeit die Entscheidung zwischen den drei folgenden Alter- 
nativen zu: Die Verschiedenheit der Ausbeutekurven beruht 1. auf der 
unterschiedlichen Leitfahigkeit, 2. auf dem verschiedenen Leitungstyp 
(n- oder p-Leitung) oder 3. auf der Verschiedenheit bzw. dem Fehlen des 
jeweiligen Verunreinigungsmetalls. 

Ein klarer Zusammenhang ergibt sich nur bei Annahme der ersten 
Méglichkeit. Die Ausbeute nimmt bei einer Steigerung der Leitfahigkeit 
um den Faktor 1,5 x10? um etwa 7% zu. 

Nun bestehen noch die beiden grundsatzlichen Méglichkeiten, daB 
entweder die erhéhte Ladungstragerkonzentration oder (da die Tem- 
peratur stets konstant war) die gleichzeitig erhéhte Stdrstellenkonzen- 
tration fiir die erhdhte Ausbeute verantwortlich ist. 

Eine Erhohung der Ladungstragerzahl allein sollte wegen der schnel- 
leren Dissipation und Absorption der Primérenergie eine ausbeutemin- 
dernde Wirkung haben. In der Tat beobachteten JoHNSON und McKay [2] 
bei einer Temperaturerhéhung auf 600° C eine Abnahme der SE-Aus- 
beute von Germanium um 2%. Eine Temperaturerhéhung bewirkt aber 
bekanntlich bei konstanter Stérstellenkonzentration eine Erhéhung der 
Ladungstragerzahl infolge thermischer Dissoziation. 

Da nach unseren Beobachtungen die Ausbeute mit steigender Leit- 
fahigkeit zunimmt, miissen wir daraus schlieBen, daB die Erhédhung der 
Stérstellenkonzentration den Ladungstragereffekt tiberwiegt. 

Die Aufdampfmessungen sind als Erganzung der Kristalluntersuchun- 
gen aufzufassen. Die mikrokristalline Struktur der Aufdampfschichten 
verhindert die Ausbildung eines bestimmten Leitungstyps. Der spe- 
zifische elektrische Schichtwiderstand ist nach unseren Messungen min- 
destens zwei Zehnerpotenzen hdéher als der spezifische Widerstand des. 
kristallinen Ausgangsmaterials, und schlieBlich kann auch der Stérstellen- 
gehalt der Uberdampfschichten selbst bei genau bekannter Ausgangs- 
konzentration nach dem Uberdampfen nicht mehr exakt angegeben 
werden. 

Trotz dieser Einschrénkungen sind auch diese Messungen nicht wert- 
los. Einmal liefern sie, wenn man ihren Mittelwert betrachtet, eine viel 
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genauere Absolutausbeute als die nur mit Schwierigkeiten zu entgasenden 
Kristalle, und zweitens ist auch hier ein gewisser systematischer Gang 
des Ausbeuteverlaufes zu erkennen. Bei gleicher Ausgangskonzentration 
der Verunreinigungsmetalle (0,5 %) wird nimlich infolge der Umschmel- 
zungen und beim Uberdampfen um so mehr fiir die zu untersuchende 
Aufdampfschicht verlorengehen, je niedriger der Siedepunkt des be- 
treffenden Zusatzmetalles liegt. 

Die Siedepunkte im Vakuum bilden nun folgende Reihenfolge: 
Gallium (iiber 1000°), Wismut (900°), Thallium (818°) und Antimon 
(670°). In genau der gleichen Reihenfolge liegen aber auch die Maximal- 
ausbeuten der verunreinigten Germanium-Aufdampfschichten. Wir kén- 
nen also feststellen, daB die Ausbeute um so héher ist, je weniger fliichtig 
das Verunreinigungsmetall und je héher aus diesem Grunde die Stér- 
stellenkonzentration der Aufdampfschichten ist. 


In dieser Reihe gibt es allerdings eine schwerwiegende Ausnahme: 
Die Kurve des reinen Germaniums, aus dem alle anderen Aufdampf- 
proben durch Zusatze hervorgehen. Wenn wir die Stérstellenkonzen- 
tration fiir den Gang der Ausbeutekurven verantwortlich machen wollen, 
dann miBten wir die Kurve des reinen Germaniums als niedrigste er- 
warten. 


Wir fihren die beobachtete Abweichung auf unbekannte Verunreini- 
gungen zuriick, geben jedoch zu, daB die Beweiskraft dieser MeBreihe 
allein fiir unsere Hypothese — Abhangigkeit der Ausbeute von der Stér- 
stellenkonzentration — vorsichtig beurteilt werden muB. 


Nun liegen iiber die Halbleitereigenschaften von Germanium eine 
Reihe von Beobachtungen vor, die in diesem Zusammenhang von groBem 
Interesse sind. 

Zunachst haben AIGRAIN, DuGAs und ETzeEL [1/2] festgestellt, daB 
sich auf der freien Oberflache 2-leitender Germaniumkristalle wahr- 
scheinlich beim Atzen oder durch Sauerstoffadsorption sehr diinne 
p-leitende Schichten ausbilden, die zur Existenz von elektrischen Doppel- 
schichten fiihren kénnen. Sollten sich wirklich solche Schichten in aus- 
reichender Dicke ausbilden, so wiirden sie die Unterscheidung von m- und 
p-leitenden Kristallen hinsichtlich der SE-Emission fragwiirdig machen, 
und die Feststellung, daB zwischen - und p-Leitern keine systematischen 
Ausbeutednderungen auftreten, ware trivial. 

Nach den gleichen Autoren [12] ist die Anregungsenergie zum An- 
heben eines Elektrons ins Leitfahigkeitsband unabhangig von der Natur 
der Stérstelle und lediglich durch eine CouLompsche Wechselwirkung, 
d.h. durch die DK des Halbleiters bedingt. Unsere Beobachtung, daB- 
die Anderung der Ausbeute nicht durch die Natur, sondern die Konzen- _ 
tration der Stérstellen bestimmt wird, steht hiermit im Einklang. _ 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. 44 
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Ferner haben HunG und Jonson [73] auf Grund von Widerstands- 
messungen bei niedriger Temperatur erkannt, daB sich in einem Ger- 
maniumkristall stets Akzeptor- und Donatorstdrstellen gleichzeitig be- 
finden. Die Zahl der Stérstellen ist also im allgemeinen gréBer als die 
der Ladungstrager, die die Leitfahigkeit des Kristalls bestimmen. Bei 
einem n-Leiter gilt z.B. N, >N, (N = Zahl der Stérstellen); die Zahl 
der Ladungstrager ist dann durch die Differenz N, —N, gegeben, wah- 
rend die Gesamtzahl der Stérstellen um 2 N, groBer, namlich N,, + N, ist. 

Andererseits diirfen wir nicht verkennen, daB die Verhaltnisse hier- 
durch etwas kompliziert werden. Es ist namlich die héchste Leitfahigkeit 
nicht mehr notwendig mit der héchsten Stérstellenkonzentration ver- 
kniipft, da mit der Differenz N,—N, tiber die Absolutwerte von N, 
und N, nichts ausgesagt wird. Aber es ist wohl gerechtfertigt, bei bewuBt 
,verunreinigten Kristallen eine Proportionalitat von Leitfahigkeit und 
Storstellenkonzentration anzunehmen; das bedeutet in dem genannten 
Beispiel N,, > N,. 

SchlieBlich wollen wir noch eine Untersuchung der optischen Durch- 
lassigkeit von Germaniumeinkristallen im Infrarot anfiihren, die FAN 
und Becker {/4] durchgefiihrt haben. Germanium besitzt an eine 
scharfe Absorptionskante bei 1,7 anschlieBend ein etwa 10 breites 
Durchlassigkeitsgebiet, dessen Absorptionskoeffizient wie die SE-Aus- 
beute nur von der spezifischen Leitfahigkeit, nicht aber vom Leitungstyp 
oder der Storstellennatur abhangt. Und zwar steigt der Absorptionskoeffi- 
zient mit der Leitfahigkeit stark an. Dieser Anstieg ist jedoch viel star- 
ker, als es die klassische Theorie der Absorption durch freie Ladungs- 
trager erwarten laBt. Auch die genannten Autoren kommen daher zu 
dem Schlu8, daB die Stérstellenkonzentration eine wichtige, in diesem 
Zusammenhang allerdings noch ungeklarte Rolle spielt. 

Es deutet also alles darauf hin, daB unsere Ergebnisse die Abhangig- 
keit der SE-Ausbeute von der Konzentration der Stérstellen wiedergeben. 
Vollig gleichgiiltig ist offenbar die Natur der einbaufahigen Stérstellen 
und die Art der von ihnen infolge thermischer Anregung an das Leit- 
fahigkeitsband abgegebenen Ladungstrager. Da bei zunehmender 
Ladungstragerzahl allein eine abnehmende Ausbeute erwartet werden 
mu8, jedoch der entgegengesetzte Effekt beobachtet wurde, diirfte dieser 
Einflu8 von dem der Stérstellenkonzentration unterdriickt werden. 

Nach MAurER [1] haben wir uns den Einflu8 der Stérstellen nicht 
so vorzustellen, daB sie als Zentren mit besonders hoher SE-Angabe 
wirken (dazu ist ihre Konzentration selbst in extremen Fallen zu gering), 
sondern mehr indirekt durch Verringerung der Nachlieferungsschwierig- 
keiten fiir Elektronen ins Leitfahigkeitsband bzw. fiir Lécher ins Valenz- 
band. Und zwar erfolgt dieser Stérstelleneinflu8 in gleichem MaBe fiir 
UberschuB- und Mangelhalbleiter. 


Ein Beitrag zur Sekundarelektronenemission von Stérstellenhalbleitern. 615 


Diese Folgerung ist insofern interessant, als die beim Elementarakt 
der SE-Emission umgesetzte Energie von etwa 25 eV um mehr als eine 
Zehnerpotenz gréBer ist als die im Energieschema des Germanium- 
kristalls auftretenden Energiedifferenzen von etwa 0,7eV. Man wiirde 
also aus energetischen Griinden einen merklichen EinfluB der Stérstellen 
auf die SE-Ausbeute zunachst nicht vermuten. 


Dieser Widerspruch diirfte sich dadurch erklaren lassen, daB Viel- 
fachst6Be der Primar- und Sekundarelektronen die Wirkung der geringen 
Storstellenkonzentration mindestens teilweise kompensieren werden: 
denn mit der StoBzahl wachst die Wahrscheinlichkeit einer Wechsel- 
wirkung zwischen Primaér- und Sekundarelektronen einerseits und den 
Stérzentren andererseits. 


Zu den Ausbeutekurven der Verunreinigungsmetalle ist lediglich zu 
erwahnen, daB der von uns fiir Antimon gefundene Maximalwert 
1,29+ 2,3% auf Grund des von BECKER [/5] mit 4,0 eV angegebenen 
Wertes der Austrittsarbeit erheblich besser auf der von McKay [10] 
zusammengestellten empirischen Graden hegt, die die maximale Aus- 
beute der Elemente mit ihrer Austrittsarbeit verkntipft, als der bei 
McKay angegebene. 


Bei den Selen-Uberdampfschichten erkennt man die gleiche Tendenz 
wie bei Germanium, eine Erhéhung der Ausbeute mit dem Anwachsen 
der durch den Halogenzusatz verursachten Gitterstérstellen. Auch hier 
ist offenbar der Einflu8 der Stérstellenzunahme gréBer als die Wirkung 
der gleichzeitig wachsenden Ladungstragerkonzentration. 


Da bei den Selenproben wegen des niedrigeren Schmelzpunktes der 
Halogenzusatz sehr viel genauer auf einheitlicher Hohe gehalten werden 
konnte, und da infolge exakt gleicher Aufdampfzeiten auch der durch 
die Ofentemperatur bedingte Temperungszustand bei den verschiedenen 
Messungen recht gut iibereinstimmte, sind im Falle von Selen die Auf- 
dampfschichten beziiglich ihrer PDE ON OED besser ver- 
gleichbar als bei Germanium. 


Zwischen unseren Selenproben mit Halogenzusatz und den von 
Wo rr [8] untersuchten, auBerhalb aufgestaubten, reinen Selenschichten 
besteht eine ausgezeichnete, zum Teil zufallige Ubereinstimmung. Die 
kleinen Unterschiede im Vergleich zu unseren Ergebnissen fiihren wir 
auf eine bei Selen offenbar nur wenig ins Gewicht fallende Gasadsorp- 
tion zuriick, da die Schichten bei WoLFF durch die Luft transportiert 
worden sind. 


Wir méchten das Hauptergebnis unserer Untersuchungen noch 
einmal kurz so zusammenfassen, daB die SE-Ausbeute von Stérstellen- 
halbleitern in geringem, aber nachweisbarem Umfang von der Stérstellen- 
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konzentration beeinfluBt wird. Der Leitungstyp und die Art der die Leit- 
fahigkeit beeinflussenden, Stérstellen sind hinsichtlich der SE-Emission 
zumindest bei Germanium und Selen ohne Bedeutung. 
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Kristallhyperfeinstruktur im Spektrum 
von Praseodymsalzen. 


Von 
A.M. und K. H. HELLWEGE *. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 20. Mai 1953.) 


Es werden mehrere Falle von Kristallhyperfeinstruktur (KHFS) verglichen. Die 

KHES hangt ab von den Kristallquantenzahlen der Elektronenterme und ist stark 

abhangig vom Praparat, speziell von der Verunreinigung mit anderen Seltenen 

Erden. Sie wird vorlaufig auf die Wechselwirkung mehrerer Praseodymionen 
zurtickgefihrt. 


1. In den Absorptionsspektren kristalliner Salze der Seltenen 
Erden (SE) beobachtet man bei gentigend tiefer Temperatur eine feine 
Struktur mancher reiner Elektronensprunglinien, die ihrem Erschei- 
nungsbild nach zunachst [/] als ,,Hyperfeinstruktur“, spater [2], [3] 
genauer als ,, Kristallhyperfeinstruktur“‘ (KHFS) bezeichnet worden ist. 
Besonders deutlich erscheint die KHFS in den Spektren der Praseodym- 
salze, also gerade bei demjenigen SE-Ion, dessen 4/-Elektronen besonders 
stark vom Kristallgitter beeinfluBt werden [3], [4]. Diese Tatsache gibt 
den ersten Hinweis darauf, daB es sich bei der KHFS um einen Kristall- 
gittereffekt handelt. Fig. 1 zeigt als Beispiel die ausgepragte KHFS 
an 6 Linien des Pr-Bromats, Fig. 2 den einzigen bekannten Fall von 
(kaum sichtbarer) KHFS an einer Linie des nur sehr schwach mit dem 
Gitter gekoppelten Europiumions [4], [5]. Aus den Figuren geht hervor, 
daB jede Linie aus mehreren Komponenten besteht, deren Abstande 
von der GréBenordnung 0,1-+1,0 cm sind, also sehr viel kleiner als 
die Linienabstande selbst, deren GréBenordnung 10-+100 cm ist. 

2. Im folgenden wird die KHFS im Spektrum der trigonalen Pr- 
Doppelnitrate mit Zn und Mg naher untersucht. Die Bezeichnung der 
einzelnen Linien wird dabei aus friiheren Arbeiten [7], [8], [9] ttber- 
nommen. iz 

Die Komponenten der KHFS sind polarisiert. Deshalb lassen sich 
mit polarisiertem Licht noch Linien trennen, die so eng benachbart sind, 
daB sie selbst bei den tiefsten Temperaturen in natiirlichem Licht nicht 
getrennt werden kénnten. In den Figuren sind deshalb stets das ordent- _ 
liche (S | X, © | X, X = Kristallachse) oder auBerordentliche (S Ae 


* Anschrift: Darmstadt, Institut fiir Technische Physik der Technischen Hoch- 
schule. - 
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(& || X) Spektrum oder beide Spektren wiedergegeben. Die benutzte 
Versuchsanordnung ist die friiher beschriebene [6]. 

In vielen Fallen erscheint die KHFS gegliedert in eine enge zentrale 
Struktur und einige weiter entfernt liegende Satelliten, wie sich das 
besonders deutlich an Fig. 5 zeigt, aber auch an den Fig. 1, 3 und 6 zu 
erkennen ist. Die Komponenten der zentralen Struktur sind nicht ge- 
trennt, sondern nur an ihrer Polarisation, d.h. an ihrer verschiedenen 
Intensitat im o. und a. o. Spektrum zu unterscheiden. Ob dieser Glie- 
derung eine physikalische Bedeutung zukommt, steht noch dahin. 


aerials 4 


oF 7 


Fig. 1. Fig. 2. 

Fig. 1. Reinstes Pr(BrO,),-9 H,O, T = 14°K, Schichtdicke d = 0,21 mm. Erste gelbe Liniengruppe (*H, 1D, ?). 

Ordentliches (unten) und auf erordentliches (oben) Spektrum tiberdecken sich in der Mitte etwas. Photo- 
graphisches Positiv. Die KHFS der 6 Linien verschwindet, wenn 10% Pr durch La ersetzt werden. 


Fig. 2. Eu,(SO,),-8 H,O, T=290°K. Schwacher Begleiter neben einer Linie des Ubergangs *Fy—>*Dy. 
Aufnahme von Joos und Hettwece [5]. Photographisches Positiv. 


Die Anzahl der KHFS-Komponenten ist bei den einzelnen Linien 
verschieden groB. 

Zum Beispiel hat im PrMg-Nitrat die “Linie J °Hy(u=+1) > 
a®P)(u—=0) einen Satelliten und eine zentrale Struktur aus (mindestens) 
zwei Komponenten ungleicher Intensitat, insgesamt also (mindestens) 
drei Komponenten, vgl. Fig. 3a. Genau das gleiche gilt fiir die ebenfalls 
in Fig. 3a wiedergegebene Linie J °H,(u = -+1)—>a *P,(u=0), also eine 
Linie mit gleichem Ausgangsterm und gleichem Am. Auf die Bedeutung 
dieser Tatsache kommen wir unter Ziffer 5 zuriick. 

Die ebenfalls vom gleichen Term ausgehende Linie J 8H, (u—=-+1) > 
a'D,(u—=-+1) des gleichen Salzes dagegen hat ‘mindestens 6 Kompo- 
nenten, wovon 4 Satelliten und mindestens zwei in der Zentralstruktur, 
vel. Fig. 5a. 

Ersetzt man im Kristallgitter das Mg durch Zn, d.h. geht man vom 
PrMg-Nitrat zum isomorphen PrZn-Nitrat iiber, so erhalt man ein 
etwas anderes Bild der KHFS: die Satelliten sind im Verhialtnis zur 
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Zentralstruktur intensiver als im PrMeg-Nitrat, und auBerdem scheint 
ihnen eine Art Kontinuum unterlagert zu sein, vel. Fig. 3b und Fig. 4. 
Die Anzahl der Satelliten (und auch wohl die Gesamtzahl aller Kom- 
ponenten) ist dagegen in beiden Salzen dieselbe. Wie zu erwarten, hingt 
also die Komponentenzahl von der Symmetrie, die Komponentenlage 
und -breite dagegen von den speziellen Parametern des Kristallgitters ab. 

3. Eine weitere Variation des Kristallgitters ergibt sich aus der 
natiirlichen Verunreinigung der untersuchten Pr-Praparate mit anderen 


I*H,—>a'*P, 
w=+t1i—> w=O0 
I°H,—aP, 
p=+t1—>"=0 
Fig.3 a. PrMg. Pig. 3 b.. PrZa: Fig. 4. 


Fig. 3a. u. b. Man vergleiche tibereinander: Zwei ahnliche Ubergange im gleichen Kristall; nebeneinander: 

denselben Ubergang in zwei dhnlichen Kristallen. Links Pr.Mg,(NO,),.- 24 H.O, Praparat § mit ~1% Nd, 

d=2,6mm. Rechts Pr.Zn3{NO;);.° 24 H,O, Praparat 5 mit ~1% Nd, d=2,1 mm. Bei allen Aufnahmen 

T=14°K und G6 | X, € | X¥ {nur die starkste Komponente greift schwach in das nicht wiedergegebene 
Spektrum G@ | X, €||X durch). Frequenz wachst nach rechts. 


Fig. 4. Man vergleiche ahnliche Ubergange im glei-hen Kristall: J3H,—5*P,, w= -—+1— w= -+1 (oben) 

und J*H,—a'!D,, 4u= +1—>yu= +1 (unten) in PrZn-Nitrat, Praparat 5 mit ~1% Nd,d=6,6mm. © 1X, 

€\|X. T=14 °K. Im nicht wiedergegebenen Spektrum © | X, € | X erscheint eine Linie mittlerer Inten- 

sitat, die beim Ubergang nach 5*P, nicht, beim Ubergang nach a1D, wahrscheinlich nicht mit der starksten 

Linie im Spektrum G | X, €||X zusammenfallt und auf jeder Seite noch 1 bis 2 sehr schwache Begleiter 
hat. Frequenz wachst nach rechts, 


SE, vor allem Cer-Erden. Auch ,,spektroskopisch reine“ Praparate, d.h. 
solche, die bei den verfiigbaren Schichtdicken keine Absorptionslinien — 
anderer SE zeigen, kénnen noch unter der Nachweisgrenze legende 
Beimengungen oder aber farblose La- und Ce-Ionen enthalten. Tat- 
sachlich hangt auch die KHFS vom Praparat ab. Wir haben deshalb 
kiinstlich mit Nd verunreinigte Kristalle untersucht. Einige typische 
Ergebnisse sind in den Fig. 5 und 6 dargestellt. 


Die Prozentangaben bedeuten Atomprozente Nd in der angesetzten Mutter- 
lauge. Da beim Kristallwachstum jedoch Pr bevorzugt eingebaut wird (Reinigungs- 
methode!), ist die Nd-Konzentration in den Kristallen in unbekanntem Ma8 ge- 
ringer als angegeben. Als qualitatives Ma8 fiir den Nd-Gehalt wurde die Absorption 
in der Absorptionsbande D angesehen. 

In den Spektren verhaltnismaBig reiner Praparate (Nd< 1%) haben 
alle Elektronensprunglinien eine deutlich sichtbare KHFS. Bei stei- 
gendem Nd-Gehalt (1 bis 10%) verschwinden die Satelliten, wahrend 
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die zentrale Struktur deutlich sichtbar bleibt. Das bleibt auch bei 
weiterer Steigerung des Nd-Gehaltes bis zu 15% so, doch andern sich 
hier Intensitat und Lage der zentralen Komponenten ebenfalls, vg]. 
z.B. Fig. 6 unten, wo die bei niedriger Nd-Konzentration unaufgelésten 
Komponenten getrennt und gleich intensiv erscheinen. Die Stérung des 
Gitters durch Verunreinigung scheint also die Ausbildung der Satelliten 
in der KHFS zu unterdriicken und 
die zentrale Struktur zu _ beein- 


die flussen: die KHFS ist struktur- 
empfindlich. Dem-widerspricht auch 
die Beobachtung nicht, daB an 
einem weiteren, praktisch ganz Nd- 

be freien Kristall unbekannten La- und 

€1Xx 

€|| x 

Fig. 5. Fig. 6. 


Fig. 5. Einflu8 des Reinheitsgrades. Ubergang J*H,~>a1D, in PrMg-Nitrat bei T=14 °K. Oben: Pra- 

parat 8 mit ~1% Nd, d=4,5 mm. Unten: Praparat (16), mit ~5% Nd, d=6,0mm. Photographisches 

Positiv. Die geringere Schwadrzung des unteren Spektrums trotz groBerer Schichtdicke ist auf Zufalligkeiten 

der Aufnahme zuriickzufiihren; das Verschwinden der Satelliten ist durch mehrere Aufnahmen gesichert. 
Das Zentrum der Linie enthalt mindestens 3 Komponenten. Frequenz wachst nach rechts. 


Fig. 6. Einflu® des Reinheitsgrades. Ubergang [°H,—> a°P, in PrMg-Nitrat bei T=14°K. G1 X,€ 1X. 
Oben: Praparat 8 mit ~1% Nd, d=2,6mm. Unten: Praparat (16), mit ~10% Nd, d=2,1mm. Photo- 
graphisches Positiv, Frequenz wachst nach rechts. 


Ce-Gehaltes tiberraschenderweise ebenfalls kein Satellit, wohl aber eine 
Zentralstruktur auftrat. 

Werden sowohl PrZn- wie PrMg-Nitratkristalle in gleicher Weise 
stark mit Nd verunreinigt (Nd >15%), so werden die in den reinen 
Kristallen deutlich verschiedenen KHFS (Fig. 3) einander sehr ahnlich. 
Der Einflu8 wachsender Verunreinigung verwischt also die Kristall- 
felddifferenzen zwischen dem Mg- und dem Zn-Salz. 

4. Variiert man schlieBlich das Kristallgitter durch Temperatur- 
anderung, so verschieben sich die Satelliten im Bereich von 4 bis 20 °K 
so wie die Zentralstruktur, d.h. die einzelnen Komponenten der KHFS 
haben keine eigene, fiir sie charakteristische Temperaturverschiebung, 
sondern ,,werden mitgenommen“. 

5. Beim Vergleich verschiedener Linien eines und desselben Kristalls 
ergibt sich eine enge Beziehung zwischen solchen Linien, die Ubergingen 
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mit gleichen Werten der Kristallquantenzahl uw (vgl. [10]) entsprechen. 
Zum Beispiel ist nach Fig. 3 die KHFS der Ubergiinge J 3A, (u==+1)> 
a*Po(u = 0) und J $H,(u=+1)—aP, (u = 0) praktisch dieselbe, und nach 
Fig. 4 gilt das auch fiir die Uberginge I °H,(u—=-++1)> 68P (u=+1) 
und 1H, (“= + 1)>a1!D,(u—= +1), die beide 4 Komponenten auf etwas 
diffusem Untergrund erkennen lassen. Am Ubergang IJ *H, (u=0)—> 
a*P)(u=0) wurde keine KHFS beobachtet, auBer im Falle eines 
speziellen Kristalls von PrZn-Nitrat mit besonders kraftiger KHFS, wo 
die Linie aus 2 Komponenten besteht. Die KHFS hangt also vom 
Aj-Wert des Ubergangs ab. 

6. Die zuletzt genannten Tatsachen deuten darauf hin, daB der 
KHFS eine weitere Aufspaltung derjenigen Terme zugrunde liegt, die 
durch Einwirkung des elektrischen Kristallfeldes auf ein einzelnes 
absorbierendes Ion entstehen. 

FaBt man z.B. die nach friiheren Ergebnissen [8] in der Zelle vor- 
handenen zwei Pr-Ionen zu einem absorbierenden System zusammen, 
so spalten schon durch eine zwischen diesen beiden Ionen angenommene 
Wechselwirkung die Terme der einzelnen Ionen weiter auf. Wir ver- 
zichten jedoch vorlaufig auf die Wiedergabe der entsprechenden Rech- 
nungen, da wegen der unvollstandigen experimentellen Auflésung der 
KHFS ein exakter Vergleich zwischen Experiment und Theorie noch 
nicht moglich ist. 


Wir danken Herrn Professor R. W. Pout fiir die Uberlassung von 
fliissigem Wasserstoff, der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir appa- 
tative Unterstiitzung, sowie Frl. H. LAMMERMANN fiir Hilfe bei einigen 
der Aufnahmen. <s 
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Zeeman-Effekt von Elektronen- und Schwingungs- 
linien in Einkristallen von Praseodym- und 
Neodymsalzen. 

Von 
J. BRocHARD und K. H. HELLWEGE. 

Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 27. April 1953.) 


1. Einleitung. 


Der ZEEMAN-Effekt an Absorptionslinien von Kristallen ist oft unter- 
sucht worden, vor allem von J. BECQUEREL [7], der charakteristische 
Unterschiede zwischen dem Effekt an freien Atomen (Ionen) und an 
Ionen in Kristallgittern feststellte. Diese Unterschiede sind von BrEc- 
QUEREL und BETHE [2] durch das innere elektrische Feld erklart worden, 
das in Kristallen dem auSeren Magnetfeld iiberlagert ist, und dessen 
EinfluB auf die Elektronenterme der absorbierenden Ionen im allge- 
meinen groBer ist als der des 4uBeren Magnetfeldes. Die Theorie des 
ZEEMAN-Effektes kann also in den meisten Fallen die Wirkung des 
Magnetfeldes als kleine Stérung des ohne Magnetfeld vorhandenen 
Kristallzustandes beschreiben. Bisher war diese Theorie fiir keinen 
konkreten Fall wirklich durchfihrbar, da man die ungestérten Kristall- 
zustande nicht kannte. 

Inzwischen sind in einigen Fallen Termanalysen von Kristallen mit 
spektroskopischen Methoden durchgefiihrt worden, und zwar an Salzen 
von Europium [3] und Praseodym [4], [5], [6]. 

Der ZEEMAN-Effekt erméglicht eine zuverlassige Kontrolle derartiger 
Analysen, dariiber hinaus aber auch die Bestimmung des g-Faktors, 
eine genauere Bestimmung der Elektroneneigenzustande sowie die Mes- 
sung weiterer Matrixelemente des elektrischen Kristallfeldes [4]. Er 
wurde daher bei tiefen Temperaturen an trigonalen Einkristallen von 
Pr- (und Nd-) Salzen untersucht, und zwar bei Orientierung des Magnet- 
feldes parallel oder senkrecht zur Kristallachse (abgekiirzt X). Die 
Experimente wurden durchgefithrt im Friihjahr 1952 im Laboratoire 
des basses températures et du grand électroaimant in Bellevue, S. & O. 

Wir behandeln zunachst die experimentellen Hilfsmittel (Ziffer ZN 
dann die Ergebnisse am Praseodymsalz, und zwar die experimentellen 
Tatsachen (Ziffer 3), die theoretische Analyse einschlieBlich der Bestim- 
mung der Elektronenzustande und des elektrischen Kristallfeldes (Zif- 
fer 4), den ZEEMAN-Effekt der kiirzlich [14], [15] beschriebenen sog. 
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,,Kristallhyperfeinstruktur‘’ (KHFS) (Ziffer 5) und der Schwingungs- 
linien (Ziffer 6), und schlieBlich kurz einige Beobachtungen am ZEEMAN- 
Effekt des Neodymsalzes (Ziffer 7). 


2. Experimentelle Anordnung. 
a) Optik. 

Als kontinuierliche Lichtquelle wurde ein Zirkonbogen (LCT Typ 
AC 100) benutzt. Der Bogen wurde durch ein Warmefilter (Kupfer- 
sulfat in Wasser) hindurch etwas vergréBert auf den Kristall und von 
dort mit einer weiteren dreifachen VergréBerung auf den Spalt des 
Spektrographen abgebildet. Dabei wurden durch ein Rocuon-Prisma 
die beiden parallel und senkrecht zur optischen Kristallachse schwin- 
genden Wellen raumlich getrennt. Durch ein Halbwellenlangen-Platt- 
chen aus Glimmer wurde die Schwingungsrichtung der einen Welle vorm 
Spalt um 90° gedreht, so daB beide Wellen an den Prismenflachen még- 
lichst wenig Reflexionsverluste erlitten. 


Das Spektrum wurde photographiert mit dem groBen Spektrographen 
in BELLEVUE [/3], dessen Hauptkennzeichen die folgenden sind: 


Das Prisma ist ein Fliissigkeitsprisma mit einem brechenden Winkel 
von 60° und einer Fiillung von Zimtsaureathylester. Der Strahlengang 
verlauft in Autokollimation, wobei sich das Prisma am Boden eines 10 m 
tiefen Schachtes von konstanter Temperatur befindet und der Spalt 
horizontal auf einem Arbeitstisch im Brennpunkt des Objektivs von 
8,70m Brennweite lhegt. Das Objektiv hat einen Durchmesser von 
19,8 cm und bei der benutzten Anordnung praktisch keine Abbildungs- 
fehler. Die Dispersion in den untersuchten Spektralbereichen variiert 
von 1 bis 3 A/mm. Die Spaltbreite betrug 35» und war kleiner als die 
Halbwertsbreite der photographierten Absorptionslinien. 


Anderungen des Spektralbereiches erfolgten von der Spaltseite aus 
ohne Betreten des vdéllig verschlossenen Schachtes. Auf diese Weise 
kénnen Abbildungsfehler durch Stérungen des gegen Temperatur- 
schwankungen sehr empfindlichen Fliissigkeitsprismas vermieden wer- 
den. Die Fliissigkeit im Prisma ist entsprechend dem jeweils herrschenden ~ 
Temperaturgefalle geschichtet und wiirde deshalb bei Temperatur- 
schwankungen einen merklichen Astigmatismus erzeugen. Bei volligem 
- Temperaturausgleich, der sich bei verschlossenem Schacht ohne Regelung 
automatisch einstellt, ist die Fliissigkeit homogen, und es bleibt nur ein 
schwacher und nicht stérender Astigmatismus infolge der mechanischen | 
Deformation der Prismenwdnde durch den Fliissigkeitsdruck iibrig: 


Die Spektren wurden auf Panchromatplatten (LUMIERE) mit Belich- 
tungszeiten von 2 bis 4 Std. photographiert. Als Vergleichsspektrum 
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dienten die Zr-Linien des Bogens. Im Gelben lagen sie leider so weit 
auseinander, daB zwar die Abstande der ZEEMAN-Komponenten, nicht 
aber ihre absoluten Wellenlangen geniigend genau gemessen werden 
konnten. Zur Umrechnung der Wellenlangen auf 
Wellenzahlen wurden die Tabellen von KAYSER 
benutzt. 


Sane: pees ZU 
Gasomerer 


b) Kiihlung und Magnetfeld. 

Der Kristall befand sich in fliissigem Wasser- 
stoff oder fliissigem Helium zwischen den Pol- 
schuhen des groBen Elektromagneten der Académie 
des Sciences bei einem Polschuhdurchmesser von 
6cm und einem Polschuhabstand von 2,7cm (ab- 
gesehen von einigen Sonderfallen). Die Sattigungs- 
feldstarke bei diesen Bedingungen war 42000 GauB 
bei einer aufgenommenen Leistung von 100 kW. 
Im allgemeinen wurde bei etwas schwacheren 
Feldern gearbeitet. 


Fiir den fliissigen Wasserstoff wurde der in 
den friiheren Géttinger Arbeiten benutzte kleine 
Kryostat verwendet, fiir das fliissige Helium der 
Fig. 4. Heliumkryostat, 11 Fig. 1 dargestellte Kryostat. 


3. Experimentelle Ergebnisse an Pr,Mg,(NO,),.- 24 H,O. 
a) Temperaturverschiebung. 


Die Aufnahmen bei fliissigem Helium und Wasserstoff erméglichten 
zunachst einmal die Messung der Wellenzahlen einiger Absorptions- 
linien ohne Magnetfeld als Funktion der Temperatur bis hinab zu 4,2°K. 
Tabelle 1 enthalt die Werte, zusammen mit friiher in Géttingen gemes- 
senen. Die Linien verschieben sich bei den ganz tiefen Temperaturen 
nur noch sehr wenig. Eine teilweise Reduktion der beobachteten Linien- 
verschiebungen auf Termverschiebungen laBt sich durchfithren, wenn 
man sich auf die Auswertung der I-Linien beschrankt. Diese Linien 
gehen alle von der tiefsten Grundtermkomponente I aus (vgl. das Term- 
schema Fig. 5). Sie bilden also die Komponentenstruktur der angeregten 
Terme 'D,, °Py und *P,, ab1, und ihre Verschiebung ist gleich der rela- 
tiven Verschiebung der Komponenten der angeregten Terme gegeniiber 
der Grundtermkomponente I. Diese relative Verschiebung liBt sich 


1 Die Linien der Gruppe 4H,-> °P, sind ziemlich diffus. Sie wurden deshalb 
nicht untersucht. Die Linien der Gruppe *H,->1D, konnten wegen der zu geringen 
Zahl von Vergleichslinien nur relativ zueinander vermessen werden. Sie fehlen 
deshalb in dieser Tabelle. 
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Tabelle 1. Wellenzahlen der Elektronensprunglinien in PyMg-Nitrat als Funktion 
dey Temperatur. 


SEES 


Bezeichnung | Sea | 4,2°K 14,0 °K 20,4 °K | 58 °K 
SS a ae i Se 
Oita o | 16 833,99 
S5 16870,14 16870,17 
S3 16870,65 16870,57 
Sy 16871,18 16871,40 
la 1, oO 16871,80 | 416874,88 16872,20 
So 16872,50 | 16872,44 | 
S4 | 16873,86 | 16873,88 
Ss | 16875,09 16875,85 | 
IIb oO -- | —_ 16882,10 
IIc MA — 16 896,33 16895,70 
SS 1691812 |  16917,83 
Ib I, O 16919,62 16919,56 16919,95 
So 16920,71 16921,30 
Ic 16 934,22 16934,14 | 16933,56 
Prella. |. 7 (a) — 20807,57. | 20807,59 | 20808,02 
Ss o 20 844,73 20844,61 | 20844,61 (20844,47) 
lay “| -o (gx) 20 846,16 20 846,11 P"20:846,07'" I 20845700 
Se o 20846,49 20846,40 | 20846,32 
P,, Ila 7 — — — 21 384,23 
Sy g 21420,28 | 21420,24 | 214420,15 
et o 21 422,03 21 421,99 | 241421,94 QNA2IE7S 
ae 21422,81 | 2142260 | 21422,58 
IIb o -- ' — | 21 423,31 (21423,75) 
S1 a 21459,04 21458,92 | 21458,95 
Ib X, Oo 21461,94 | 21 461,90 | 21461,85 (21 461,61) 
Se I 21464,30 | . 21464,39 | 21464,25 
Es bedeutet: —: Die Wellenzahl dieser Linie ist bei dieser Temperatur nicht 


zu messen, da die Linie verschwindet. (): 1. Die Werte sind ungenau, da die 
Linie sehr diffus ist. 2. Bei der Polarisation: In dieser Polarisation erscheint die 
Linie sehr schwach. 2 bzw. og: Elektrischer Lichtvektor parallel bzw. senkrecht 
zur Kristallachse. 


oy) oy 
cm! cm! 
76935 2162 3 
ae : 21 461! 
16.933 27 449 — 
{ Cems eon a or) 5 3p 
af penn Be 27448 7 
76.919 xy 27423} 
t 
76 909 ae thd ene es 2 — a 
16 0B _ 27 421 
76 873 20847} 
| ———_ a [-—— a ap 
16877 20845 


{ 


39 59 4 
37 as ee) N, es 


0 0 20.30% 50 60°K 0 10 20 30 40 50 60°K 
Fig. 2. Temperaturverschiebung der Elektronenterme relativ zu I Ds be ag 
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wieder aufspalten in eine Verschiebung der Komponenten eines ange- 
regten Terms relativ zum Termschwerpunkt und eine V erschiebung des 
Termschwerpunktes relativ zur Grundtermkomponente I. Das Ergebnis 
ist in Fig. 2 wiedergegeben. 


b) ZEEMAN-Effekt. 

Die Aufspaltung und Verschiebung der Linien im Magnetfeld ent- 
spricht den auf Grund der Merzschen Beobachtungen [7], der fritheren 
Termanalyse [4], [5], [6], sowie der Theorie [5] gehegten Erwartungen. 

Tabelle 2 und Fig.3 enthalten die Resultate fiir alle absolut ge- 
messenen Linien fiir den Fall eines Magnetfeldes parallel zur trigonalen 
Hawuptachse des Kristalls. 

Die Linien sollten nach der Theorie entweder gar nicht, oder in Du- 
bletts oder in Quartetts aufspalten. Die beiden ersten Falle werden dort 
beobachtet, wo’ sie erwartet werden. An Stelle der erwarteten Quar- 
tetts dagegen werden auch Tripletts gefunden, weil zwei Komponenten 
des Quartetts zusammenfallen!. Dabei liegen keineswegs immer (wie 
fiir g >0 bei freien Atomen) die o-Komponenten auBen und die 7-Kom- 
ponenten innen, sondern die Lage ist in einigen Fallen umgekehrt. Dies 
ist eine fiir die theoretische Deutung besonders wichtige Eigentiimlich- 


Tabelle 2. Wellenzahlen der Elektronensprunglinien in PrMg-Nitrat bei 4,2 °K und 
20,4 °K als Funktion der magnetischen Feldstdrke, § || X. 


’ apAde 4,2°K, ¥ in cm 20,4 °K, ¥ in em™ Fehler 
Bezeichnung sation ——— grenze 
|H=40,15kG H=0 | H=30,7kG | H=35,3kG] incm™ 
Je Ila o —_ = 20807,59 | 20807,98 | 20808,06 
Sy o 20844,73 | 20843,90 | 20844,61 | 20844,03 | 20844,07] +0,1 
la o (zt) 20 844,72 20844,99 | 20844,86] +0,04 
la o (xz) | 20846,16 20 846,07 + 0,03 
lig o (x) 20 847,69 20 847,22 | 20847,39| +0,04 
Sg o 20 846,49 | 20848,00 | 20846,31 | 20847,51 | 20847,72} +0,1 
Dy Sy oO 21420,28 | 21419,64 | 21420,15 | 21419,78 | 21419,73 +0,1 
la oO 21 420,67 21420,88 | 21420,74] -+0,05 
Ta o 21 422,03 21421,94 + 0,03 
IIb (oy = 21422,12 | 21422,03| +0,07 
la o 21423,59 21423,18 | 21423,27 +0,05 
an oO 21422,81 | 21425,06 | 2142258 | 21424,58 | 21424,54 + 0,1 
Tb oO <= 21 423,31 +0,1 
IIb oO => 21425,93 | 21426,16] +0,1 
Sy It 21459,04 = 21458,95 | 21457,57 | 21457,29] +0,1 
Ib o — 21458,77 | 21458,67] -+0,05 
Ib It 21 460,98 21461,21 | 21461,12] +0,05 
Ib m,o | 21461,94 21461,85 + 0,03 
Ib % 21 463,12 21462,70 | 21462,77' +0,05 
Ib o 21465,95 21464,94 | 21465,45] +0,07 
So 4 21 464,30 | 21466,17 | 21464,25 | 21465,49 | 21465,82 +0,15 


1 Theoretische Analyse unter Ziffer 4. 


’ 


: 


: 
| 
Ra: f 
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keit des ZEEMAN-Effekts an Kristallen. Die Aufspaltung ist in keinem 
Fall symmetrisch zur feldfreien Linie, d.h. der ZEEMAN-Effekt ist bei 
den verwendeten Feldstarken nicht mehr linear in der Feldstiirke, son- 
dern enthalt einen geringen quadratischen Anteil, der allerdings wegen 
der relativen Ungenauigkeit der Temperaturkorrektur von 4,2°K auf 
20,4°K nur ungenau zu bestimmen ist. 


0 70 20 30 KilogauB H 


Fig. 3. Zeeman-Effekt an *H,—+*P, ,. Es bedeuten: Ausgezogene Kurven das Zentrum der Linien, ge- 

strichelte Kurven ihre Satelliten. Kreise OQ: Messungen bei 20,4°K. Dreiecke A: Messungen bei 4,2 °K, 

durch Subtraktion der Temperaturverschiebung auf 20,4 °K korrigiert. Stern*: Eine ZeemaAn-Komponente 

von J/b liegt zwischen den Komponenten von Ja; sie verschwindet bei 4,2 °K wegen zu geringer Besetzung 
des [J-Terms. 


In Fig. 4 sind einige Aufnahmen reproduziert. Sie zeigen die fiir 
die theoretische Analyse wichtige Polarisation sowie die (bei 4,2 °K 
deutlich sichtbare) Intensitatsdissymmetrie der ZEEMAN-Komponenten. 
Die Kennzeichnung der einzelnen Linien entspricht derjenigen in Ta- 
belle 2. Einige der hier sichtbaren Linien sind Satelliten der KHFS und 
fehlen in den Tabellen und Figuren der friitheren Arbeiten [4], [5], [6]. 


Wird der Kristall durch 7/2 um die Richtung des Lichtbiindels ge- 
dreht, so daB seine Achse senkrecht zum Magnetfeld steht, so ist auch 
bei dieser Orientierung eine linear mit der Magnetfeldstarke wachsende 
Aufspaltung der Linien in einem trigonalen Kristall an sich nicht ver-— 
boten [8]. Man beobachtet jedoch keine linear mit H wachsende Auf- 
spaltung der Linien, nicht einmal eine Verbreiterung (die auch auf eine 


H=o0 
T=4,2°K 


H=40150G 


T=20,4 °K 
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S, Ia So Mh Zr Ib 


€1 X(c) 


H=35300G 


€ 1 X(o) 


53 T OS Zr 
—— 
ie fa Zr, 1b 82 
Fig. 4 a. (Erlauterung siehe gegeniiberliegende Seite.) Fig. 4b. 


nichtlineare Aufspaltung in hoéherer Naherung zuriickgefiithrt werden 
kénnte). Diese Tatsache mu8 durch spezielle Eigenschaften der Elek- 
tronenzustande erklart werden (Ziffer 4). 


4. Theorie des ZEEMAN-Effektes im Praseodymsalz. 
a) Theoretische Grundlagen. 
Bei der theoretischen Auswertung unserer Messungen gehen wir von 
folgenden Voraussetzungen aus: d 
1. Die Symmetrie des elektrischen Kristallfeldes ist C,,, vgl. [6]. 
2. Das friiher [4], [5], [6] aus den Spektren gewonnene Termschema 


ist richtig, d.h. die Drehimpuls- und Kristallquantenzahlen der Terme 
sind bekannt. 


. 
“4 
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Ta Ia Th Ic 


Fi=0 


4 ; 
2 RENARD er 


€ 1 X(o) 


H=30700G < 


| 


S, 1a S2 He | 


Fig. 4d. 
Fig. 4a—d. Zereman-Effekt der einzelnen Liniengruppen von PrMg-Nitrat im achsenparallelen Magnetfeld. 
a) 9H,—3P,; b) *H,—#P, bei T = 20,4°K; c) *#H,—>*P, bei T = 4,2°K. Beachte das Verschwinden der Linie 
ITb und die der verschiedenen Besetzung entsprechende Intensitatsdissymmetrie der ZEEMAN- Komponenten; 
d) 9H, 14D, bei T= 20,4°K., 


3. Die Eigenzustande nullter Naherung des Pr***-Ions im Kristall- 


feld sind bis auf den noch experimentell zu bestimmenden Zahlenwert 
einer Konstanten ebenfalls bekannt. 

4. Die Stérungen der Eigenwerte des Pr***-Ions durch das Kristall- 
feld sind klein gegen die Multiplettabstande. Deshalb ist es erlaubt, in 
guter Naherung statt der wahren Eigenzusténde die Eigenzustande 
nullter Naherung im Kristallfeld zu benutzen und mit diesen die ma- 
gnetische Zusatzenergie zu berechnen. 

Wir benutzen also den friiher [8] angegebenen Rechenformalismus 
in der durch Voraussetzung 4 definierten Naherung, d.h. wir haben die 
miteinander entarteten Zustande 


My = Lam Pm (1) 


, iA / 
uy = >) 4;-MYj—-m (1’) 
Zeitschrift fir Physik. Bd. 135. a 42 


\ 


_— 


EL 


€||x 
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wobel S03 


ist! und in (1) nur solche y,;,, vorkommen, fiir die 
M =u (mod. 3) (3) 


mit ~=0 oder +1 oder —1 ist. Hat die ,,Quantenzahl“ w den Wert 
=O, so sind (1) und (4’) identisch und der zugehorige Eigenwert im 
Kristallfeld ist einfach. Gehort w, zu ~=-+1, So gehort uw, zuu=—1, 
und umgekehrt. 


b) Termschema und Quantenzahlen fiir 9 || X. 


Wir behandeln zundchst den Fall des achsenparallelen Magnetfeldes. 
Hier sind die Zustande (1), (1’) richtige Zustande nullter Naherung auch 
fiir die Storung durch das Magnetfeld, und die magnetische Zusatzenergie 
ist in erster Ordnung gegeben durch 


W = — (u;,Mzu;)H =uggH > |azy/?-M, (4) 
M 
W=— (u',, M, uw) H — — W, (4’) 
wobei 
M(t +26) —— 23 (5) 


der Operator des magnetischen Moments, wz, das BoHrsche Magneton 
und g der von M unabhangige Aufspaltungsfaktor ist. Offenbar hangt 
es nach (4) ganz von der Mischung der y;,, in #,; ab, ob W positiv oder 
negativ ist, d.h. ob bei der Aufspaltung die zu « gehdrige Komponente 
nach oben und die zu —« gehdrige nach unten geht, oder ob die relative 
Lage der beiden Komponenten umgekehrt ist?. 


Die experimentelle Bestimmung der yu-Werte erfolgt durch die be- 
kannten Auswahlregeln [9] fiir elektrische Dipolstrahlung: 


Au = 0 (mod. 3) fir | 2-Komponenten, | 6) 


Au = +1 (mod.3) fiir o-Komponenten, 


die auch mit Magnetfeld noch gelten, da durch das Magnetfeld die drei- 
zahlige Symmetrie um die kristallographische Hauptachse nicht zer- 


1 Die Zustande yj y sind etwas anders definiert als in [8], so da® in Gl. (2) im 
Exponenten J statt >)7, steht. 
k 


2 Im Grenzfall des freien Ions, d.h. bei verschwindendem elektrischem Kristall- 
feld geht « in M iiber, d.h. hier liegt bei g >0 immer das positive je oben. Die 
umgekehrte Lage ist ein typischer Effekt des Kristallfeldes. 
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stort wird?. Da aber in (6) links nur die Differenzen der u-Werte und 
rechts beide Vorzeichen vorkommen, laBt sich aus der Polarisation der 
Linien zunachst nur schlieBen, ob zwei entartete Terme mit dem gleichen 
oder entgegengesetzten Vorzeichen aufspalten. Zum Beispiel folgt aus 
der Tatsache, da8 die Linie Ia der gelben Liniengruppe (nach [4] ein 
Ubergang = {+ 1} §H,—>w={+1}1D,) nach Fig. 4d in ein Triplett 
mit auBenliegenden 2-Komponenten aufspaltet, zundchst nur, daB einer 
der beiden Terme mit negativem Vorzeichen (negatives ju geht nach oben) 
aufspaltet, nicht aber, ob es sich um den oberen oder unteren Term 


H=0 , H=35300 Gaub 


H=0 = 35 300 GauB p- 


0 716.9347 cm" 
-7 16.920,5 0m" 


163135 cm" 


B= 274655 cm" 
+] 


c 
7 
21417 cm’ 4% 
2, 
0 27¢e19om' 
16 873,4.0m"" 
76 8796 cm.' 


) 
Ivey 
So 
QR 
2 
a 
= 


Fig. 5. Aufspaltung der Terme von PrMg-Nitrat bei 20,4 °K im achsenparallelen Magnetfeld, sowie die 
beobachteten Uberginge. 


handelt. Die absolute Bestimmung des Vorzeichens gelingt in unserem 
Fall aber doch, da bei ezmem Term das Vorzeichen der Aufspaltung be- 
kannt ist. In der b-Komponente von ?P, namlich fallen nach [4] (vgl. 
Tabelle 3) die beiden Zustande y,, (M =u = +1) und y,_,(M == —1) 
zusammen, d.h. zwei Zustande des freien Ions. Im Magnetfeld geht 
demnach die Komponente mit ~=1 nach oben, die mit ~=—1 nach 
unten (positive Aufspaltung). Da weiter die Linie Ib der Liniengruppe 
3H ,—>°P, nach Fig. 4b. in ein Quartett mit imnenliegenden a-Kompo- 
nenten aufspaltet, muB auch die tiefste Komponente I des Grundterms 
3H, positiv aufspalten. Aus dem oben genannten Beispiel folgt dann 
wieder, daB die a-Komponente von 1D, negativ aufspaltet, usw. Die 
auf diese Weise bestimmten y-Werte der ZEEMAN-Komponenten sind 
in das Termschema Fig. 5 eingetragen, die nach [4], [6] zu ihnen ge- 
hérigen Eigenzustande nullter Naherung in Tabelle 3 zusammengestellt. 


1 Dagegen werden die Spiegelebenen durch das Magnetfeld zerstort. Das heiB®t, — 
die zu ihnen gehérige Quantenzahl 7 verliert ihre strenge Bedeutung und eine etwa 
durch eine 4 y-Auswahlregel verbotene Linie wird erlaubt. Wegen derSchwache des 
Magnetfeldes treten jedoch keine beobachtbaren Intensitatsanderungen auf, so daB 
wir unsere Diskussion auf die Quantenzahl yw beschranken kénnen. Vgl. auch [6]. 


Zeitschrift fir Physik. Bd. 135. 42a 
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» ae = THbo e yt ey ; a pase 
Tabelle 3. Eigenzustdénde nullter Na&herung angeregter Pr***-Terme 1m achsen 
parallelen Magnetfeld. Anordnung nach steigender Energie. 
ee EEEEEEEEEEEEEEEEEEE 


Term | Komponenteim Kristallfeld | ees iLX | Eigenzustand nullter Naherung 
i 
| | 
| a! 
YB), | Dye 4 ate Alt baer 1 | ee = 7 ai; 5 (4 Yo-2 + Yor) 
| k a” 
fae 
ete acres Uy = ———— (4 Poo — Yo-1) 
| 1+a* 
deere td) 2 | 
b, w ={4} fo he a hy = iris Shakar A Yo) 
/ a” 
1 
ee U_y = ———— (Poo + 4 Y2-4) 
i+? 
c, “=O u=o0 Uy = Yoo 
See a, u=O0 uU=od0 | Ug = Yoo 
ye a, “=O u=O0 | oi ae 
b, w= {x1} m=—1 | Uy =P 
ar A Ys = Vind 


c) GroBe der ZEEMAN-Aufspaltung fiir § || X. 


Um aus der ZEEMAN-Aufspaltung der Linien diejenige der Terme 
zu bestimmen, gehen wir gleich davon aus, daB jeder Term nur noch 
zweifach entartet sein kann und daB die Aufspaltung erster Ordnung 
nach Gl. (4), (4’) symmetrisch erfolgt. Der quadratische Effekt ist in 
der Naherung der Voraussetzung 4 fiir beide Komponenten derselbe. 
Fiir die magnetische Zusatzenergie W,, W_ der beiden Komponenten 
ist also anzusetzen 


W,/hco=yH + 6H? 


W_|he = — yH + 6H? | y,0>0. (7) 


Bei einem einfachen Term ist y=0. Die Wellenzahlanderungen der 
einzelnen Komponenten einer in ein Quartett aufspaltenden Spektral- 
linie sind also gegeben durch die Ubergange zwischen zwei nach ( 7) auf- 
spaltenden doppelten Termen 1 und 0, wobei 4 jeweils den oberen, 0 den 
unteren Term indiziert: 


44 = (¥1— Yo) H+ (0; 105)? 
Va = (v1 + Yo) H+ (6, — 0) H? 
tt cage att 7) GS hy tare 


mak erty) EL, oe (Orig) td? 
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Tabelle 4. ZEEMAN-Effekt der Py+*+-Terme in Pr,Mg,(NO ),.° 24 H,0. 


Term | Komponente 10-4 weriG au8 1.40" tig auB? Aus Ubergang T in°K He se 
SH, | Iw ={41}| vo = 0,35, | 6, — dy = 0,44 | *H,> 3P,, Ia 20,4 | 35,30 
| = 0,36 = 0,37 % 20,4 | 30,70 
| = 0,355 = 0,28 rm 4,2 | 40,15 
Yo = 0,364 | 0, — Op = 0,62 | *H,>4P,, Ia 4,2 | 40,15 
Yo = 0,365 | 0, — 0) = 0,64 | °H,>*P,, Ib 4,2 | 40,15 

| Yo = 0,375 ae 8H. ADs Te 20,4 | 35,3 

Yo = 0,36, = Mittelwert 
TL = © -- Oy— Op =. 3,77.) 2H y— *Po; Ila .|..20,4..| 35,30 
| A= = 4,14 =r 20,4 | 30,70 
* Paha = 0 - 6, — 69 = 0,28 | 9H,> *P,, Ia 4,2 | 40,15 
= = 0,37 ie 20,4 | 30,70 
— = 0,44 55 20,4 | 35,30 
“= 6, — 69 = 3,77 | *#Hy> * Po, Ia | 20,4 | 35,30 
ad —— 4,14 ” 20,4 30, 70 
2Py a, un — 6, — 0p = 0:62 se Py Ia 4,2 40,15 
b, _— {+ 1} V1 = 0,61, 0; =a" Oo — 0,64 SE > 91 Ib 4,2 40,15 
1 =0,5% |, — b= 7.6 | Hy >*Py, Ib 35,30 
= 0,62; | 6; — 69 = 6,3 30,70 
71 = 0,608 = Mittelwert is 

1p, |ap—={+1}|4,= 034," | 9 ** PHY 4D,, a | 20,4 | 35,30 
y, = 0,42: *% *H,-> 1D,, 1a 20,4 | 35,30 
be {£4} = OA, a + 20,4 ae 


ad » 4t5" Os gels 


| ep=o 


‘We yin} 


* Diffuse schwache Linie, daher sehr ungenaue Wert. eae ‘cos ne Cui 
ike r Lini 5 i e Zeeman-Aufspaltung, nicht 
aber die rschiebung entiber freien Lage jeder Linie mit 
; acsnicd Comiiekett nw ; 7 fe feb zablens iBige Ae ben 
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eingehende Korrektur wegen der Temperaturverschiebung der Linien 
ist mindestens von der gleichen GréBenordnung wie die quadratische 
Abweichung vom linearen ZEEMAN-Effekt. Deshalb sind die fir den 
quadratischen Effekt angegebenen 6-Werte nicht sehr genau. 

Wenn von einem Term mehrere Linien zu mehreren anderen Termen 
ausgehen, sind in der Tabelle mehrere an diesen Linien gemessene von- 
einander unabhangige Werte fiir die Konstanten des betreffenden Terms 
angegeben. Innerhalb der MeBgenauigkeit stimmen diese Werte in allen 
Fallen tiberein. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB nach experimenteller Bestimmung 
der vier Konstanten eines Quartetts aus Gl. (8) zunachst noch nicht 
feststeht, ob die mit 1 oder die mit 0 indizierten Konstanten dem Grund- 
term zukommen. Eine eindeutige Zuordnung ergibt sich hier erst durch 
Vergleich der aus einem Quartett bestimmten Werte mit den aus einem 
Dublett bestimmten, in denen nur einer der beiden y-Werte vorkommt, 
also z.B. durch Vergleich von Ia mit Ib bei 3H,—~°P,. 

Auch die Intensitdtssymmetrien bei 4,2 °K geben Aufschlu8. So folgt 
z.B. aus der Tatsache, daB nach Fig.4c in dem Quartett I 3H,—65P, 
die kurzwelligere a-Komponente schwacher ist als die langwelligere 
z-Komponente (und nicht umgekehrt), daB sie von der oberen (= 1) 
bei 4,2 °K schwach besetzten ZEEMAN-Komponente des Grundterms I 
ausgehen mu8, und hieraus folgt wieder, daB die Komponente b von 3P, 
starker aufspaltet als die Komponente I von °H, (und nicht umgekehrt). 
Dieser SchluB wird wieder bestatigt durch die Tatsache, daB Linie 
Il 3H,—b®P, (Linienaufspaltung = Aufspaltung von Term b3P,) starker 
aufspaltet als die Linie 13H,—>b*P, (Linienaufspaltung = Aufspaltung 
von Term [°H,), vgl. Fig. 3. 


d) Bestimmung des g-Faktors, 
der Eigenzustdnde und weiterer Matrixelemente des Kristallfeldes. 
Die physikalische Bedeutung der Konstanten y ergibt sich direkt 
durch Vergleich von (7) mit (4): Es ist 
phe : 
oath =82,|ayu/* M. (9) 


Man kann also aus y das Produkt aus dem (bisher unbekannten) Auf- 
spaltungsfaktor g und der Summe >’ | a7,;|2*M bestimmen. Der Wert 
M 


dieser, die Durchmischung der p ym durch das elektrische Kristallfeld 
charakterisierenden Summe ist nach den in Tabelle 3 angegebenen — 
Kristallzustanden bekannt, und zwar bei °Py, exakt, bei 1D, bis auf 
den Zahlenwert einer Konstanten a 1. 


* Beim Grundzustand *H, kénnen nahere Angaben nicht gemacht werden, da 
hier nur die drei tiefsten Kristallniveaus I, II und III bekannt sind. 
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Hieraus egeben sich folgende experimentelle Bestimmungsméglich- 
keiten: 

14. Aus dem y-Wert der b-Komponente von 8P, wird der g-Faktor 
bestimmt. Die Summe hat hier den Wert 1, also ergibt sich 


Ri AZ fr PP, (10) 


gegentiber g=1,5 im Grenzfall reiner RussELL-SAUNDERS-Kopplung. 
Es liegt also, wie schon aus Abweichungen von der LANp#schen Multi- 
plettstruktur bekannt ist [70], keine RussELL-SAUNDERS-Kopplung vor. 

2. Aus dem Verhaltnis der y,-Werte fiir die a-Komponente und die 
b-Komponente von 1D, wird die noch unbekannte, in der Symmetrie C;, 
(vgl. [6]) veelle Konstante (vgl. [4], Gl. (6))? 

fees ae ee (11) 

2-1 
in den Eigenzustanden bestimmt. Beide Komponenten spalten mit 
negativem Vorzeichen auf (4—=—1 geht nach oben). Die Eigenzustande 
fiir die oberen ZEEMAN-Komponenten sind demnach nach Tabelle 3: 


bei Komponente a: 
U5 = ——— a 9 Yo 
2 Vaca | Y22— Yo—1) 
mit (12) 


| 2a*—1 
2 oa 
Duly -M = 2 ’ 
M ay 4 


bei Komponente 0b: 


fie Tew = “eh lap Seca v) 
mit (13) 


2—a 
2,|4ruP M = pues. 


Bei der Verhaltnisbildung fallt der unbekannte g-Faktor heraus und 
nach Tabelle 4 ist 


yu(0) L_ . 250% OS 70165 — = F 
y,(@)  2a2—1 0,426 0,388. ne) 


Somit ist 2: 
a* ae 1,3 4; (1 5) 
und 
a= +46, ae (16) 
wobei das Vorzeichen unbekannt bleibt. Fe ccar 


1 Der Buchstabe a taucht hier in einer zweiten Bedeutung auf. Verwechslungen 
mit der a-Komponente eines Terms sind wohl nicht zu befiirchten. — i 
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Hiermit kann zunichst riickwarts der g-Faktor bestimmt werden, 
da in Gl. (9) jetzt alle nétigen GréBen bekannt sind. Man berechnet die 
rechtsstehende ,,Mischungssumme“ aus den Eigenzustanden der Ta- 
belle 3 und entnimmt y aus Tabelle 4. Aus der Aufspaltung einer der 
beiden Linien Ja mit y = 0,42, oder Jb mit y=0,16, ergibt sich so der 
Wert 

£=A,20,. . fir, 4D, (16’) 


und nicht der Wert g = 1,00 der strengen RUSSELL-SAUNDERS-Kopplung. 
Ferner ergibt sich aus (16) und (11) (Bezeichnungen wie in [4)) 


dhs ites S 


Vo4=+- (17) 


ASA) 2 


72 (Was — Vas)” 
Fired => “| ane . 


(18) 


Die Gl. (18) bildet zusammen mit den aus [4] entnommenen beiden 
Gleichungen 


Was =4 (Var + Veo) + V(r — Ven)? +4024, (19) 


W2= 4 (Vir + Veo) —4 Vir — Vos)? + 4024 (20) 


ein System von drei Gleichungen, aus denen die drei Matrixelemente 
Vii, Vog und V,_, des elektrischen Kristallfeldes bestimmt werden 
kénnen!. Dabei ist W,, bzw. W,, der vom Termschwerpunkt aus ge- 
messene Termwert der b- bzw. a-Komponente von 1D,. Ihre Zahlen- 
werte sind bei 20,4 °K (vgl. Tabelle 1) 


W,,=4+ 161 1 
wet 5cm (21) 


W,.5= — 31,52cm1. 


Aus ihnen ergeben sich als Lésung von quadratischen Gleichungen zwei 
Satze von Matrixelementen, namlich 


Vir = — 34,570m4, Vog= + 16,20em, |Vy_4)= 0,043 em (22) 
oder 
Yiv=—4,23em4, 9 Vag=—4144cem, |Va_ |= 23,57em74, (229 


wovon natiirlich nur einer richtig sein kann. Und zwar ist wahr- 
scheinlich der zweite richtig, da V,_,=0 Rotationssymmetrie bedeuten 
wiirde, die nicht vorliegt (vgl. [6]). 


1 Ohne die Messung des ZEEMAN-Effektes ware diese Bestimmung nicht méglich, 
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é) ZEEMAN-Effekt am PrMg-Nitrat, § 1 X. 


Steht das Magnetfeld senkrecht zur Kristallachse, etwa in x-Rich- 
tung, so wird die #-zahlige Kristallsymmetrie zerstért und die Zustinde 
(1), (1’) sind nicht mehr richtige Zustande nullter Naherung fiir den 
ZEEMAN-Effekt. 


An ihre Stelle treten (vgl. [8]) Linearkombinationen 
U;=au,+ Bu, aat + 8 B* = 1, (23) 
U; = — ptu;+ atu’, (23’) 
und fiir den linearen ZEEMAN-Effekt folgt 


W = —— (U,, T, U;) = a* B (uz, T, 45) + konj, (24) 


h 
W’ = *— (Uy, T, Uj) = —W. oe 


Wie man leicht nachrechnet}!, ist fiir alle in Tabelle 3 angegebenen an- 
geregten Zustande 


(w;, va uy) =0= W, (25) 


d.h., es existiert in der behandelten Naherung kein linearer ZEEMAN- 
Effekt, in Ubereinstimmung mit dem Experiment. Es sei noch einmal 
betont, daB dies Ergebnis keine prinzipielle Ursache hat, sondern nur 
von der speziellen, durch die niedrigen J-Werte bedingten Form unserer 
Zustande u, herriihrt und somit eine Probe auf die Richtigkeit dieser 
Zustande darstellt. — Allerdings gilt das nur fir die in Tabelle 3 be- 
handelten angeregten Zustande, nicht fiir die Komponenten des Grund- 
zustands #H,, die nicht so leicht theoretisch angebbar sind. Hier ver- 
langt umgekehrt das Experiment eine Form (23), die den linearen ZEE- 
MAN-Effekt verbietet. 


5. ZEEMAN-Effekt der Kristallhyperfeinstruktur. 
Unter der KHFS werden nach [75] folgende beiden, vielleicht ihrer 
_ Ursache nach verschiedenen Strukturen der Absorptionslinien zusam- 
mengefaBt: 


4. Deutlich abgesetzte Satelliten auf beiden Seiten der Linie. Sie 
werden im folgenden mit s,, s,,... bezeichnet, wobei die ungeraden 


1 Vgl. etwa die Zusammenstellung der T-Matrixelemente in ConDoNn-SHORT- 
LEY, Theory of Atomic Spectra. Cambridge 1951. 
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Indizes fiir die langwellige, die geraden Indizes fiir die kurzwellige Seite 
einer Linie verwendet werden; 2. eine nicht aufgeléste Struktur des 
Linienzentrums. Die zentrale Linienstruktur bleibt auch in den stark- 
sten Magnetfeldern unaufgelést, d.h. die Absorptionslinien spalten nach 
den unter Ziffer 4 behandelten Gesetzen auf, so, als ob sie frei von einer 
Struktur waren. Die Komponenten der Struktur werden also im Magnet- 
feld von den zu ~=1 bzw. 4=—1 gehdrenden ZEEMAN-Komponenten 
,mitgenommen“. Das magnetische Moment der einzelnen Kompo- 
nenten der zentralen KHFS ist also praktisch das durch den p-Wert 
bestimmte Moment einer der ZEEMAN-Komponenten; Komponenten 
mit einem gadnzlich anderen magnetischen Moment kommen in der 
zentralen KHFS nicht vor. 


Dasselbe gilt fiir die Satelliten. Fig.3 und Fig. 4 zeigen deutlich, 
wie sie von den ,,zugehérigen‘‘ ZEEMAN-Komponenten ,,mitgenommen* 
werden. Unter ,,zugehérigen‘’ ZEEMAN-Komponenten sind dabei die- 
jenigen gleicher Polarisation verstanden, also z.B. die 7-Komponenten 
bei 13H,->bP,, oder die o-Komponenten bei I 3?H,—a#P,. Die Ver- 
schiebung der. Satelliten durch das Magnetfeld erfolgt nach Fig. 3 in 
einigen Fallen etwa parallel zu der zugehorigen ZEEMAN-Komponente, 
d.h. mit etwa dem gleichen magnetischen Moment (Beispiel: 1°H,—b*P,). 
In anderen Fallen (Beispiel: 1?H,—>a*/) erfolgt die Verschiebung jedoch 
nicht parallel zur ZEEMAN-Komponente, d.h. mit einem (nach oben oder 
unten) gednderten magnetischen Moment. Das scheint vor allem dann 
einzutreten, wenn die Lage der Satelliten ohne Feld nicht symmetrisch 
zur zentralen Linie ist; in diesem Fall wird die entferntere Linie weniger 
stark als die eng benachbarte verschoben. In keinem Fall wurde eine 
Aufspaltung eines Satelliten beobachtet. Sie entsprechen also anschei- 
nend Ubergangen zwischen Zustanden im Kristall, die ein magnetisches 
Moment haben und trotzdem einfach sind. Die modellmaBigen Ursachen 
fiir dieses ungewohnliche Verhalten sind nicht geklart. Es wird aber 
dadurch die Méglichkeit ausgeschlossen, die KHFS als Uberlagerung 
der Spektren mehrerer Ionensorten an energetisch verschiedenen Gitter- 
platzen zu deuten. 


6. ZEEMAN-Effekt der Schwingungslinien. 


Wie auf Grund der frither [5] mitgeteilten Eigenzustande zu erwarten, 
spalten mit den Elektronensprunglinien auch die zugehérigen Schwin- 
gungslinien auf. Wegen der schon ohne Feld sehr engen Lage der Schwin- 
gungslinien entsteht dabei ein fast liickenloses System von einander 
tiberlappenden Linien (Pseudokontinuum), so daB die Ausmessung der 
Aufspaltung nicht méglich ist. 
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7. ZEEMAN-Effekt an Nd,Zn,(NO,),,- 24 H,O. 

Der im bisherigen Teil dieser Arbeit beschriebene Kristall von PrMg- 
Nitrat war aus den unter Ziffer 2 dargelegten Griinden mit etwas Nd**+ 
verunreinigt. Die sehr schwachen Linien dieser Verunreinigung lieBen 
einen interessanten ZEEMAN-Effekt erkennen. Deshalb wurde das Spek- 
trum eines sehr reinen Einkristalls von Nd,Zn,(NOs),. * 24 H,O bei 20,4°K 
im Magnetfeld untersucht. Es sei jedoch gleich darauf hingewiesen, daB 
das Spektrum dieses Nd-Salzes bisher noch nicht analysiert werden 
konnte. Da ferner die experimentelle Arbeit aus 4uBeren Griinden vor- 
zeitig abgebrochen werden muBte, soll auf die genaue Wiedergabe ihrer 
Ergebnisse zugunsten einer mehr kursorischen Beschreibung verzichtet 
werden. Dabei beschranken wir uns auf die Liniengruppen D und D’ 
und bezeichnen die Linien wie in [/7] (vgl. Spektrum und Termschemata 
in den dortigen Fig. 2 und 4). Beobachtet wurden bei unserer Schicht- 
dicke die Linien D Ia, b,c, Ila, b,c und D’ Ia, c. 

Da das Nd***-Ion eine ungerade Elektronenzahl hat, sind alle seine 
Elektronenterme zweifach entartet. Sie gehéren entweder zu w= {+ }} 
oder zu «= {+ 3}, vgl. etwa [9]. Im achsenparallelen Magnetfeld sollte 
jeder Term, im dazu orthogonalen Magnetfeld nur jeder Term mit 
uw={+}} linear aufspalten. Die tatsachlich beobachteten Aufspal- 
tungen sind die folgenden: 

1. §||X. Die Linien IIa, b,c der Gruppe D zeigen eine kraftige 
Aufspaltung (GréBenordnung mindestens wie bei den Linien des Pr***- 
Ions) von etwa gleicher GréBe in scheinbare Dubletts, d.h. Quartetts, 
deren Komponenten paarweise annahernd zusammenfallen. Da den 
drei Linien der I]-Term des Grundzustandes gemeinsam ist, zeigt dieser 
Term offenbar eine kraftige Aufspaltung, die wesentlich gréBer ist als 
die der drei angeregten Terme a,b,c. Die drei Linien Ia, b,c dagegen 
zeigten nur eine sehr kleine Aufspaltung. Der I-Term spaltet also auch 
nur wenig auf. Desgleichen spaltet D’ Ia nur relativ wenig auf. 

2. § | X. Hier ist das Erscheinungsbild gerade umgekehrt wie bei 
HIX. Die Linien D IIa, b,c spalten im Rahmen der MeBgenauigkeit 
gar nicht, die Linien D Ia, b, c dagegen kraftig in Dubletts auf. Auch 
die D’-Linien zeigen eine kraftige Aufspaltung, und zwar D’ [a in ein _ 
Quartett, D’ Ic in ein Dublett. 


Der eine von uns (H.) dankt dem Direktorium des CNRS fiir die 
' Erlaubnis, im Laboratoire des Basses Températures et du grand Electro- 
Aimant arbeiten zu diirfen, Herrn Prof. P. Jacguinot fiir die liebens- 
wiirdige Aufnahme in sein Institut, sowie dem Herrn Niedersachsischen_ 
Kultusminister fiir die Gewahrung einer Reisebeihilfe. Daath 
Ferner danken wir Herrn Dr. SpPONDLIN fiir die Verfliissigung der 
Gase und Frau Dr. HELLWEGE fiir Hilfe bei der Auswertung der Platten. 
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Berechnung des Ablaufs von Funken 
mit Widerstand und Selbstinduktion im Stromkreis. 


Von 
W. WEIZEL. 
Mit 9 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 1. Juni 1953.) 


Fur den Ablauf kurzdauernder Funken werden drei Gleichungen unter der Voraus- 
setzung aufgestellt, daB wahrend des elektrischen Vorgangs keine nennenswerte 
Energie durch Ausstrahlung verloren geht und da8 die Leitfahigkeit im Funken- 
kanal der Dichte der inneren Energie proportional ist. Alle Funken, die diese 
Bedingung erfiillen, k6nnen durch zwei Parameter gekennzeichnet werden, so 
daB8 jede Kombination dieser Parameter einen Funkentypus charakterisiert. Fiir 
einige solcher Typen werden die Funkengleichungen instrumentell integriert, und 
Spannung, Strom und Plasmaenergie als Funktionen der Zeit ermittelt. Fiir das 
Entnehmen der charakteristischen Parameter aus experimentellen MeSdaten 
k6nnen Anhaltspunkte gewonnen werden. 


Unter einem Funken verstehen wir eine Entladung iiber eine Gas- 
strecke, welche von einem Kondensator gespeist wird und nur kurze 
Zeit dauert, bis der Kondensator entladen ist. Der Entladungsvorgang 
wird eingeleitet durch die sog. Ziindung, welche spontan beim Erreichen 
einer gewissen Kondensatorspannung einsetzt, oder auch durch verschie- 
denartige kiinstliche Hilfsmittel etwas unterhalb der spontanen Ziind- 
spannung vorgenommen werden kann. Der Ziindvorgang selbst erzeugt 
zwischen den Elektroden ein schlauchartiges thermisches Plasma, wel- 
ches nur einen geringen Teil der im Kondensator gespeicherten Energie 
aufgenommen hat. Der eigentliche Ziindvorgang ist nicht Gegenstand 
der vorliegenden Untersuchung. Was in dieser Arbeit verfolgt werden 
soll, ist die weitere Entwicklung des durch die Ziindung entstandenen 
Plasmas und die Entladung des Kondensators durch die nunmehr 
leitend gewordene Funkenstrecke. Wahrend die eigentliche Ziindung 
von Fall zu Fall individuelle Ziige aufweisen kann!, haben WEIZEL und 
Rompe? gezeigt, daB sich der spaitere Ablauf des Funkens nach einem 
Schema abwickelt, fiir welches man allgemeinere GesetzmaBigkeiten 
aufstellen kann. Die wirkliche Durchrechnung der Vorgange war aber 


1 Neuere Arbeiten dariiber von Mrrx, J.M.: Phys. Rev. 57, 722 (1940); 
58, 195 (1940); 58, 196 (1940). — Lorn, L. B., u. J. M. Meek: J. Appl. Physics 
11, 438 (1940). — Logs, L. B.: Proc. Phys. Soc. 60, 501 (1948). — Rev. Mod. Phys. 
20, 151 (1948). — Phys. Rev. 74, 210 (1948). 

2 Rompe, R., u. W. WEIZEL: Z. Physik 122, 636 saab — WEIZEL, W., u. 
R. Rompe: Ann. Physik 1, 285 (1947). 
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bisher nur méglich, wenn aus der Funkenstrecke und dem Kondensator 
ein Stromkreis gebildet wutde, dessen OuMschen Widerstand und Selbst- 
induktion man vernachlassigen konnte. Diese einschneidenden Annah- 
men, welche niemals wirklich realisiert und nur selten im Experiment 
angendhert werden kénnen, sollen nun fallen gelassen werden. 


Die Funkengleichungen. 


Ein Stromkreis bestehe aus einem Kondensator der Kapazitat C einer 
Funkenstrecke der Lange / und den Zuleitungen vom Kondensator zur 
Funkenstrecke mit dem OuMschen Widerstand R. Die Selbstinduktion 
des ganzen Kreises sei L. 

Betrachtet man das Plasma des Funkens als einen zylindrischen 
Schlauch vom Radius 9 und der Leitfahigkeit F, so gilt zwischen dem 
momentanen Strom J und der momentanen Kondensatorspannung U 


die Gleichung 


ial dI 


dt 


Hierbei ist der Entladungsschlauch als ein Plasma von gleichmaBiger 
Leitfahigkeit und Temperatur betrachtet, d.h. fiir ist ein Mittelwert 
der Leitfahigkeit tiber den Querschnitt einzusetzen. Der Skineffekt der 
Zuleitungsdrahte ist nicht beriicksichtigt, was unter Umstaénden unzu- 
lassig sein kann. Zwischen Strom und Kondensatorspannung gilt die 


zweite Gleichung 
dU 
aie (2) 


Eine dritte Gleichung kénnen wir aus der Energiebilanz gewinnen. Die 
Stromwarme pro Langeneinheit der Funkenstrecke ist 


(ed fe 


J? 
Tone 
Sie vermehrt einerseits die innere Energie des Plasmas, andererseits 
deckt sie den Energieverlust durch Ausstrahlung. Ist w die innere Energie 
pro Volumeneinheit und s die Ausstrahlung pro Langeneinheit, so er- 
halten wir die dritte Gleichung 


[? d 
aa Stem. (3) 


Dies sind drei Gleichungen fiir den zeitlichen Ablauf der GréBen U, I, u 
und der Leitfahigkeit F. Es ist also noch eine weitere Gleichung erforder-_ 
lich. Eine solche Beziehung besteht auch, weil sowohl die innere Energie, 
wie die Leitféhigkeit Funktionen der Plasmatemperatur sind. Es gibt 
daher einen Zusammenhang zwischen F und u, den wir auffinden oder 
wenigstens naherungsweise ermitteln miissen. 
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Sowohl F wie U steigen monoton mit der Temperatur an. Die Leit- 
fahigkeit ist das Produkt von Ionendichte und Beweglichkeit. Die Be- 
weglichkeit selbst ist reziprok zum Druck. Die innere Energie besteht 
zum Teil aus Ionisierungsenergie und diéser Teil ist der Ionendichte 
proportional. Die iibrigen Anteile der kinetischen Energie und An- 
regungsenergie wachsen mit der Temperatur nicht genau so an, wie die 
Ionisierungsenergie, aber doch ahnlich. Dies hat zur Folge, daB die Leit- 
fahigkeit der inneren Energie einigermaBen proportional ist. Wir machen 
daher den Ansatz 

aut 
a caeer'y Y (4) 
wo # den Druck und a eine fiir das Gas charakteristische und vom Druck 
unabhangige Konstante ist. 

Diese GesetzmaBigkeit gilt besser, als man zundchst erwarten sollte. 
Bei hohen Temperaturen, wo die Beweglichkeit durch die Ionenwechsel- 
wirkung herabgedriickt wird, nimmt auch die innere Energie nicht mehr 
im gleichen MaBe zu, weil der Anteil der Anregungsenergie allmahlich 
zuriickgeht. Man darf also wohl die Gl. (4) als eine Annaherung betrach- 
ten, welche wesentlich besser ist, als man von einer so einfachen Be- 
ziehung erwarten sollte. 

In der kurzen Zeit, in der sich die Entladung eines Kondensators in 
einem normalen Funken abspielt, kann nur wenig Energie ausgestrahlt 
werden, d.h. in Gl. (3) ist s nur eine kleine GréBe. In guter Naherung 
k6énnen wir daher die Entladung des Kondensators durch 


[? d 
oe? Ein ie ee (5) 


beschreiben, wenn die Dauer des Funkens durch Widerstand und Selbst- 
induktion der Zuleitung nicht zu sehr verzégert ist. Wahrend der Ent- 
ladung speichert das Funkenplasma die Energie auf und strahlt sie im 
wesentlichen erst nach der Entladung des Kondensators allmahlich ab. 
Der Entladung folgt also eine Phase des Nachleuchtens, mit der wir uns 
hier nicht beschaftigen. 

Fiihren wir (4) in (4) und (5) ein, so erhalten wir die Gleichungen 


: ag FRILL =o, (6) 
: r=—c, | (7) 
I R= Fae). | 8 
: | Zur Berechnung des zeitlichen Verlaufs von U, J und w. Unmittelbar — 
: nach der Ziindung flieBt noch kein nennenswerter Strom, die Plasma- 
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energie ist noch gering und die Kondensatorspannung ist noch kaum 
verringert. Wir erhalten also die Randbedingungen 

i= 0: U = U,; lon aleu U0, (9) 


wenn U, die urspriingliche Spannung am Kondensator ist. 
Zuerst vereinfachen wir diese Gleichungen, indem wir fiir die vor- 
kommenden GréBen geeignete Mafstabe einfithren. Die Spannung 


Ui, (10) 


messen wir in Bruchteilen x der Anfangsspannung des Kondensators, die 
Gesamtenergie des Plasmas 


W=a20lu=y — (11) 
in Bruchteilen y der urspriinglichen Kondensatorenergie. 
Fiir Widerstand und Selbstinduktion setzen wir 
BF 203 OB 
ES als Ce ae U4 
bs] 4 p 14 a ©? oe 
es a? USC ; fo ~— (13) 
worin die Abkiirzung (Zeitkonstante) 
PE 
= au (14) 


eine GréBe von der Dimension einer Zeit ist. Machen wir fiir Zeit und 
Strom noch die Ansatze 


t= Tr, (15) 
Pais (16) 


und gehen damit in die Gln. (6), (7) und (8) ein, so erhalten wir 


z0 (0) @? dz 
yt + Bz A Se as = (17) 
ax 
oe (18) 
OF eee. 
PE Bagh eee (19) 


Schon diese Umformung zeigt wichtige GesetzmaBigkeiten. Setzt 
man 7 =@, d.h. wahlt man die Zeitkonstante @ als Einheit der Zeit, 
so enthalt das Gleichungssystem (17) bis (19) nur noch die beiden Para- 
meter B und K. Wenn die Ausstrahlung wahrend des Entladungsvor- 
ganges vernachlassigt werden darf und in dem MaBe als zwischen Leit- 


> = - a e. ~ . rT: Q 
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fahigkeit und innerer Energie die Gl. (4) gilt, lassen sich die E igenschaf- 
ten des Funkens, d.h. Druck f, Funkenlange /, Gasart(a) und die 4uBeren 
Bedingungen, naémlich Anfangsspannung U,, Widerstand R, Selbst- 
induktion L und Kapazitat C in zwei positive Konstante B und K zu- 
sammenfassen, sofern man Spannung, Strom, Energie und Zeit in geelg- 
neten MaBeinheiten miBt. Funken mit denselben Werten von B und K 
verhalten sich ahnlich, d.h. sie zeigen bei diesen MaBstiben den gleichen 
Verlauf. 
Die Zeitkonstante apr 
Ca uF (14) 
wachst mit Druck und Funkenlange und nimmt mit dem Quadrat der 
Anfangsspannung ab. Die Widerstandskonstante 
UZ C 

Baksh a Gide (20) 
ist nicht nur dem Widerstand R, sondern auch der Kondensatorenergie 
4U;C proportional und nimmt mit Druck und Funkenlinge ab. Der 
Widerstand der Zuleitungen wird deshalb bei Funken groBer Energie 
unter sonst gleichen Bedingungen (gleiche Funkenstrecke, Druck und 
Gas) mehr zur Geltung kommen. 


Die Konstante 
A oie es ee a UZ¢E ib 
K = ——— | == . ‘) 
0 yee PEN TSZ | C 2) 


wird ebenfalls um so gréBer werden, je gréBer die Kondensatorenergie 
ist. Man wird deshalb bei Funken groBer_Energie mit groBen Werten 
von K und B rechnen miissen. Dies sind andererseits gerade die Funken, 
bei denen der ZeitmaBstab @ klein ist. 

Es ist indessen nicht nétig, sich sogleich auf den speziellen Zeitmab- 
stab T =@ festzulegen. Eliminieren wir die Zeit mit 


d Ye) 
Eee (22) 


so erhalten wir die beiden Gleichungen 


20 ro) »O dz 
at + Bip ata” ize) 
und 
Pe 22b 
227 = te Bo ( ) 


Wenn man jetzt noch z eliminiert, so verbleibt fiir y die verhaltnismaBig 
einfache Differentialgleichung 

dy dy EP ad We, (v3 *) Es 2 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. 43 
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Diese Gleichung ist immer dieselbe, gleichgiiltig, wie man den ZeitmaB- 
stab gewahlt hat und erhalt nur die beiden Parameter B und kK. Man 
kann einmal elementar integrieren, wobei man 


ypoy rte “(yy + x? = const (24) 


erhalt. Im Zeitpunkt t=0 ist y=0O und x=1, was der Integrations- 
konstanten den Wert 1 auferlegt. Wir erhalten also endlich fiir y die 
Differentialgleichung 


ay + Byt+ = (y S24) +22 —2=0 (25) 


erster Ordnung, welche die Abhangigkeit der Plasmaenergie von der 
Spannung beschreibt. Diese Gleichung ist elementar nicht mehr lésbar 
und mu8 daher maschinell gelést werden. 
Die Transformation 
‘gee (26) 
liefert statt (25) die Gleichung 


aye+Be+ = (4) +2s—2=0, (27) 


welche fiir die maschinelle Integration noch etwas vorteilhafter ist. Hat 
man ¢ als Funktion von x gefunden, so ergibt sich aus (22b) 
a8 yT ay BRE 
20 dz... 40 dx’ (28) 
wodurch man den Strom als Funktion der Spannung erhalt. Um den 
zeitlichen Ablauf zu finden, muB man auf (48) zuriickgreifen und findet 


r=— [2 + const = <P f + const. (29) 


Jetzt laBt sich leicht erkennen, daB man die Rechnung zunachst mit 
der MaBeinheit JT =O durchfihren kann. 


Man erhalt dann 


ae. eae 

20) = — 2 (30) 
und 

vi) = 4 [ 77 + const. (34) 


Mit einem anderen ZeitmaBstab T ist 


L (2) 
70) ee. 
2 2) a a % 79), (32) 
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Die maschinelle Integration. 
Die instrumentelle Integration der Gin. (27) und (28) wurde von 
A. WALTHER und K.- J. LESEMANN mit Hilfe der Integrieranlage IPM-Orr 


Ct ct 


oe 
SS 
K 


Oy* 


-02 aT ae ae 10 
Fig. 1a. Die Funktion ¢(x) fiir K=)2; B=1. 


im Institut fiir Prak- € 
tische Mathematik der 2 


woriiber eine gesonderte 
Mitteilung erscheint. Die 
die Kombinationen der + 
olen GE S206 B24 Ph OP 08 6.08 sade 
SS tee 2 eae de Fig. 2a, Die Funktion ¢(x) fir K=5/2; B=1. 
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ist. Hiermit ist dem physikalischen Umstand Rechnung getragen, daB 
die angesetzten Gleichungen nicht den Ziindvorgang, sondern erst den 
spiteren Vorgang der Weiterentwicklung des Plasmas beschreiben. 


x 


Ng 
g 


, Sponnu 


Plasmoenergle 


Fig. 3. Plasmaenergie y (starker Strich); Kondensatorspannung x (schwacher Strich); Stromstarke 2‘) 
(punktiert) fiir K=0; 0 B=0; x B=0,2; 0 B=1 und w B=4 gegen die Zeit 1° aufgetragen. 


Die Funktion ¢ (x) stellt das Quadrat der Plasmaenergie als Funktion 
der Spannung dar. Mit ¢’(~) hat man nach (30) den Strom als Funktion 
der Spannung, abgesehen von dem Faktor —4. Nachdem die Zeit 1 

10 


tigasait 

x 
y 08 04 
S 
S 06 03 
3 g 
i NX 
Sa = 1 02 g 
N NM 
S 02 soe 
$ A 1¢4 
8 
S 
S 0 40 
: i 

-02 ait es =O! 
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Zeit TO 
Fig. 4. Plasmaenergie y (starker Strich); Kondensatorspannung x (schwacher Strich); Stromstarke 2(9) 
(punktiert) fiir K = 2; oB=0; x B=0,2; 0 B=1 gegen die Zeit 1 aufgetragen. 


aus (33) als Funktion der Spannung ermittelt ist, kénnen Spannung, 
Strom und Plasmaenergie als Funktionen der Zeit 1 aufgetragen 
werden, wie dies in den Fig. 3, 4, 5, 6 und 7 geschehen ist. 


Diskussion der Ergebnisse. 

In der Fig.3 ist der Grenzfall dargestellt, daB die Selbstinduktion K 
des Stromkreises vernachlassigt werden kann. Ist auBerdem B—O, 
so spielt auch der Widerstand der Zuleitungen keine Rolle, und der zeit- 
liche Verlauf des Stromes, das Absinken der Kondensatorspannung (x) 


: 
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und der Aufbau der Plasmaenergie y wird allein durch die Funkenstrecke 
_ bestimmt. Das Plasma nimmt schlieBlich die ganze Energie des Konden- 


| 


O25 


_ Plasmaenergie y , Spannung x 


4 8 2 ey 20 24 2b SEUANSE: 40 44 

Zeit cF 
Fig. 5. Plasmaenergie y (starker Strich); Kondensatorspannung x (schwacher Strich); Stromstarke 2‘) 
(punktiert) fiir K=2)2; o B=0; x B=0,2; 0 B=1 und w B=4 gegen die Zeit t‘) aufgetragen. 


Strom Zz 


Plasmoenergie y , Sponnung x 
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Die Kurven fiir B=0,2; B=1 und B=4 zeigen den EinfluB des 
Widerstandes der Zuleitungen. Der Widerstand verlangsamt den 
Spannungsabfall, reduziert das Maximum des Entladungsstromes be- 
deutend und verzégert sein Eintreten ein wenig. Das Plasma nimmt 
nur mehr den Bruchteil 


/ Bg = ele 
oy = 2B =! G4) 


der Kondensatorenergie auf, der bei b= 4 auf 50% abgesunken ist. 


-08 


—_ = = 
20 GO WEBS DO 00 20 kD  f80 20a 2 ee 
Let TO 


Fig. 7. Plasmaenergie y (starker Strich); Kondensatorspannung x (schwacher Strich); Stromstarke zt) 
(punktiert) fiir K = 10/2 ; 0B=0; x B=0,2; 0 B=1 und w B=4 gegen die Zeit 1) aufgetragen. 


Die Fig. 4 fir K = \2 zeigt, wie sich das Bild andert, wenn der Strom- 
kreis eine mittlere Selbstinduktion besitzt. Hier sind die Kurven fiir 
B=0; B=0,2 und B=1 dargestellt. Die Selbstinduktion verlangsamt 
den Vorgang und verursacht einen periodischen Ablauf von Strom und 
Spannung. In dieser Figur ist gerade ein Fall gezeigt, in dem die 


Selbstinduktion bei kleinem Widerstand (B=0; B=0,2) eben noch — 


eine, allerdings durch die Funkenstrecke stark gedampfte Schwingung 
hervorbringt, wahrend wir bei gréBerem Widerstand (B = 1) schon einen 
aperiodischen Funkenablauf haben. 


Die Fig. 5 zeigt den Strom-, Spannungs- und Plasmaenergieverlauf bei 
K=2/2 und die Widerstandswerte B=0, B=0,2, B=1 und B=4, 
Die durch die Selbstinduktion bewirkte Periodizitat ist schon sehr aus- 
gepragt, der Einflu8 der Funkenstrecke selbst tritt gegeniiber den Eigen- 


004 
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schaften des auBeren Stromkreises zuriick, ist aber noch mabgebend 
fiir die Abnahme der Maxima von Strom und Spannung bei B=0. 


Bei noch gré8erer Selbstinduktion (K =5 j2, K=10 \2) tritt der 
Schwingungscharakter der Entladung immer mehr in den Vordergrund. 

Es muB beachtet werden, daB U bzw. x=U/U, die Spannung am 
Kondensator und nicht die Spannung an der Funkenstrecke bedeutet. 
An der Funkenstrecke selbst liegt die Spannung 

ay © (0 
U) “S a Uy a ) 

so daB 


y 


der Bruchteil der urspriinglichen Kondensatorspannung ist, der am 
Funken selbst liegt. So lange y noch steigt, zeigt also die Funkenspan- 
nung einen anderen Verlauf als der Strom, im Lauf der Entladung unter- 
scheiden sich aber Spannungsverlauf und Stromverlauf nur mehr durch 
den MaBstab, weil der Widerstand des Funkens sich kaum noch dndert. 


Selbst wenn im spateren zeitlichen Verlauf Maxima und Minima auf- 
treten, zeigt die Entladung im Anfang noch nicht den Verlauf, der einer 
gedampften Schwingung entspricht. Erst wenn die Plasmaenergie ihren 
asymptotischen Wert nahezu erreicht hat, nahert sich der Verlauf einem 
gedampften Schwingungsvorgang. Hieraus kénnen wir eine Bedingung 
dafiir ablesen, daB tiberhaupt Nulldurchgange von Strom und Spannung 
eintreten, wenn wir die Endwerte (34) der Plasmaenergie in die Gln. (17) 
und (18) fiir y einsetzen. Mit 2° =z0/T-und + =7T/O erhalten wir 
dann den asymptotischen Verlauf 


1 ao Ee 
Bi0 (1+ a+ Ke 2 
ax 
diienore ree 


was die asymptotische Schwingungsgleichung 


1 
ji+2B-1 


K<3(1+2B+]1+28), (35) 


so bleibt auch der asymptotische Vorgang aperiodisch. Der kleinste 
Wert von K, bei dem im Endverlauf noch Nulldurchgange méglich sind, 
ergibt sich fir B =O zu 


3 
Ue, 7 + 4%=0 


d 7) 


ergibt. Ist 


eee e (35a) 
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Wir werfen noch einen Blick auf den Aufbau des Plasmas, der 
durch die Plasmaenergie veranschaulicht wird. Beim ersten Maximum 
des Stromes erreicht die Plasmaenergie meist etwa % ihres End- 
wertes. Nur wenn B und K sehr verschieden sind, bleibt sie erheblich 
hinter diesem Wert zuriick. Beim schwingenden Funken steigt sie in 
schwachen Pulsationen weiter auf den Endwert an. Charakteristisch 
ist, daB bei kleiner Selbstinduktion und gréBerem Widerstand erst ver- 
haltnismaBig niedrige Plasmaenergien beim ersten Strommaximum vor- 
liegen. Das hat zur Folge, da8 solche Funken erst ihre volle Leuchtkraft 
entfalten, nachdem der elektrische Vorgang im wesentlichen beendet 
ist. Wird allerdings die Dauer des Funkens durch hohe Induktion oder 
Widerstand zu sehr verlangert, so wird unser Rechenergebnis vom wirk- 
lichen Verlauf allmahlich abweichen, weil wir den Energieverlust des 
Plasmas durch Ausstrahlung nicht beriicksichtigt haben. 


Vergleich mit experimentellem Material. 


Die im vorigen Absatz errechneten GesetzmaBigkeiten ergeben ein 
durchaus plausibles Bild vom Ablauf kurzdauernder Funken. Die Vor- 
aussetzung, daB wahrend des Ablaufs der elektrischen Vorgange keine 
nennenswerte Energie durch Ausstrahlung verloren gehen soll, beschrankt 
die Theorie auf Entladungen, bei denen der Kondensator in sehr kurzer 
Zeit, sagen wir héchstens 10~7 sec entladen wird. Bei langerer Funken- 
dauer miiBte man die Ausstrahlung beriicksichtigen, wodurch das 
Gleichungssystem erheblich komplizierter werden wiirde. 

Gerade Funken von so kurzer Dauer lassen sich aber nur schwer 
genau ausmessen, jedenfalls fehlt es zur Zeit noch an genauen und syste- 
matischen Messungen solcher Funken. Vor allem fehlt es aber an syste- 
matischen Gesichtspunkten, nach denen Messungen an diesen Funken 
angestellt werden kénnen. 

Solche Gesichtspunkte aus den theoretischen Ansatzen zu gewinnen, 
ware wohl die nachste Aufgabe. Es ware insbesondere wichtig, experi- 
mentell nachzupriifen, ob die Leitfahigkeit des Plasmas der Dichte der 
inneren Energie proportional ist und ob das Plasma-wahrend der Ent- 
ladung nennenswerte Energie durch Ausstrahlung verliert. Soweit 
zwischen Theorie und Messungen Ubereinstimmung besteht, kénnte man 
diese Annahmen als richtig betrachten. Indem MaBe als Diskrepanzen 
bestehen, miiBte man entweder auf betrachtliche Ausstrahlung wahrend 
des elektrischen Vorganges oder auf einen erheblich anderen Zusammen- 
hang zwischen Leitfahigkeit und Energiedichte schlieBen. 


Den gemessenen zeitlichen Verlauf eines Funkens mit dem berech- 


neten zu vergleichen, ist allerdings gar nicht einfach, weil man zunachst 
ja nicht weiB, zu welchen Werten der Parameter K und B die MeBdaten 
gehoren. 


be 
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Als bekannt darf man sicher die Anfangsspannung U), die Kapazitat C 
des Kondensators, den Widerstand R und die Selbstinduktion L des 
Funkenkreises annehmen. Nur wenn L und R sehr klein sind, kénnen 
liber diese GréBen Zweifel bestehen. Auch der Druck p und die Funken- 
lange / sind bekannt, dagegen wird man den Radius 0 des Funkenkanals 
gewohnlich nicht oder nur sehr ungenau kennen. Von der GréBe a 
diirfte héchstens die Gré8enordnung geschatzt werden kénnen. Dies hat 
zur Folge, daB man nichts Genaues iiber die Zeitkonstante wei® und 
deshalb auch nicht die Zahlwerte von B und K kennt. Dagegen kann man 


K a BL? 
Be \ C G6) 
aus den Versuchsdaten entnehmen. 


Mi8t man nun experimentell die Funktionen U(t) und J(t), so kann 
man leicht aus U(t) die Funktion 


errechnen. Setzt man JT —1, so ist r=? und 


I 
CU, 
und man gewinnt die experimentellen Funktionen 


U(t) 
UY 


und». 2( 5) a , (37) 


a(t). 


Ohne Kenntnis der Zeitkonstante 9 kann man aber weder t in 1! 
noch z in 2 umrechnen, was notwendig ware, um die beobachteten 
Kurven (37) mit den theoretischen zu vergleichen. 

Die Zeitkonstante 9 kénnte man ermitteln, wenn es gelange, K und 
B einzeln aufzufinden. Zunachst erkennt man aus (20) und (21), daB K 
und B beide anwachsen, wenn man die Kapazitat C vergr6Bert und zwar 
B proportional C, dagegen K nur proportional ve 

Wenn die Ziindung nicht kiinstlich eingeleitet wird, kann man 

Uy 

pl 
bei einem festen Wert halten. Man kann dann unter Festhalten aller 
iibrigen Bedingungen B und K um einen Faktor f vergroBern, indem man 
den Druck {mal gréBer macht und die Funkenstrecke /mal kleiner. Auf 
diese Weise laBt sich erreichen, bei gleichem Verhaltnis K/B mit groBen 
oder kleinen Einzelwerten von K und B zu arbeiten. Bei der Durchfth- 
rung von experimentellen Reihenuntersuchungen sollte auf solche Ge- 
setzmaBigkeiten geachtet und K/B konstant gehalten werden, um theo- 
retisch deutbares Material zu erhalten. 
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Wir erheben nun die Frage, ob man vielleicht aus dem gemessenen 
Verlauf der Funktionen x(t) und z(t) selbst entnehmen kann, zu welchen 
Werten K und B sie gehéren. Man kann sich zunachst der Zeit ent- 
ledigen und z als Funktion von x auftragen, d.h. die Kennlinie des 
Funkens zeichnen. Die Werte x,, bei denen die Maxima von z auftreten, 
sind dann unabhangig von den MaBstaben fiir Strom und Zeit und miB- 
ten grundsatzlich dazu ausreichen um K und B einzeln zu bestimmen, 
wenn K/B bekannt ist. 


Bestimmung von K und B aus den Mefdaten. 


Alle Kennlinien 
B= 2(%) 


zeigen wenigstens ein Maximum. Ob noch weitere Maxima vorhanden 
sind, hangt vom Verhiltnis K/B ab. Man wird also versuchen, den Wert x,, 
bei dem der Strom sein erstes Maximum besitzt, dazu benutzen, 
um K und B zu ermitteln. Auch dies st68t jedoch auf Schwierigkeiten, 
und zwar aus folgendem Grund. In Gl. (25) riihrt das Glied 2 von der 
Funkenstrecke, das Glied By? vom auBeren Widerstand und das Glied 


Kk? (y al von der Selbstinduktion her. Je gréBer K und B sind, desto 


weniger wird der Entladungsvorgang von der Funkenstrecke selbst be- 
einfluBt und desto mehr nahert er sich dem Einschwingvorgang, den man 
beobachten wiirde, wenn die Funkenstrecke selbst keinen Widerstand 
besaBe und einfach einen KurzschluB darstellte. 


Je groBer also K und B sind, desto geringer ist der Einflu8 der Zeit- 
konstante 9, in der die vom Funken selbst herriihrenden Einfliisse 
zusammengefaBt sind, auf den Verlauf der Entladung. In jedem Falle 
werden aber die Eigenschaften der Funkenstrecke im Anfangsstadium 
der Entladung starker zum Ausdruck kommen, als in den spateren 
Stadien, weil der Eigenwiderstand des Funkens am Anfang noch am 
groBten ist. In der Spannung x,, bei der das erste Strommaximum ein- 
tritt, wird also noch der EinfluB von @ erkennbar sein, und einige Aus- 
sicht bestehen, K und B einzeln zu bestimmen. 


Wir versuchen zunachst festzustellen, wie stark sich der Eigenwider- 
stand der Funkenstrecke auf x, auswirkt. Zu diesem Zwecke berechnen 
wir die x, fiir den Fall, daB der Eigenwiderstand des Funkens ganz ver- 
nachlassigt werden kann. In diesem Fall reduziert sich (6) auf 


al 


was mit 
dU 
[= Gas 


7, 
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ohne die Gl. (8) zur Berechnung ausreicht. Wir eliminieren J und fiihren 
x statt U ein und erhalten 


Ree. a A om = +x=0 
mit der Randbedingung 


; Poa dx A 
i Ol a I sig ws 
Ist Bs 
4LC>R°C? oder +>, (38) 
so finden wir die Lésung 
pate at c05 wt 9) 39) 
mit den Abkiirzungen 
: kaa Se VLiG = FC? 
cate AM a eer a (40) 
und 
4 @ . a 
ie te OTS 
b&w tgp=—; cos p ore sing peat (41) 
Ferner ist 
re ee Pee ee or ear. ; 
eee eo sin art. (42) 


- Das erste Maximum von ¢ tritt zu einer Zeit t,, auf, fiir welche wir aus 
C 2/0 t=0 = , : 
; Olm = == —@ 


i é 


» Daee 


fh 
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Wenn 


K<4 


ist, treten an Stelle von (39) und (42) die Gleichungen 


cist e-** f(a + B) e®* — (a — B) e~P%} (46) 
und 
Sees pe —a _ p—B 
4 2p é t (eB! é ‘) (47) 
mit 
ete oF Eo ke 
pao / 1a =u \/1 se (48) 
Das erste Strommaximum ; 
Si ae Celera 
4, = oe — (5 (48a) 
tritt zur Zeit 
mp! “+ B 
ty 2B In aut (49) 
und bei der Spannung 
j= iB a 
B 
== 3 (50) 
Ata 


ein. Unabhangig von K und B einzeln 1aBt sich also x, als Funktion von 
K/B berechnen, wenn man den Eigenwiderstand des Funkens vernach- 
lassigt. Fiir jedes Verhaltnis K/B erhalten wir auf diese Weise einen 
Grenzwert, welchem x, zustreben muB, wenn K und B beide groB werden. 
In der Fig. 8 sind diese Grenzwerte x, gegen B/K aufgetragen. 

Andererseits kann man fiir die hier durchgerechneten Kombinationen 
der Parameter B und K die Spannungen x, entnehmen, bei-denen das 
Strommaximum eintritt. Will man moglichst genaue Zahlwerte er- 
halten, so darf man allerdings nicht aus Kurven, in denen ¢’ = — 420 
gegen x aufgetragen ist, den Ort des Maximums ablesen, weil dann x, 
ungenau wird. Besser greift man zur Gl. (47), fiihrt 


ein und erhalt fiir dz/dt=0 
SO) ei =| ; 
em ae) ( = Vy 


Der Maximalwert 2 ist genau zu ermitteln. Wenn B nicht gerade 
Null ist, erhalt man einen genaueren Wert von x, wenn man zuerst 4, 
berechnet, als wenn man direkt x, bestimmt. 
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Die so berechneten x, sind in die Fig.8 eingetragen und bei jedem 
eingezeichneten Punkt ist der zugehérige Wert von B angegeben. Die 
Pfeile am Rand der Figur geben die Werte fiir B—0 an. 


Jetzt gewinnt man einen Uberblick dariiber, ob ein gemessener 
Funke noch einen groBen Einflu8 des Eigenwiderstandes der Funken- 
strecke zeigt oder nicht. Ist der EinfluB8 gering, so liegt x, auf der ge- 
zeichneten Kurve, je weiter er von ihr entfernt ist, desto mehr wirkt 
sich der Funke selbst auf den ee 


Verlauf von Strom und Span- he | | 


| 

nung aus. ry i bees “ | ea ey.» [ 

Zweifellos kann man auf {7 gh een | 
diese Weise auch AK und B pee i Sar RE l na 4) 
einzeln ermitteln, wenn man | | cae hb ee 
mehr Kombinationen von K ~*~ °* 4am ha aa 4 re 
und B durchrechnet. Man kann | a REHM 2 By . 
z.B. fiireine Anzahl von Werten  °7 : Reo eee eee 
K/B die theoretischen Werte von | 
x, errechnen und diese dann a Se ee ee ae ae 
gegen B auftragen. Auf diese fi | hg = == 


Weise entsteht eine Kurve Xy (B) Fig. 8. Spannungswerte x, des ersten Strommaximums 
as Gi gegen K/B aufgetragen. Die Kurve gibt asymptotische 

fiir jedes K/B. Ist x, und K/B ee ee 

bekannt, so kann man B ent- 

nehmen. Dies erfordert allerdings, daB die Funkengleichungen fiir noch 

mehr Kombinationen von K und B integriert werden als bisher. 


Andererseits mu8 man bedenken, da8 auch aus Messungen an Funken 
die Spannung x,, bei der das erste Maximum des Stromes eintritt, nicht 
sehr genau entnommen werden kann. Es ist deshalb wahrscheinlich 
schwierig, auf diese Weise die Werte von B und K genau zu ermitteln, 
welche zu einem Versuchsfunken gehéren. 


Genauer als die Spannung, bei der das erste Maximum des Stromes 
eintritt, kann man die Spannungen erfassen, bei denen der Strom die 
Halfte seines ersten Maximalwertes erreicht. Vor dem Strommaximum 
findet man den Wert x; und nach dem Strommaximum den Wert x. 
Fiir groBe K und B kénnen wir wieder asymptotische Werte von x; 
und x; berechnen. Ist K/B >4, so liefert die Gleichung 


EA a z 
de a (2 Ne ae ne! (1) 


zwei Werte von wt und die zugehérigen Spannungen 


—~ot cos (wt— 9) (52) 


x, baw. x4 = @ ied 
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Ist K/B <}, so findet man 


(sper EEE, 


Bey —4 ht Sin Bt (51) 


zur Bestimmung von 2¢ statt (51) und 


——wt 
uy Daw. xp =e °F ( 


statt (52). 


2 Sin Bt + Cof Be) (52a) 


In Fig.9 sind nun die Werte x; und x, gegen K/B aufgetragen. 
Die beiden gezeichneten Kurven stellen die asymptotische Werte dar, 


10 sa 0 RS | ] 
ane rit od _a2 laz 
08 = T 
06 | est 
less | 
oe < | 
025 
0 
-0,2 
=04'— 
a le 
=08 
“40 Ge s.. Govrmunewu ee, Rev Lee 
(Ke ponies /o. UE tet 
B el 


Fig. 9. Spannung x, und x{, bei denen der Strom 
den halben Wert seines ersten Maximums erreicht. 
Die Kurve gibt asymptotische Werte fiir groBe B. 


denen x, und x; zustreben, wenn 
Kund B einzeln groB sind. AuBer- 
dem sind die Werte x, und xy 
eingezeichnet, welche aus den 
Berechnungen der Funken ent- 
nommen sind. 

Die asymptotischen Werte x, 
sind nicht sehr charakteristisch, 
weil sie nur wenig unter 1 liegen. 
Fir kleine K und B weichen sie 
nur so wenig von der asymptoti- 
schen Kurve ab, daB man keine 
Bestimmung von B und K auf 
diese Abweichungen _ griinden 
kann. Selbst fir K=0, B=0O 
findet man nur x,;= 0,885. 

Anders liegt die Sache bei x1. 
Hier bestreichen die asymptoti- 
schen Werte einen groBen Bereich 
und fiir kleinere B und K findet 
man bedeutende Unterschiede 
gegen die asymptotischen Werte 
bei gleichem Verhaltnis K/B. 

Dies 1aBt erkennen, daB eine 
begriindete Aussicht besteht, die 
zu empirischen Messungen ge- 


hérigen Werte von B und K aus der Spannung zu erschlieBen, bei der 
der Strom wieder auf die Halfte seines Maximalwertes gesunken ist. 


Wie schon mehrfach bemerkt, lassen sich die hier angestellten Be- 
rechnungen nur auf Funken anwenden, welche in sehr kurzer Zeit ab- 
laufen. Protrahierte Funken, welche sich iiber eine Zeit von 10-®sec 
ausdehnen, miissen sich ganz anders verhalten, weil sie wahrend des 
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elektrischen Prozesses schon einen beachtlichen Teil der zur V erfiigung 
stehenden Energie abstrahlen. Die Ausstrahlung weist aber viele indi- 
viduelle Ziige auf, die bei verschiedenen Funken recht verschieden sein 
kénnen und deshalb nicht leicht zu erfassen sind. Trotzdem diirfte es 
lohnend sein, Funkengleichungen durchzurechnen, welche tiberhaupt 
einen Ansatz fiir den Energieverlust durch Strahlung enthalten, selbst 
wenn dieser Ansatz nur eine grobe Annaherung an den wirklichen Vor- 
gang bedeutet. Solche Rechnungen sind im Gang. 


Zusammenfassung. 

Der Ablauf von Funken kann durch drei Gleichungen beschrieben 
werden, von denen zwei fiir jeden stromfiihrenden Leiter aufgestellt 
werden kénnen. Die dritte Gleichung ist die Energiebilanz des Funkens. 

Setzt man die Leitfahigkeit des Plasmas seiner Energiedichte pro- 
portional, was man wenigstens als Naherung betrachten kann, und ver- 
nachlassigt die Ausstrahlung wahrend des elektrischen Vorgangs, was 
bei Funken kurzer Dauer zulassig erscheint, so lassen sich die Funken 
durch zwei Parameter charakterisieren. 

Der zeitliche Ablauf von Strom, Spannung und Plasmaenergie 
konnte fiir einige durch Kombinationen dieser Parameter bestimmte 
Funkentypen ermittelt werden, indem die Funkengleichungen maschinell 
integriert wurden. 

Fiir das Ablesen der charakteristischen Parameter aus MeBwerten 
konnten Anhaltspunkte gefunden werden, doch reichen die bisher durch- 
gerechneten Funkentypen hierzu noch nicht vollig aus. 


Der Forschungsabteilung des Ministeriums fiir Wirtschaft und Ver- 
kehr des Landes Nordrhein-Westfalen danke ich fiir die fiir diese Arbeit 
gewahrte Hilfe, ohne die es unméglich gewesen ware die maschinelle 
Integration der Gleichungen yvorzunehmen. 


Bonn, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 
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Instrumentelle Bearbeitung 
der Differentialgleichung einer Funkenstrecke. 


Von 
A. WALTHER und K.-J. LESEMANN, 
Mit 3 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 13. Juni 1953.) 


Zur vorstehenden Arbeit von W. WEIZEL wird das mathematische, auf instrumen- 
telle Hilfsmittel gestiitzte Vorgehen beschrieben. 


Problemstellung. 


W. WEIZEL findet fiir die Funkentheorie die dort mit (25) bezeichnete 


Differentialgleichung 
est 2 dy \2 2 
2B 9 Cees 2A a) (1) 


2 
mit der Anfangsbedingung 
ec = 0 Rarteas nee, A OP 


Sie scheint formelmaBig nicht, numerisch nur schwer lésbar zu sein. 
Schnell und einfach fiihrt hingegen die Behandlung mit Hilfe einer 
Integrieranlage! zum Ziel. 

Man wiinscht Lésungen der Differentialgleichung fiir die Kombina- 
tionen der Parameter 


B= Oi. O,2 904 4 
und 
= 22/2 5/2" Toye 
Fall K =0. 


Der Fall K=0 1a8t sich elementar erledigen. Die Differential- 
gleichung reduziert sich dann auf die gewohnliche Gleichung 


2y+ By? +2x—2=0 (2) 
oder d 
1 
2 (+3) 
laa PR 3 = 
fe ee eee es 
5a awl ate 
Das sind Ellipsen mit dem Mittelpunkt x =0, y = — — und den 


ae wae <—. B 
Halbachsen a = \+ss eR silo ee (1 + ss) . Fir B=0O entsteht 


1 Wartuer, A., u. H.-J. DREYER: Die Integrieranlage IPM-Ort fiir gewohnliche 
Differentialgleichungen. Naturwiss. 36, 199 (1949). 
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die Parabel y = 1— x%. Diese Kurven stellen fiir K == 0 auch den 
geometrischen Ort fiir die Punkte dy/d x =0 aller Loésungen dar. 


Transformation der abhdngigen Verdnderlichen. 
Fur die Bearbeitung mit der Integrieranlage ist die Gl. (1) ungiinstig. 
Besser kommt man zum Ziel durch die Transformation 


y = ae (3) 
wobei aus physikalischen Griinden nur das positive Wurzelvorzeichen 
in Betracht kommt. Die Differentialgleichung fiir ¢ lautet 


ge =F 7F J2—be + BE +2] 


¢) (4) 


mit der Anfangsbedingung 


Anschauliche Diskussion der Lésung. 

Der Radikand in (4) beginnt bei x=1, €=0 mit dem Werte 0 und 
wird dann bei abnehmendem »% zunachst positiv, weil ¢ vergleichsweise 
schwacher wachst, als x? abnimmt. Dabei ist ¢’ negativ, erreicht jedoch 
allmahlich eine neue Nullstelle. Von da an miissen, um ein Negativ- 
werden des Radikanden zu vermeiden, der Durchlaufungssinn von x 
und das Wurzelvorzeichen gewechselt werden. In Fortsetzung dieses 
Verlaufs ist fiir € tiber x eine Zickzacklinie um die ¢-Achse mit waage- 
rechten Tangenten in den Umkehrpunkten zu erwarten, fiir ¢’ eine 
Spirale um den Nullpunkt. 


Grenzkurve. 


Die Grenzkurve in der x¢-Ebene, auf welcher die Spitzen von 
€=£(x) liegen, ist durch ¢’=0 charakterisiert, also nach (4) durch 


grill pce eee (5) 


Diese Kurve 4. Ordnung ist auch die Lésung der Differentialgleichung (1) 
fiir K=0, wie man durch Anwendung der Transformation (3) auf die 
Ellipse (2) sieht. Physikalisch sinnvoll ist allerdings von dieser Lésung 
nur der rechte Kurventeil: die erste Spitze riickt auf die ¢-Achse in den 
Scheitelpunkt der Grenzkurve, und dort hért die Lésung auf. Der 
Scheitelpunkt gibt nach (5) den gréBtméglichen und auch tatsachlich 


erreichten Wert A ; 
tnax=(E (0+ 4)- 4) (6) 


aller Lésungen fiir ein bestimmtes B. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 135. 44 
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Kopplungsplan. 

Die zum Lésen der Gl) (4) nétige Zusammenschaltung der einzelnen 
Rechengeriite der Integrieranlage IPM-Ott, den sog. Kopplungsplan, 
zeigt Fig. 1 

Mit einem Integriergerat verschafft man sich aus C’ die Funktion ¢, 
die einmal auf einem Zeichentisch iiber x aufgezeichnet, zum andern in 
ein Addiergerat und in einen Funktionstisch mit Wurzelkurve geleitet 
wird. Aus einem weiteren Funktionstisch mit quadratischer Parabel ent- 


nimmt man 2x7, das zu BE + 2ye 
hinzuaddiert wird. Aus dieser 
Summe wird mit einem in sich 
riickgekoppelten Dividiergerat die 
Wurzel gezogen. Damit erhalt 
man ¢’, das an den Eingang des 
Integrators riickgekoppelt und 
auBerdem noch aufgezeichnet wird. 


Auftretende Schwierigheiten. 


Unser Problem ist aus mathe- 
matischen Griinden fiir die Inte- 
egrieranlage nicht ganz einfach. 
Das Ziehen einer Quadratwurzel 


ye \u an der Stelle “=O ist 
Fig. 1. Kopplungsplan fiir die Differentialgleichung instrumentell gr undsatzlich schwie- 
a 2)2 y= rig. Denn v=v(u) besitzt dann 
fare -Yo-eespetale), eine senkrechte haces und die 
geringste Abweichung der unab- 
hangigen Veradnderlichen w vom exakten Wert hat eine auBerst starke An- 
derung der abhangigen Veranderlichen v im Gefolge. Diese Tatsache macht 
sich tibrigens nicht nur bei instrumentellen, sondern auch bei numeri- 
schen Methoden lastig bemerkbar. Sie tritt jedesmal auf, wenn £’=0 wird. 
Noch schlimmer ist es im Anfang, wo auBer ¢’=0 zusatzlich €=0 
wird. Dann nimmt der Radikand 2 — (2x*+Bé tnd yo) in (4) von 
seinem Anfangswert 0 aus nur dadurch zu, daB x? um nur wenig mehr 
fallt als Ve ¢ wachst. Man muB also die Differenz zweier fast gleich groBer 
Anderungen herstellen, und von diesen ist die eine noch dazu an der 
gefahrlichen Stelle der Quadratwurzel mit senkrechter Tangente zu 
bilden. Der Einflu8 des Gliedes B  tritt demgegeniiber zuriick. 


Genauigkeitsfragen. 


In Auswirkung der erwahnten Umstande zeigen die Originalauf- 
zeichnungen ¢’ = ¢’(x) am Anfang starke Schwankungen, die erst ver- 
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schwinden, wenn « von 1 auf etwa 0,95 abgenommen hat. Sie wirken 
sich jedoch gliicklicherweise auf den spateren Verlauf der Lésung prak- 
tisch nicht aus. Zur Nachpriifung wurde die Parameterkombination 
i= 0K | 2 zweimal unabhangig voneinander bearbeitet. Dabei 
stimmten die beiden gewonnenen Kurven ©’ trotz verschiedenen zu- 
falligen Anfangsschwankungen im weiteren Verlauf véllig iiberein, ein 
Zeichen dafiir, daB die Integrieranlage derartige Fehler von selbst aus- 
mittelt. 


Auch am Ende zeigt die Spirale ¢’ UnregelmaBigkeiten, wenn €’ 
durchweg sehr klein wird und € gegen seinen Endwert strebt. Dann muB 
namlich die Quadratwurzel aus einem Wert gezogen werden, der nur 
wenig groBer als 0 ist, und man arbeitet dauernd am senkrechten Teil 
der Wurzelkurve. 


DaB8 trotzdem die Kurve € sehr genau wird, erprobt man mit Hilfe 
des von ihr angestrebten SchluBwertes (6). Wenn dieser auch mit end- 
lich viel Schwingungen nicht erreicht werden kann, so la4Bt sich doch 
durch Verbindung der Spitzen von € die Grenzkurve (5) graphisch 
annahern und in ihren Schnittpunkt mit der ¢-Achse extrapolieren. 
Dabei findet man innerhalb der Zeichengenauigkeit véllige Uberein- 
stimmung zwischen dem theoretischen Schlu8wert (6) und dem zeich- 
nerisch erhaltenen Wert. Zum weiteren Vergleich sind in der nachste- 
henden Tabelle die Werte (6) den von der Integrieranlage selbst er- 
reichten Werten, die ja immer unterhalb des Scheitelwertes liegen miis- 
sen, gegeniibergestellt. 


Tabelle 1. 


Cerreicht 


0 1,0 0,9950 | 0,9925 0,9950 0,9900 
0,2 0,8392 0,8371 0,8366 0,8351 0,8318 
1 — 0,5359 0,5347 | 0,5356 0,5335 0,5250 
4 0,25 —_ | 0,2496 0,2497 0,2489 


Die Resultate wurden auf Transparentpapier durchgezeichnet und dabei 
UnregelmaBigkeiten der Kurven ¢’=¢'(x) ausgeglichen. Die Lésungen 
¢€=£(x) sind dagegen auch im Original véllig glatt. 

Fiir die Parameterkombinationen 


B=1 K=)2 wd B=1 K=5/2 


sind jeweils die Lésung ¢(x) und die Ableitung ¢’ (x) in den Fig. 1a 
und 1b bzw. 2a und 2b der vorstehenden Arbeit von W. WEIZEL wieder- 


gegeben. 
44* 
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Zeitlicher V erlauf der Lésung. 
Aus den Lésungen der’GI. (1) kann der zeitliche Ablauf des Funkens 


mit der Beziehung 


dU 


berechnet werden. Darin bedeuten 


I Stromstarke, 

C Kapazitat des Kondensators, 

U Kondensatorspannung, ‘ 
PLE: 


Mit den Transformationen aus der Arbeit von W. WEIZEL 


dn eee ane Bee OE 


~ 


wird Gl. (7) geschrieben . ‘ — 
: ae ar 
b auhian 


oT oaent ——— ia; re 


und umgeformt zu dem erstrebten zeitlichen Verlauf _ “, 


z> 


rs x 4 ‘s > ia ~* * - a 

ee LE tier ia] RCo j i LAL pnAt a 1 
sad Sasuaty diore ; dives siveitgs) Cally cee 72 ee 
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Tragt man die Parabelausdriicke in die Gl. (8) ein, so findet man: 


Damit ist die Nullstelle von ¢’ iiberbriickt. In Fig. 3 rechts verfihrt 
man unter Beachtung der Vorzeichen sinngemiB. 

Das geschilderte Vorgehen ist méglich an allen Stellen x,, wo ¢ 
mit senkrechter Tangente durch die x-Achse geht, d. h. wo 6’’= oo ist. 


/ 


at 
b2 
T x > 
a f 7 cr =X 2 #a 
2, 
Fig. 2. Skizze des Verlaufs einer Lésungsableitung Fig. 3. Uberbriickung der Nullstellen x», von ¢’ 
=F (4): durch zwei Parabelbégen. 


Die Gl. (4) zeigt durch Differenzieren und Zusammenrechnen, daB 
¢’’ = oo wird in allen Punkten, wo C’=0 vas €=-0 ist. Dort ist also 
unser Vorgehen durchfiihrbar. 

Hingegen werden im Ausgangspunkt x1 sowohl ¢’=0 als auch 
€=0, deshalb ¢” unbestimmt. Der Grenzwert von ¢’’ berechnet sich 
mit Hilfe von (3) zu 


ih at 


Wegen dieses endlichen Wertes von ¢” ist in x==1 eine Annaherung 
von ¢’ durch eine Parabel und damit eine formelmaBige Integration 
nicht méglich. Man beginnt deshalb die Integration und damit die 
Zeitzahlung im Punkt x,=0,98. Der Zeitverlauf von x=1 bis %)=0,98 
bleibt unbestimmt. Der Grund dafiir liegt darin, daB die Ausgangs- 
gleichungen den Ziindvorgang nicht beschreiben. 

In den Punkt « =0 und ¢’=0, d.h. in den Endpunkt der Lésungs- 
kurve lduft ¢’(*) in unendlich vielen unendlich kleinen Windungen ein. 
Die Zeitintegration wird hier nur so weit durchgefiihrt, wie die Funktion 
f’() von der Integrieranlage IPM-Ott gezeichnet vorliegt. 
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Durchfiihrung der instrumentellen Integration. 


Vom Punkte x)= 0,98 ‘beginnend integrieren wir den Kehrwert von 
©’ abschnittsweise mit einem Integrimeter?: 


> 


En 
ax 


Te bi 6.) Oey) oe PUES 897 St eee 

En—-1 
Die Bedeutung von &, geht aus den Fig. 2 und 3 hervor. Auf den unteren 
Spiralenbégen in Fig.2 ist ¢’<0, aber auch die Durchlaufrichtung fir 
x negativ, auf den oberen Spiralenbégen umgekehrt. Zu diesen instru- 


mentell bestimmten Zeitdifferenzen werden fiir €,, €, ... die rechnerisch 


mit Parabelbégen gefundenen Zeitdifferenzen + aS fiir den Durch- 
4 2 


gang durch die Nullstelle von ¢’ als Anschlu8 an den nachsten Spiralen- . 


bogen hinzugefiigt. r 

Die Ergebnisse x= x(t ) sind fir alle Parameterkombinationen in 
den Fig.3 bis 7 der vorstehenden Arbeit von Ww. WEIZEL wiedergegeben. _ 

Zusammenfassung. Bier 

Die Funkendifferentialgleichung von W. WEIZEL wird mit der In- 
tegrieranlage IPM-Ott fiir verschiedene Parameterkombinationen gelést. 
Sonderfalle werden formelmaBig erledigt. Die Integrieranlage erweist 
sich als wertvolles Hilfsmittel, das Lésungen rasch, bequem und mit” 
guter Genauigkeit liefert. 

Aus den von der Integrieranlage gelieferten Lésungen wird, Nees zeit 
liche Ablauf des Funkens durch ein gemischt formelmaBig- instrum 
telles ae ermittelt. ; 720: THe See 
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